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Corrigé de la synthese

Exercice 1 (6 points) :

NGy [ 1Oy [ ras [0
/(2+(+Z>> Zd 2|[1 Zd+|2|[1f()d+/ Z2d

|z|=1 |z|=1

I) On a

Le point zp = 0 est a I'intérieur du cercle |z| = 1 et la fonction z — f (2) est holomorphe a 'intérieur

de |z] =1 et sur |z| = 1. Donc par I'application des formules intégrales de Cauchy

Zf_(z)odz_me et/ G ) dzszf( 0) s

C c

dz = 2mif (0) et / f(;)dz = 2mif’ (0), ainsi par application du théoreme de
z

=1

on aura /

Cauchy on a / f(z

|z|=1
D’ou

(2+ (z—i— %)) @dz =2x2mif (0) + 0+ 2mif' (0) = 2mi <2f(0) + f (O)) . (1pt)

|2|=1

De méme

A

omi (2 FO)+ f (0)) . (1pt)

Pour déduire les intégrales demandées on pose z = €, 0 € [0,27] et donc dz = ie??df) = izdf et

1
z+ — =2cosf. Alors
z

/ (2 + <z + 3)) 1@, - 7(2 +2cos0) I o 2@7(1 + cos0) f (¢) df.

z z z
|z|=1

Sachant que 1 + cosf = 2 cos? g et compte tenu de 'intégrale déja calculée, on aura
2m 0
27 <2f 0) + f (O)) = 2i/2 cos? §f (ew) dae,
0
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ce qui donne
2

2 29 i . /
%/QCOS 5f (€7) d0 = 2£ (0) + f(0). (0-5pt)

De méme pour la deuxiéme intégrale on pose z = ¢ 0 € [0, 27] et donc

/ (2 - (z + %)) fiz>dz - 7(2 — 2cos0) @z’zd& - 2@'7(1 — cos0) f () do.

|z|=1

Comme 1 — cos § = 2sin? g, on trouve

2

omi (2 F0) = f (0)) = 9 / 2 sin?

0

0 .
3f (") a8,

ce qui donne
2m

= / 2 sin? g £ (e7) do =2f (0) — £ (0). (0.5pt)

0

IT) La fonction a intégrer f(z) = possede un pole simple en z; = 2 et un pole double

, (z+1)(z—2)
29 = —1 [racines de (z +1)” (z — 2)].

Le résidu en z; = 2 est

1 1 1
Res (f,2) =1lim [ (z —2) - = lim = —. (0.25pt
(£:2) Z—>2<( ) (2—1-1)2(2—2)) Z—>2(2+1)2 9 ( pt)
Le résidu en z5 = —1 est
d 9 1
Res(f,—1)= lim — [ (z+1)"- )
(f,=1) = Jim, dz (( ) (z+1)°(2—2)
d 1 1
=t dz (z — 2) = Jm, (z—2° 9 (0-25pt)
On distingue trois cas : "R>2
1< k<2 ;
e Le premier cas 0 < R < 1. Dans ce cas, } L :
! 0<R <1 |
aucun pole n’est a I'intérieur du carré Cg et l l 1 !
R | 9 | =
donc par le théoreme de Cauchy | 1_ T !
/ ! dz = 0. (0.5pt) L'“““““”“J
z=20. (0.
+17 (- 2) g
Cr
e Le deuxieme cas 1 < R < 2. Dans ce cas, seul le pole zo = —1 est a 'intérieur du carré Cg. et
donc par le théoreme des résidus
1 -1 27
dz = 2miRes (f,—1) =2mi X — = 1.(0.5pt
/(z+1)2(z—2) =y g~y ooy

Cr
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e Le troixieme cas R > 2. Dans ce cas, les deux poles z; = 2 et 2z = —1 sont a l'intérieur du

carré Cg et donc par le théoreme des résidus

; ) = 2m 1 _—1 =
C{(Zle)Z(Z_z)olz:2m(Res(f,2)—i—Res(f,—l))—2 (g—i— 9) 0.(0.5pt)

1

IIT) La fonction a intégrer f(z) = ez possede une singularité essentielle en zp = 0. En effet, sa série de

Laurent centrée au point zy = 0 est

21—1+1+1+1+1+
n! n>0n!z"_ 2 2122 0 315 414 ’

N | =
I
VR
IS
~~
3
Il

fz)=e

n>0

qui converge pour toute valeur de z # 0. Comme cette série possede
une infinité de terme dans sa partie principale, alors le point zp = 0

est une singularité essentielle et Res (f,0) =a_; = 1. \y i

Le point zp = 0 est a l'intérieur du cercle |z| = 1 et donc par le

théoréme des résidus

1
/ ezdz = 2miRes (f,0) = 2mi - 1 = 27i.(1pt)
|z|=1
Exercice 2 (6 points) :
+oo
e s dx y
Pour calculer l'intégrale I = ———, on
1'4 +1 I'r
N 1 . .
considere | ——dz, R > 0, ou Cr désigne
24+ 1
Cr
le contour fermé de la figure ci-contre formé e * 20
du segment [—R,+R] et du demi cercle I'
décrit dans le sens direct. —h L
Les racines de 2% + 1 = 0 ou z* = %3 . .24
1 = %M gont z = eTiolk =

0,1,2,3.(0.5pt)

Ces valeurs de z sont des poles simples de f(z) =

2441
Seuls les poles 2 = e¥ = Y2 (1 +4) et 2z; = ¢4’ = Y2 (~1+1) sont & Vintérieur de Cg. Les résidus

en ces poles sont

1 1 1 et 2

©s (f’ ZO) ZLIE]Q (% (z4 + 1)) 2—z0 423 4@%1 4 8 ( Z) ’
1 1 1 eI (/2

©s (f7 Zl) ZLIEI ( d (z4 + 1)) 2z 423 4@%1 4 8 ( Z)




D’apres le théoreme des résidus on obtient

/ L 02— omi (Res (f, 2) + Res (f,21)) (0.5pt)

24+ 1
Cr
2 2 2
o (2o 20— ) = 2 0.5p0)
8 8 2
ie. n
1 1 V2
d dz = —m. 1
/:c4+1$+/z4+12 9 " (1)
-R T'r
Si 'on prend la limite des deux membres de (1) quand R — +o0 et si l'on utilise le fait que
. . 1 .0
lim dz= lim [-——5——Rie"df =0, (0.5pt)
R—too | 24+ 1 R—too ) (Re?)” 4+ 1
I'r 0
on obtient .
“+o0o
1 1 V2
dr = i dr = —m.(1pt
/x4+1m A [ ot =5 m3pt)
—o0 -R
+oo
sin? x 9 11
Pour calculer 'intégrale J = / " 1d:v, on utilise le fait que sin®z = 5 — 5 cos (2z) et donc
x
1 +oo 1 1 +oo (2 ) 1 1 +00 o~
cos (2x e
J == doe — = dr=-1— =R dr | .(1pt
2/x4+1x 2/934—1-1 Tt T /x4+1$ (1pt)
“+oo

2ix 2iz

dz, R > 0, ou Cr désigne le contour

AN €
dz. Pour cela on considere I
24 +1

Il reste a calculer /
4+ 1

-0 Cr

de l'intégrale I.
. A ] 37, N . /. s .
Comme ci-dessus seuls les poles zg = e1" et z; = e1" sont a l'intérieur de Cg. Les résidus en ces

poles sont

3w
. e e p2ied” V2 o
Res<f721>23591<m>:hm S e (Bt
dz

D’apres le théoreme des résidus on obtient

/ e dz = 2mi (Res (f, 20) + Res (f,z1)) = 2mi (_T\/i (1+i)e Y22y g (1—1) 6_\/§_iﬁ>

24+ 1
Cr

= ﬂg (cos V2 4 sin \/§> e_ﬁ.(lpt)

. R
1.€. 2ix 2iz 2
/ ¢ dx + / ¢ dz = 7T£ <COS\/§+ sin \/5) e V2,
x4+ 1 A 4+1 2
-R Tr
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Si 'on prend la limite quand R — +o00 et si 'on utilise le fait que

eQiz eQiRcos 0—2Rsin 6 )
lim dz = lim / — Rie'df =0,
R—400 24 +1 R—4o00 (R 619) +1
T'r
on obtient +oo R 3
dr = lim dr = 1— (cos \/5 + sin \/§> e V2,
x4+ 1 R—+oo i+ 1 2
—00 —R

1 1 Ziw 2 2
J—§I—§Re /$f+1 :7T§—7T\/T_<COS\/§+SH1\/§>€_\/§.
Finalement,
+0oo
. 2 2
J = /;n_i_aidx = W\/T_ (1 — (cos V2 + sin \/§> e’ﬂ> .(1pt)
Exercice 3 (8 points) :
]. s T -
1) La fonction f (z) = T possede n poles simples en 2z, = e En “k=0,...,n—1(1pt) [racines de
ZTL
2" 4+ 1.
Le résidu en z, = e ost
. 1 . 1 1 —1 wtonn,
Res (£, 2) = zlggk (d% (2" + 1)) N zhlek nzt—l T eilrt2km) it T e (1pt)

2) Montrons que ‘ llim |2f (2)] = 0. Posons z = |z| . On a donc
z|—+o00

_ I
1+ [2]" o]

1+ |z|" em?

2 ()|

D’apres I'inégalité triangulaire }1 + 2" em@} > ||z|" — 1]. Donc pour |z| > 1 on a

_ 2| |
Si l'on prend la limite quand |z| — 400 on trouve | ‘lim |zf (2)| = 0 car n > 2.(1pt)
z|—+oo
3) Seul le pole zp = e'n est a Pintérieur du con- Y
i B
tour X i. et donc par le théoreme des résidus ‘e e
¢ “r
L g =2miR (f.e'™)
[ otz = 2miRes (f,¢ - i
S n A
- - T 2 ) us
= 2mi X (—e’n) = 7melﬁ.(lpt) 0 L
n ‘ Z—(‘Zn,;l)w
. i(2n,;3)7r
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4) Les équations paramétriques des segments de droites [OA] et [OB] sont, respectivement,
z=ux avec x € [0, R] et z=xen avec € [0, R].

Ainsi I’équation paramétrique de l'arcAB est z = Re® avec 6 € [O, %ﬂ .

Alors l'intégrale / dz = =2l g'écrit comme
1427 "
Xr
’ 1 i 1 ‘ 1 2mi
. s s —ZTl =
d — _iReMdf— | —— e dr = n (1pt
/1_|_:L.n x+/1+Rn€zn0Z € /1+xn627rze X n € (p)
0 0 0

Si l'on prend la limite quand R — 400 et si I'on utilise le fait que

27
n

: 1 090
[T a0 =0, (1p)

on obtient +00 . o
21 —2ZTl .=
1— eT> dr = e~ (1pt
( [ e == ap)
0
ou bien
N i i omi 1
— 273 n — 273 T
/ dx = ‘ 271 = s} s = . by (1pt)
142 n l—en n e m —en NS
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