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Test 1

Exercice :

a) Trouver u (x, y) et v (x, y) tels que f (z) = u (x, y) + iv (x, y) pour f (z) = z2 + cos z.

b) Trouver l’image du segment de droite joignant les points z0 = 1 et z1 = i par la transformation

w = −z2 + z.

c) Résoudre dans le plan complexe l’équation eiz = 1.

Corrigé.

a) On a z = x+ iy, z = x− iy et cos z =
eiz + e−iz

2
alors

f (z) = z2 + cos z

= (x− iy)2 +
ei(x+iy) + e−i(x+iy)

2

= x2 − y2 − 2ixy +
e−y+ix + ey−ix

2

= x2 − y2 − 2ixy +
e−y (cosx+ i sinx) + ey (cosx− i sinx)

2

= x2 − y2 − 2ixy +
(ey + e−y) cosx

2
+
i (e−y − ey) sinx

2

= x2 − y2 + Ch y cosx+ i (−2xy − Sh y sinx) .

Donc u (x, y) = Re (f (z)) = x2 − y2 + Ch y cosx et v (x, y) = Im (f (z)) = −2xy − Sh y sinx.

b) Le segment de droite joignant les points 1 et i peut être paramétré par

z = (1− t) z0 + tz1 = 1− t+ ti, t ∈ [0, 1] .

La courbe transformée par w = −z2 + z de ce segment de droite a pour équation

w = − (1− t+ ti)2 + (1− t+ ti) = t+ i
(
2t2 − t

)
, t ∈ [0, 1] .

En tenant compte de w = u+ iv, l’équation paramétrique de la courbe image est

u = t, v = 2t2 − t, t ∈ [0, 1] .

En éliminant t entre u et v, on trouve

v = 2u2 − u, u ∈ [0, 1] .
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c) Soit z = x+ iy. On a eiz = ei(x+iy) = e−y+ix = e−y cosx+ ie−y sinx.

Si eiz = 1, alors on a les deux équations e−y cosx = 1 et e−y sinx = 0.

Puisque e−y > 0, on aura sinx = 0 ce qui implique que x = kπ, k ∈ Z. Donc la première équation

devient

e−y cos (kπ) = 1 ou bien ey = cos (kπ) = (−1)k .

Ceci est possible seulement si k est un nombre pair. Dans ce cas y = 0. Alors les racines de l’équation

eiz = 1 sont zk = 2kπ, k ∈ Z.
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