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Test 2

Exercice (5 points) : 1) 0.75+0.75+0.5 pts. 2) 0.75+0.75+0.5 pts. 3) 1 pt.
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1) Donner une représentation paramétrique des chemins suivants.

a) C1 : le segment de droite allant de −1 vers −i.

b) C2 : le segment de droite allant de −i vers 1.

c) C3 : le demi cercle supérieur |z| = 1 de 1 à −1.

2) Calculer les intégrales

∫
C1

z + 1

z
dz,

∫
C2

z + 1

z
dz et

∫
C3

z + 1

z
dz.

3) Posons C = C1 ∪ C2 ∪ C3. En utilisant la formule intégrale de Cauchy calculer

∫
C

z + 1

z
dz.

Corrigé.

1) On rappelle que :

• Le segment de droite allant de z0 vers z1 est paramétré par

z (t) = z0 (1− t) + tz1 = z0 + t (z1 − z0) , 0 ≤ t ≤ 1.

• Le cercle demi supérieur |z − z0| = r est paramétré par z (t) = z0 + reit, 0 ≤ t ≤ π.

a) Le segment de droite C1 allant de z0 = −1 vers z1 = −i est paramétré par

z (t) = z0 + t (z1 − z0) = −1 + (1− i) t, 0 ≤ t ≤ 1.

b) Le segment de droite C2 allant de z0 = −i vers z1 = 1 est paramétré par

z (t) = z0 + t (z1 − z0) = −i+ (1 + i) t, 0 ≤ t ≤ 1.

c) Le demi cercle supérieur C3 : |z| = 1 de 1 à −1 est paramétré par z (t) = eit, 0 ≤ t ≤ π.

2) On a

•
∫
C1

z + 1

z
dz =

∫
C1

(
1 +

1

z

)
dz =

1∫
0

(
1 +

1

−1 + (1− i) t

)
(1− i) dt

=
[
(1− i) t+ Log (−1 + (1− i) t)

]1
0

= 1− i+ Log (−i)− Log (−1)

= 1− i+
π

2
i
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•
∫
C2

z + 1

z
dz =

∫
C2

(
1 +

1

z

)
dz =

1∫
0

(
1 +

1

−i+ (1 + i) t

)
(1 + i) dt

=
[
(1 + i) t+ Log (−i+ (1 + i) t)

]1
0

= 1 + i+ Log (1)− Log (−i)

= 1 + i+
π

2
i

•
∫
C2

z + 1

z
dz =

∫
C2

(
1 +

1

z

)
dz =

π∫
0

(
1 +

1

eit

)
ieitdt =

π∫
0

(ieit + i) dt

=
[
eit + it

]π
0

= eiπ − 1 + iπ

= −2 + iπ

On a z0 = 0 est à l’intérieur de la courbe C = C1 ∪ C2 ∪ C3. Donc par application de la formule

intégrale de Cauchy ∫
C

f (z)

z − z0

dz = 2πif (z0)

avec f (z) = z + 1 et z0 = 0, on obtient∫
C

z + 1

z
dz = 2iπ × (0 + 1) = 2iπ.

En notant que

∫
C

z + 1

z
dz =

∫
C1

z + 1

z
dz +

∫
C2

z + 1

z
dz +

∫
C3

z + 1

z
dz, on trouve le même résultat

∫
C

z + 1

z
dz =

(
1− i+

π

2
i
)

+
(

1 + i+
π

2
i
)

+ (−2 + iπ) = 2iπ.
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