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Généralités sur les équations aux

dérivées partielles

1.1 Exercices

Exercice 1.1
Pour chacune des équations aux dérivées partielles ci-dessous, indiquer son ordre, si elle est

linéaire ou non, si elle est linéaire homogene ou non.

a) Uy, + xQUy =Y, b) (ux)2 +uu, =1, C) Ugaws + 2Uggyy + Uyyyy = 0,
d) Uyy + 2uyy + Uy, =sinx, €) Uy, + uy +sin (u) =¥, ) uguy, +uy +uy, +u=0.

Exercice 1.2
Vérifier que les fonctions u (z,y) = 22 — y? et u(x,y) = e*siny sont bien des solutions de

I’équation
Ugg + Uyy = 0.

Exercice 1.3

Déterminer la solution générale de I'équation u,, +u =0, ot u = u (z,y).

Exercice 1.4

Déterminer la solution générale de
Upy — Uyy = 0, ol u=u(z,y)
en utilisant les nouvelles coordonnées : £ =x+yetn =z —y.
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1.1. Exercices

Exercice 1.5

Montrer que I’équation de la chaleur
w =k (Ugy + wyy)
exprimée en coordonnées polaires : 7 = /2% +y?, 0 = Arctg ¥ est

1 1
u =k (uw—i——Queg—i——ur) ou u=ul(x,y,t)=u(rbrt).
r r



1.2. Solution des exercices

1.2 Solution des exercices

Exercice 1.1

Pour chacune des équations aux dérivées partielles ci-dessous, indiquer son ordre, si elle

est linéaire ou non, si elle est linéaire homogene ou non.

a) Uy, + 22u, =y, b) (um)2 +uu, =1, C) Upgzr + 2y + Uyyyy = 0

d) Uy + 2Ugy + Uy =sinT, €) Uy, + uy +sin(u) =¥, f) uguy, +uy +u, +u=0.

Solution de ’exercice 1.1.

a)

b)

Ugy + T2Uy = y.
Cette EDP est linéaire, non homogene et d’ordre 2. Pour montrer que 'EDP est linéaire,
considérons 'opérateur

2
U Lu = Uy + 27Uy,

Celui-ci est linéaire. En effet, prenons a,b € R et u, v deux fonctions. Alors il nous faut
vérifier que

L(au+bv) =al (u) + bL (v).

Par les propriétés des dérivées partielles, nous obtenons

L (au+ ) = (au + bv) _ + 2* (au + bv), = algy + bvg, + az’u, + br’v,

=a (um + xzuy) +b (vm + a:2vy) =al (u) +bL (v).

Ceci complete le preuve que L est un opérateur linéaire. Comme notre équation est de
la forme L (u) = y, nous pouvons conclure que I'EDP est linéaire. A cause aussi de

cette forme, 'EDP est non homogene. Comme la dérivée partielle d’ordre supérieure est

d’ordre 2, alors 'EDP est d’ordre 2.

(ug)® 4wy, = 1.
Cette EDP n’est pas linéaire. Elle est d’ordre 1. Cette EDP est de la forme T (u) = 1 ou
T est I'opérateur

ur— T (u) = (ug)” + uuy,.

Pour vérifier que cette EDP n’est pas linéaire, il suffit de montrer que 7" n’est pas un

opérateur linéaire. Il nous faut donc trouver deux nombres réels a et b, ainsi que deux



1.2. Solution des exercices

fonctions u et v tels que

T (au+ bv) # T (u) + bT (v) .
Prenons a = b= 1,u = 2z + y et v = y2. Nous obtenons
T(u+v)=T 2z +y+%) = (2 +y+1"),) + Qe +y+v?) Cr+y+y?),
=22+ 2z +y+97) (L+2y) =4+ 22 +y + 4oy + 3y + 2/°,
T(u):T(2x+y):((2x+y)m)2+(2x+y)(2x+y)y:4+2:c+y

et
2
T(w)=T(y") = ((¥"),) + @) (¥°), =0+y*(2y) = 2¢°.
Nous voyons bien dans ce cas que T (u +v) # T (u) + 1 (v). Ceci montre que 'EDP n’est

pas linéaire. Comme la dérivée partielle d’ordre supérieure est d’ordre 1, alors 'EDP est

d’ordre 1.

Pour c¢), d) et e), nous allons seulement donner les réponses. 1l suffit de procéder comme ci-

dessus dans chacun de ces cas, nous laissons aux étudiant(e)s le soin de faire ces vérifications.
C) Upzzr + 2Uggyy + Uyyyy = 0. Cette EDP est linéaire, homogene et d’ordre 4.
d) ugy + 2uyy + uy, = sinz. Cette EDP est linéaire, non homogene et d’ordre 2.

€) Uz + uy + sin(u) = e¥. Cette EDP n’est pas linéaire, elle est quasi-linéaire. Elle est

d’ordre 2.

) gty + uy + uy +u = 0. Cette EDP est compléetement non linéaire. Elle est d’ordre 2.

Exercice 1.2

Vérifier que les fonctions u (z,y) = 2% — y? et u (z,y) = e®siny sont bien des solutions

de I'équation
Ugg + Uyy = 0.

Solution de ’exercice 1.2.

e Siu(x,y)=ax*—y? alors
Uy = 20, Ugp = 2, Uy = —2Y, Uy = —2 = Ugy + Uyy =2 —2=0.

Ceci montre que u est bien une solution.



1.2. Solution des exercices

e Siu(z,y)=e"siny, alors
Uy = €78INY, Uy, = €"siny, u, =e"cosy, Uy, = —e"siny

implique que

Ugy + Uyy = €"siny — e siny = 0.

Ceci montre que u est bien une solution.

Exercice 1.3

Déterminer la solution générale de I'équation wu,, +u =0, ot u = u (x,y).

Solution de ’exercice 1.3.

Rappelons que I’équation différentielle ordinaire Y” +Y = 0 pour laquelle Y =Y (y) est une
fonction de la variable y et Y (y) désigne la dérivée seconde par rapport & y a comme solution
générale

Y (y) = acosy + bsiny,

ou a et b sont des nombres réels quelconques. Nous pouvons maintenant adapter ce résultat.
Ainsi 'TEDP

Uyy +u =0 avec u=u(x,y)
a comme solution générale

u(x,y) =a(x)cosy +b(z)siny

ot a(x) et b(x) sont des fonctions quelconques de z.

Exercice 1.4

Déterminer la solution générale de
Upy — Uyy =0, o u=u(x,y)

en utilisant les nouvelles coordonnées : {E =x+yetn=x—y.




1.2. Solution des exercices

Solution de ’exercice 1.4.

Sié=ux+yetn=ux—y, alors en utilisant la regle de chaines nous obtenons

u—%%—l—@@‘—ué—l—u =us+u
T 9E0r | Opor  ese T Unlle = ety
ufc:c:(ux)x:(u£+un)z:(u£+un)§€x+(ué+un)nnfc:U§§+u§n+unf+uﬂn

= Uge + 2Ugy + Uy,

De méme

_oude  outn
Y080y ondy

= U8y + Unlly = Ug — Un,

Uyy = (Uy)y = (ug — un)y = (ue — Un)g &y + (ug — un)n Ty = Uge — ey — (Ung — Unp)

= u& — 21/@7 + u,m.

Conséquemment , — uy, = 0 devient 4ug, = 0. Il nous suffit donc de résoudre 'EDP ug, = 0.

Mais nous avons ug,; = (uy), = 0 donc u,; = f (n) et

U(é“,n)z/f(n)dn+g(£)=h(n)+g(£)-

ou f,g et h sont des fonctions dérivables arbitraires. Donc la solution générale est

u(r,y) =g(@+y)+h(r—y)

avec g et h comme ci-dessus.

Exercice 1.5

Montrer que I’équation de la chaleur
U =k (Ugg + Uyy)
exprimée en coordonnées polaires : r = /2% +y?, 0 = Arctg ¥ est

1 1
ut:k(urr+—2u@9+—ur) oun u=u(x,y,t)=u(rort).
r r

Solution de ’exercice 1.5.
Rappelons que nous avons
x=rcosl, y=rsinf, r=+/22+1y? et = Arctgg.
x
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1.2. Solution des exercices

T

Alorsa% (arctan %) =

272+y2
z Y : Yy .
ry, = —— =cosl, r,= ———— =sinf, 0, =— = ——sinf
Va2 +y? VRN 2+
et
T 1
0, = ———= = —cos¥.
Yooy

En utilisant la regle de chaines, nous avons

1
Uy = UpTy + Ul = cosOu, — — sin Ouy,
r
1. 1 . 1.
Upy = | cOSOU, — —sinbug | = | cosbu, — —sinfug | 71, + | cosbu, — —sinbug | 6,
r T r r r 0

1 1
= (COS Ou,, — — sinBu,g + — sin 9u9) cos 6
r r

1 1 1
+ (— sin fu, + cos Bug, — — cosBug — — sin 9u99> (—— sin 9)
r r r
2 I . 2 . 1.5 2 .
= cos” Qu,, + — sin Ougg — — sin 0 cos Ou,¢ + — sin” Ou, + — sin 0 cos Oug.
r r r r
De méme

. 1
Uy = UpTy + Ugly = sin Ou, + - cos fuyg,

1 1 1

Uyy = (sin Ou, + — cos 9ue> = (sin Ou, + — cos ng) Ty + (sin Ou, + — cos 9ue) 0,
r r r

Y r 0

1 1
= (sin Ou,.,. + — cos Qu,g — — COS 9u9> sin 0
r r

1 1 1
+ (cos Ou, + sin Oug, — — sin fug + — cos 0U99> <— cos 0>
r r r

1 2 1 2
= sin? Ou,., + - cos? Qugg + = sin 6 cos Ou,g + — cos? Ou, — — sin 6 cos Quyg.
r r r r
Donc apres substitution et simplification, nous obtenons que

;. . 1 1
w = k (Ugy + uyy) est équivalent & w, =k | w, + 3 Uos + )
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EDP d’ordre un et méthode des

caractéristiques

2.1 Exercices

Exercice 2.1
Résoudre le probleme a valeur initiale suivant.

ur+cu, +Au=0 avec wu(zx,0)=f(x),

ou A > 0, f (x) est une fonction donnée et u = u (z,t).

Exercice 2.2
Résoudre le probleme a valeur initiale suivant.

up + cuy, = h(z,t) avec wu(z,0)=f(x),
ou ¢ est un nombre réel non nul, h (z,t) est une fonction donnée et u = u (x,t).

Exercice 2.3
Résoudre le probleme a valeur initiale suivant.

u + €“u, =0 avec wu(z,0)=uzx,
ounu=u(xt).

Exercice 2.4

Considérer la solution de d’Alembert de 1’équation des ondes pour le déplacement initial f (z)

8



2.1. Exercices

et la vitesse initiale g () suivants:

a) f(z) =z et g(x) =0, b) f(x) =0 et g(z)=ux,

c) f(z)=sinx et g(xr)=—ccosz, d) f(xr)=sinz et g(x)=ccosz.

Exercice 2.5

Considérer I’'EDP linéaire non-homogene
Uy — gy = h (2,1),
avec les conditions initiales
u(z,0)=f(z) et wu(x,0)=g(),

ou ¢ est un nombre réel positif, h (x,t), f (z), g (z) sont des fonctions données et u = u (z,1).

a) Montrer que ce probleme est équivalent au systeme

vt cvy = h(z,t), v(z,0)=g(@)—cf (z),

up — cuy = v, u(z,0)=f(x).

b) Déterminer la solution du probléeme a valeur initiale
s B .
Uy — CUpy =2+t avec wu(x,0)=2x et wu(r,0)=sinz

en procédant comme nous 'avons fait en décrivant la solution de d’Alembert pour ’équation

des ondes.



2.2. Solution des exercices

2.2 Solution des exercices

Exercice 2.1

Résoudre le probleme a valeur initiale suivant.

ur+cuy, +Au=0 avec wu(z,0)=f(x),

ou A > 0, f(z) est une fonction donnée et u = u (x,t).

Solution de ’exercice 2.1.

Considérons le systeme d’équations différentielles ordinaires

dt
|
ds

dr _
ds

et C.

Nous pouvons résoudre ces équations par séparation de variables :

dt
d—:1:>dt:ds:>/dt:/ds—|—constante =t=s+1
s

et

d
d—x:c:>da::cd3:>/dx:c/ds+constante = =cs+ xg.
s

Si nous considérons la fonction u recherchée comme fonction de s, i.e. u(s) = u(x(s),t(s)),
alors en utilisant la regle de chaines et le fait que w est une solution de 'EDP u; + cu, + Au = 0,

nous obtenons

du_audx 8udt_ ou Ou

—_— =+ — — =Cc— 4+ — = —)u.
ds Oxrds Otds or Ot
Nous pouvons résoudre cette derniere équation différentielle ordinaire par séparation de vari-

ables :

d d d
e = = [ E=o /ds+constante = Inju] = —As +c.
ds u u

Si nous fixons u (0) = ug, alors nous aurons u (s) = upe™**. Ainsi les courbes caractéristiques

sont

s> (2 (s),t(s),u(s)) = (s + mo, s + to, upe **) .

Si nous considérons les conditions initiales

Lo =T, t(]:O et U[):f<7'),

10



2.2. Solution des exercices

alors nous obtenons les courbes caractéristiques
s (x(s,7),t(s,7),u(s, 1)) = (cs—{—T,s,f(T)e_’\S) .

Il est possible de déterminer la fonction inverse de (s,7) — (x (s,7),t(s,7) Opt —0.1em). En

effet

cs+T1==x s=1t
=
s=t T=x—cSs=x—ct

Donc si nous exprimons u en fonction de x et t plutot que s et 7, nous obtenons
u(x,t) = f(x—ct)e ™.

Cette fonction est la solution du probleme. Nous pouvons vérifier ceci facilement. En effet nous

avons

w = —cf (x—ct)e M = Af (x —ct)e™ et wuy,=f (x—ct)e M
Conséquemment
A cuy + M= —cf (z—ct)e ™ =N (z—ct)e M dcef (x—ct)e M+ N (x —ct)e M =0

et
u(x,0)=f(x—c-0)e "= f(a).

Exercice 2.2

Résoudre le probleme a valeur initiale suivant.

ut + cu, = h(z,t) avec w(x,0)=f(z),

ol ¢ est un nombre réel non nul, h (x,t) est une fonction donnée et u = u (z,1).

Solution de ’exercice 2.2.

Considérons le systeme d’équations différentielles ordinaires

dt 1 et dx
— = et — =c

ds ds

Nous pouvons résoudre ces équations par séparation de variables :

dt
d——1:>dt—ds:>/dt—/ds+constante =t=s+1
s

11



2.2. Solution des exercices

et

d
d—x:c:>da::cd3:>/dx:c/ds+constante =T =cs+ xg.
s

Si nous considérons la fonction u recherchée comme fonction de s, i.e. u(s) = u(x(s),t(s)),

alors en utilisant la regle de chaines et le fait que u est une solution de 'EDP w; + cu, = h (z,1),

nous obtenons

du_@u% ou dt ou Ou

ds  ovds otds Cox ot

La solution de cette derniere équation différentielle avec v (0) = vy est

=h(z,t) =h(cs+ xo,s+ o).

u(s) :uo—l—/ h(cw+ o, w + to) dw.
0

La condition initiale u (x,0) = f (z) peut étre paramétrée par xo = 7,ty = 0 et ug = u (xp,0) =

u(7,0) = f (7). Alors nous obtenons pour chaque 7, la courbe caractéristique

s (x(s,7),t(s,7),u(s, 1)) = <cs—|—r,s,f(7’) —I—/ h(cw+7',w)dw> :
0
Il est possible de déterminer la fonction inverse de (s,7) — (x (s,7),t(s,7) Opt —0.1em). En

effet

cs+1=2x s=1
=
s=1t T=x—cs=x—ct

Donc si nous exprimons u en fonction de x et t plutot que s et 7, nous obtenons
¢
u(z,t) = f(z — ct) —I—/ h(cw+x — ct,w) dw.
0

Cette fonction est la solution du probleme. Nous pouvons vérifier ceci facilement. En effet nous

avons
¢
h
ug = —cf' (x —ct) + h(z,t) —c/ a—(cw—l—x—ct,w)dw
0 a.T
et
, * Oh
u, =f(r—ct)+ | —(cw+z—ct,w)dw.
0 ox
Conséquemment

up + cuy, = h(z,t) et wu(z,0)=f(x).

Exercice 2.3

Résoudre le probleme a valeur initiale suivant.

X
up +eu, =0 avec wu(z,0) ==z,

ou u = u(z,t).

12



2.2. Solution des exercices

Solution de ’exercice 2.3.

Considérons le systeme d’équations différentielles ordinaires

dt dx
EZl ot E:e”ﬁ avec t(0) =ty et z(0) = wo.

Nous pouvons résoudre ces équations par séparation de variables :

dt
d—:1:>dt:ds:>/dt:/ds+constante =t=s5+1
s
et
d d
d—xzew:>—x:dsé/e_wdx:/ds+constante = e T=5—¢ "
S er

= x = — Log (e’mo - s) = Log (;> )

e~ — s

Si nous considérons la fonction u recherchée comme fonction de s, i.e. u(s) = u(x(s),t(s)),
alors en utilisant la regle de chaines et le fait que u est une solution de 'EDP u u; + ¢*u, = 0,

nous obtenons

@-@@4_%@— x%—f‘%
ds Oz ds 8td5_e or Ot

Cette équation différentielle ordinaire peut facilement étre résolue. Nous obtenons u (s) = uo.

= 0.

La condition initiale u (x,0) = x peut étre paramétrée par xo = 7,tg = 0 et ug = u(xp,0) =

u (7,0) = 7. Alors nous obtenons pour chaque 7, la courbe caractéristique

s> (2 (5,7) £ (5,7) 1w (s,7)) = (Log( ! >,s,r).

e T—s8

La fonction (s,7) — (2 (s,7),t(s,7)) a une fonction inverse. En effet, s =t et

1 1 1
szog( ):>szog< >:>ew: e =e"—t
eT—s e”T —1
=e¢ =e¢"+t=Loge " =Log (e‘”” + t)
nous permet de conclure finalement que

1 X

En substituant I’expression pour 7 dans u (s, 7) = 7 par leurs valeurs en fonction de x et ¢ nous

obtenons la solution du probleme

u(x,t) =x — Log (1 +te®).

13



2.2. Solution des exercices

Nous pouvons vérifier que cette fonction est bien une solution du probleme. En effet, nous

avons
ou —e* ‘ ou te* 1
ot 1+ te ox 14+ ter 14 ter
Donc
ou ou —e* 1
6t+60$ 1+tef’f+6 1+ te avec u (z,0) = og (1) ==

Exercice 2.4

Considérer la solution de d’Alembert de I’équation des ondes pour le déplacement initial

f (z) et la vitesse initiale g (x) suivants:

a) f(z) =z et g(x) =0, b) f(z) =0 et g(x) =z,

c) f(z)=sinz et g(x)=—ccosz, d) f(zx)=sinz et g(x)=c cosz.

Solution de ’exercice 2.4.

On rappelle que la solution de 1’équation des ondes
Uy — gy = 0 avec u(z,0) = f(z) et uy(7,0) =g(x),

obtenue par d’Alembert est

x+ct

u(x,t):%(f(:c+ct)+f(x—ct) )+%/ g (A)dA.

r—ct

a) f(r)=xz et g(x)=0.
Si f(x) =z et g(x)=0, alors la solution de d’Alembert est

u(z,t)==((v+ct)+ (x—ct) )+—/m+d0d)\:x.

c —ct

DO | —

b) f(z)=0 et g(z) ==
Si f(z)=0 et g(x) ==, alors la solution de d’Alembert est

x+ct

M= |2 T ((x+ct)’ — (v —ct)’) =t
= e —4 T C T C = 1.

C

u(x,t):%(o—i-(])—l—%/

—ct T—ct

14



2.2. Solution des exercices

(sin(x +ct) +sin(z —ct) ) —

(sin(z + ct) —sin(x — ct) ) = sin (z — ct).

c) f(x)=sinz et g(x)=—ccosz.
Si f(z) =sinz et g(x) = —c cosz, alors la solution de d’Alembert est
1 1 x+ct
u(x,t) = 5 (sin(x +ct) +sin(z —ct) )+ 2—/ (—c cos (N)) dA
CJa—ct
1 1 z+ct
=—(sin(z+ect)+sin(x—ct))— |=sinA
2 2 r—ct
1
2

DO | —

d) f(z) =sinz et g(x)=ccosuz.

Si f(z) =sinz et g(x)=c cosz, alors la solution de d’Alembert est

1 z+ct
u(x,t) = 5 (sin(x +ct) +sin(z —ct) ) + 2—/ (c cos (N)) dA
CJo—ct
1 1 x+ct
=3 (sin(z + ct) +sin(x —ct) ) + {ﬁsin)\}
x—ct
!
2

(sin (z + ct) + sin (x — ct) )—i—%(sin(x—i—ct)—sin(a;—ct)):sin(a:+ct).

Exercice 2.5

Considérer I’EDP linéaire non-homogene
Uy = h (2,1
Uy — C Uy = h(2,1),
avec les conditions initiales

u(z,0)=f(z) et wu(z,0)=g(x),

ou ¢ est un nombre réel positif, h(x,t), f (x), g (z) sont des fonctions données et u =
u(x,t).
a) Montrer que ce probléme est équivalent au systeme

v+ cv, = h(x,t), v(z,0)=g(z)—cf (z),

up —cuy =v, u(z,0)=f(x). —0.4em

b) Déterminer la solution du probléme a valeur initiale
Uy — gy =2+t avec u(x,0)=2 et u(x,0)=sinz
en procédant comme nous 'avons fait en décrivant la solution de d’Alembert pour

I’équation des ondes.

15



2.2. Solution des exercices

Solution de ’exercice 2.5.

a) Nous pouvons écrire 'EDP sous la forme

0L 0NNy
ot oz ) \ot~ “ox) " T
En effet, nous obtenons

9 L ON(O_ 0N, (0 O\ (%u_0u\_Ou_ Ou Ou 0
ot Tz )\t ar )" T \ot T %) \or T ax) T a2 “otoxr T Coxor © 922
Pu 0%
= "o =Y

en supposant que les dérivées partielles d’ordre 2 de u sont continues et conséquemment

que
0%u _ 0*u
otdxr  Oxzot’

2 + ﬁ @ _ % — h( t)
ot " or) \ot T Cor) T
—_—

nous obtenons bien le systeme

Si nous considérons

Up — CUy =, 2.1)
v+ cv, = h(x,t).

Les conditions initiales u (z,0) = f (z) et w (x,0) = g (x) signifient en utilisant la premiere
équation du systeme (2.1) que
v (z,0) = u (2,0) — cuy (2,0) = g (z) — cf (x).
Nous avons donc comme probléeme a résoudre
vy + cv, = h(x,t) avec comme condition initiale v (z,0) = g (z) —cf’ (x),

up — cu, = v avec comme condition initiale wu (z,0) = f (z).

b) Ici h(z,t) =x +1t, f(x) =z et g(z) =sinx.

Pour déterminer la solution u, il nous faut premierement déterminer v tel que
v +cev,=x+t, v(zr,0)=sinz—c.
En utilisant le résultat de ’exercice 2.2, nous obtenons
v (z,t) :v(x—ct,())+/th(cw+x—ct,w)dw
0

w=t

¢

:sin(x—ct)—c—i—/ (w42 —ct+w)dw =sin (z — ct) — c+ [Fw® + (2 — ct) w]
0

=sin (z — ct) — ¢+ 5447 + at.
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2.2. Solution des exercices

Nous pouvons maintenant considérer le probleme
up — cuy = sin (z — ct) — c+ 5% + xt - avec comme condition initiale u (z,0) = .
Encore en utilisant le résultat de 'exercice 2.2, nous obtenons
t
u(x,t) = f(z+ct) —|—/ h(—cw+ 2z + ct,w) dw
0

t
:x+ct—|—/ (sin (—2cw + z + ct) — ¢+ 20% + (2 + ct) w) dw
0

1-3c 4 1 ) 1 wt
T +§(:E+ct)w —cw+2—cos(—20w—l—x+ct)
c

:x+ct+{
w=0

=z + :t° + $xt® + L cos (z — ct) — - cos (z + ct)
=z + :t° + sxt’ + Lsinwsin (ct) .

C

Nous pouvons vérifier que cette fonction est bien une solution du probleme. En effet, nous

avons
Ou _ 142 + xt + sinz cos (ct) Ou _ t + — csinzsin (cf)
ot 2 b0 ’
du 0?u
— =141+ Lcoswsin(ct) et —— = —Lsinxsin(ct).
83: 2 c ( ) 8372 c ( )
Donc
Ou_ 20 t+ sinasin (ct) + csinx sin (ct) = ¢ +
— — = =t+x —csinzsin(ct) + csinzsin (ct) =t +
ot? O0x? ’
avec
1
u(z,0)=x et wu(z,0)= §t2 + ot +sinz cos (ct)| = sinz.

t=0

17
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Equations aux dérivées partielles

linéaires du second ordre

3.1 Exercices

Exercice 3.1
Déterminer pour quels points (z,y) du plan, chacune des EDP linéaires d’ordre 2 suivantes est

a) hyperbolique, b) parabolique et c) elliptique.
1) TUzy — TYUzy + YUy, — 3u, = 0, ii) 2ugy + 2y + yuy, — (€ + 3) uy, = u,
1) €™ Uy + TYUzy — Uyy + DYuz = €*,  1V) 22Uy + 2 (2 — Y) Ugy + Uy = 0,
V) Upy — DUy — ( + ) uyy + 4u, — zu, = sinz.

Exercice 3.2

Pour chacune des EDP linéaires d’ordre 2 suivantes

a) déterminer les points du plan zy ou ces équations sont hyperboliques,

b) déterminer les coordonnées caractéristiques de ces équations sur le domaine ou celles-ci sont

hyperboliques,

c) effectuer le changement de coordonnées pour celles trouvées en b) de fagon a obtenir
I’équation canonique correspondante.

1) 207Uy — TYUgy — T2Uyy + dyu, — 3u =0, i) 22Upy — TYUL, — 6y> Uy, + u, = 0.

18



3.1. Exercices

Exercice 3.3

Pour 'EDP linéaire d’ordre 2 suivante.
2 2 _
T Uy — 2TYUgy + Y Uyy — Uy = 0,
a) déterminer les points du plan xy ou cette équation est parabolique,

b) déterminer les coordonnées caractéristiques de cette équation sur le domaine ou celle-ci est

parabolique,

c) effectuer le changement de coordonnées pour les coordonnées trouvées en b) de fagon a

obtenir I’équation canonique correspondante.

Exercice 3.4
Pour chacune des EDP linéaires d’ordre 2 ci-dessous, déterminer le type de l’équation, les
équations caractéristiques, les coordonnées caractéristiques et ensuite réduire I’équation sous

sa forme canonique

a) Upy — 2Ugy + 2uyy +uy, —3u =0, b) uy, + duy, + 2uy, + u, = 0.
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3.2. Solution des exercices

3.2 Solution des exercices

Exercice 3.1

Déterminer pour quels points (z,y) du plan, chacune des EDP linéaires d’ordre 2 suiv-

antes est a) hyperbolique, b) parabolique et c¢) elliptique.
1) TUzp — TYUzy + Y2 Uy — 3u, = 0, ii) zuz, + 2yug, + yuy, — (€ + 3) vy, = u,
i) €Uy + TYUzy — Uyy + DYuy = €%, 1V) 22Uy + 2 (2 — y) Ugy + uyy = 0,

V) Uyy — DUy — (T + Y) Uy + 4u, — zu, = sinz.

Solution de ’exercice 3.1.

i) Pour l'équation @y, — 2yt + y?uy, —3u, = 0on a A =z, B = —zy et C' = y?, alors
B? — 4AC = (—xy)® — day® = zy? (x — 4) .

Pour déterminer le signe de B? —4AC, il nous faut premiérement déterminer les points (x,y) €
R? tels que B* — 4AC = xy? (x —4) = 0. Nous obtenons ainsi que soit z = 0, soit y = 0 ou
soit x = 4.

Pour chacune des régions de

R2\<{(x,y)€R2 / sz}U{(l’,g)ERQ / y:O}U{(x,y)ER2 / x:4}>,

nous pouvons déterminer les signes de B>—4AC. Nous avons indiqué ces signes ci-dessous.

Y

<
I
o
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3.2. Solution des exercices

L’équation est hyperbolique sur la région hachurée en rouge ci-dessous
L’équation est elliptique sur la région hachurée en bleu ci-dessous.
L’équation est parabolique sur les deux droites verticales : x = 0 et x = 4, ainsi que sur la

droite horizontale y = 0.

\
/

~—

ii) Pour I'équation xu,, +2yus, +yuy, — (v +3)uy, =u,ona A =z, B =z et C =y, alors

B? — 4AC = (xy)® — day = zy (zy — 4) .

Pour déterminer le signe de B? —4AC, il nous faut premiérement déterminer les points (x,y) €
R? tels que
B* —4AC = xy (vy — 4) = 0.

Nous obtenons ainsi que soit & = 0, soit y = 0 ou soit zy = 4. Les points (z,y) € R? tels que
xy = 4 est une hyperbole dont les asymptotes sont les axes des x et des y.

Pour chacune des régions de

Rz\({<x’y)€R2 [ x=0tU{(z,y) eR* /| y=0}U{(z,y) eR* / xy=4}>,

nous pouvons déterminer les signes de B2—4AC'". Nous avons indiqué ces signes ci-dessous.

[\)

1



3.2. Solution des exercices
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L’équation est hyperbolique sur la région hachurée en rouge ci-dessous
L’équation est elliptique sur la région hachurée en bleu ci-dessous.
L’équation est parabolique sur la droite verticale x = 0, la droite horizontale y = 0, ainsi que

sur 'hyperbole zy = 4.
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3.2. Solution des exercices

iii) Pour I'équation e®u,, + 2y, —uy, +5yu, = e*, ona A = e*, B = zy et C' = —1, alors

B? — 4AC = (zy)® — 4e® (—1) = 4€” + 2%y > 0 pour tout (z,y) € R
car 22y? > 0 et €® > 0 pour tout z € R% Donc 1'équation est hyperbolique sur tout le plan
R2.

iv) Pour I'équation 2%, + 2 (2 —y) gy + uyy = 0, on a A = 2>, B = 2(x —y) et C = 1,
alors

B? —4AC = (2(x —y))® — 4a? = —8zy + 4y® = 4y (y — 2z) .

Pour déterminer le signe de B? —4AC, il nous faut premiérement déterminer les points (z,y) €
R? tels que
B? — 4AC = 4y (y — 2z) = 0.

Nous obtenons ainsi que soit y = 0, ou soit y = 2z. Pour chacune des régions de
R2\ ({(z.y) €R® / y=0}U{(z,y) €R® | y=2a}),

nous pouvons déterminer les signes de B2—4AC". Nous avons indiqué ces signes ci-dessous.

Y

\y:2x
_|_
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3.2. Solution des exercices

L’équation est hyperbolique sur la région hachurée en rouge ci-dessous
L’équation est elliptique sur la région hachurée en bleu ci-dessous.

L’équation est parabolique sur la droite horizontale y = 0, ainsi que sur la droite y = 2x.

Y . Yy =2

IS

~

v) Pour I'équation u,, — dugy — (x +y)uyy + 4u, — 2u, = sinz, ona A = 1,B = —5 et

C =—(z+vy), alors
B? —4AC = (=5)° —4(= (z+y) =25 +4(z +y).

Pour déterminer le signe de B? —4AC, il nous faut premiérement déterminer les points (x,y) €
R? tels que
B? —4AC =25 +4(z+y) =0.

Nous obtenons ainsi la droite y = —x — %. Pour chacune des régions de

R2\({(:€,y} cR? / yz—x—%}),

nous pouvons déterminer les signes de B>—4AC. Nous avons indiqué ces signes ci-dessous.



3.2. Solution des exercices

L’équation est hyperbolique sur la région hachurée en rouge ci-dessous

L’équation est elliptique sur la région hachurée en bleu ci-dessous.

L’équation est parabolique sur la droite y = —x — %.




3.2. Solution des exercices

Exercice 3.2

Pour chacune des EDP linéaires d’ordre 2 suivantes

a) déterminer les points du plan zy ou ces équations sont hyperboliques,

b) déterminer les coordonnées caractéristiques de ces équations sur le domaine ou celles-
ci sont hyperboliques,

c) effectuer le changement de coordonnées pour celles trouvées en b) de fagon a obtenir
I’équation canonique correspondante.

i) 20 Uye — TYUgy — x2uyy +dyu, —3u =0, ii) 2%uy, — LY Ugy — 6y2uyy +u, = 0.

Solution de I’exercice 3.2.

i)

a) Pour I'équation 2y2u,, — Ty, — *u,, + 4yu, — 3u = 0 nous avons
B? —4AC = (—ay)* — 4 (2y2) (—xQ) = 9x?y2.

Donc B? — 4AC = 0 si et seulement si « = 0 ou y = 0. De plus comme 92%y?> > 0, alors
B? — 4AC > 0 si et seulement si x # 0 et y # 0. Donc I’équation est hyperbolique aux points
(x,y) o x # 0 et y # 0. En d’autres mots, I’équation est hyperbolique pour tous les points

qui ne sont pas sur les axes des = et des y.

b) Les équations caractéristiques sont

dy B+ vB*—4AC  (—wy) ++/92%y%* «x

dx 24 2 (2y?) 2y

et

dy B—vB>—4AC  (—ay) —92%* «

do 2A 2 (2y2) oy

Nous pouvons résoudre ces deux équations différentielles ordinaires en utilisant la méthode de

séparation de variables.

d
—y:ﬁ:>2ydy:xd:v=>/2ydy:/fvdfv=>y2:%x2+c
de 2y

et

dy x

Z Y

c¢) Nous pouvons donc considérer les coordonnées caractéristiques
.2 1.2 1,2, 1.2
§=y —3r° et n=3y + 37"
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3.2. Solution des exercices

Nous pouvons maintenant effectuer le changement de variables. Par les formules de dérivation

composée, NOUS avons
Uy = Uela + Uplle = —TUg + Ty, Uy = Uy + Uylly = 2yUe + Yuy,
Uge = —Ug — & (Ugela + Ugyna) + Uy + 2 (UgnSa + Uny)z)
= 2uge — 20 ugy + My — ug + uy

Uay = = (Ugey + tnely) + tn + Y (Uen€y + UnyTly) = —20Yuce + TYUey + TYUny

Uyy = 2ug + 2y (Ueely + Uneny) + Uy + Y (Uen&y + Unmmy)

= 4y2u5§ + 4y2u§77 + y2u7777 + 2ug + uy.
En substituant ceci dans 1’équation, nous obtenons

—9$2y2u§n + (—2y2 . 4xy) ug + (2y2 — 2%+ 4$y) u, — 3u =0,

ou encore )
2(x+vy) (2y? — 2% + day) 1
Ugn + WU5 — 9l‘2y2 Uy + 3x2y2u = 0.
Noter que 22 = 2(—£+2n) et y? = 2(£+n). Nous allons maintenant décrire 'équation

canonique pour le premier quadrant du plan, a savoir les points (z,y) tels que z > 0 et y > 0.

Donc

T = %(—£+2n) et y= §(£+n)-

Pour les autres quadrants, il suffit d’ajuster les signes devant les radicaux. Finalement

(V2 =€+ vErn) 34/ -9t 3
32 —€) (E+n) ° 62— E+n) " 42n—9 (E+n)

Si nous avions utilisé les coordonnées v = £ + 1 = 3y et § = £ —n = Ly* — 27, alors nous

u=20

Ugy +

obtiendrions la deuxieme forme de ’équation canonique. Dans ce cas, nous aurions

\/7a—3ﬁ+8\/ﬁu 3

1
aoc T U —u = 0.
" uss + o i 6ava—33 * 2a (a0 — 3ﬁ)u

ii)

2

a) Pour I'équation z°u,, — ryuy, — 6y2uyy + u, = 0 nous avons

B? —4AC = (—axy)* — 4 (m2) (—6y2) = 25222
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3.2. Solution des exercices

Donc B? — 4AC = 0 si et seulement si x = 0 ou y = 0. De plus comme 252%y* > 0, alors
B? —4AC > 0 si et seulement si z # 0 et y # 0. Donc I’équation est hyperbolique aux points
(z,y) ou x # 0 et y # 0. En d’autres mots, I’équation est hyperbolique pour tous les points

qui ne sont pas sur les axes des x et des .

b) Les équations caractéristiques sont

dy B+VB*—4AC _ (—wy)+/252%° 2

dr 2A 222 T

et
dy B-—vB>—4AC _ (-wy) —/252%y* 3y
dr 2A N 22 oz

Nous pouvons résoudre ces deux équations différentielles ordinaires en utilisant la méthode de

séparation de variables.

d 2 2d d 2d
_y:_y:_y w /y /—x:>1ny—ln(2)+clz>£:c
dx T 2

et

dx x Y

d d —3d d —3d

c¢) Nous pouvons donc considérer les coordonnées caractéristiques
Y 3
&= s et n=uyx".

Nous pouvons maintenant effectuer le changement de variables. Par les formules de dérivation

composée, nous avons

2y 1
Up = Uy + Uty = = Zue + Syrtu,,  uy, = uey, + uyn, = e+ ztu,,
_ Gy 23/
Ugy = u£ Y (uffgx + ufnnx) + 6$yun + 3yx (U§77§x + unnna:)
4y 12y2

Gy
4,2
= Fu& — Tugn + 92"y uy, + EW + 6zyu,,

2 2y
Uzy = T3 Ug — (

—2y 2
= x—u§§ + Yugy + 3y Uy, — T3l + 3%y,

Ugey + UneTly) + 3a? Uy + 327 Y (uﬁnfy + urmny)

1
tyy = —5 (ugely + tnetly) + 2° (ugnGy + tyny)

= Eu& + 2zue, + :E6um].
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3.2. Solution des exercices

En substituant ceci dans 1’équation, nous obtenons

8 2
—252y%ug, + (m_:g — x—‘g) ue + (3yz® + 3yz*) u, = 0,

ou encore
2(4x —1) 3z (z+1)
Ugn — 1 Ug —
2bxty 25y

u, = 0.

5

Noter que z° = g et y° = £3n%. Nous pouvons substituer dans 1’équation ci-dessus. L’équation

canonique correspondante est
9 (4771/5 _ 51/5) 3 ( /5 4 51/5)
Uen — 25n6/5 U — 25t/

uy, = 0.

Il existe aussi une deuxieme forme de I’équation canonique en considérant les coordonnées
_ Yy 3 _ e Yy 3 . , . .
a=§+n=5+yr’ et f=§—n= % —yr’ Nous laissons aux étudiants le soin de calculer

cette derniere.

Exercice 3.3

Pour 'EDP linéaire d’ordre 2 suivante.

2 2
T Uy — 2TYUgy + Y Uyy — Uy = 0,

a) déterminer les points du plan xy ou cette équation est parabolique,

b) déterminer les coordonnées caractéristiques de cette équation sur le domaine ou celle-
ci est parabolique,

c) effectuer le changement de coordonnées pour les coordonnées trouvées en b) de fagon

a obtenir I’équation canonique correspondante.

Solution de I’exercice 3.3.
a) Pour 'équation Uy — 2XYUgy + 1> Uyy — Uy = 0 nous avons
—4AC = (—2xy)® — 42%y® = 0 pour tout (z,y) € R
Cette équation est parabolique sur tout le plan R2.
b) Dans le cas parabolique, il n'y a qu'une seule équation caractéristique

dy B+x+vB?-4AC B 21y —y

dr 24 T 24 22 &

Nous pouvons résoudre cette équation par séparation de variables

@__Q @ —dz /dy /—:>1n y)=-—In(z)+ec=ay=c
dx x



3.2. Solution des exercices

Une des coordonnées caractéristiques est £ = xy. Comme autre coordonnée caractéristique, il

suffit de choisir une fonction 7 (x,y) telle que

J = = & = &My — My # 0.

Nz Ty
Il y a beaucoup de choix, par exemple 1 = z satisfait cette propriété si nous nous restreignons
au domaine obtenu en prenant le complément de l'axe des y dans le plan. Nous allons par la

suite utiliser n = x sur ce domaine.

c) Nous pouvons donc considérer les coordonnées caractéristiques
=y et n=u.
Nous obtenons donc par les formules de dérivation composée
Uy = Uely + Ut = YUg + Uy, Uy = Uy + Uyt = Tug,

Ugy = Y (Ugebe + Uene) + (UgnSe + Upyhe) = QQU& + 2y, + Uy,
Ugy = Ug + Y (Uugeby + Unety) + (uenSy + UgTly) = TYuee + Tugy + Ue,
Uyy = T (Ugeby + Unetly) = T uge.

En substituant dans ’EDP, nous obtenons
Uy, — 22y + y) ug — u,y = 0,

ou encore
y(2r +1) 1
U — 5 U~

Noter que z =n et y = § L’équation canonique est alors
U]
§@2n+1) 1

Upy — —————Ug — — Uy = 0.
mm PE n

Exercice 3.4

Pour chacune des EDP linéaires d’ordre 2 ci-dessous, déterminer le type de ’équation, les
équations caractéristiques, les coordonnées caractéristiques et ensuite réduire 1’équation
sous sa forme canonique

a) Ugy — 2Ugy + 2Uyy + Uy —3u =0, b) uyy + duyy + 2uy, + u, = 0.
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3.2. Solution des exercices

Solution de ’exercice 3.4.

a)

i) Pour I'équation u,, — 2uy, + 2y, + u, — 3u = 0 nous avons
B? — 4AC = (—2)* —4(1) (2) = —4 pour tout (z,y) € R%

Cette équation est elliptique sur tout le plan R2.

ii) Les équations caractéristiques sont

dy B++vB2—-4AC —24++v—4 )
— = = =—1+7
dzx 2A 2

et
d_y_B—\/B2—4AC_ —2—\/—4__1_2,

dr 24 2

Nous résolvons ces deux équations différentielles ordinaires nous obtenons

Z—y:—1—|—i$dy:(—1+i)dx:/dy:/(—l%—i)dxéy—(—1+i)x:c
T

et

Z—y:—l—i:>dy:(—1—i)dx#/dy:/(—l—i)dxﬁy—(—1—2’)30:0.
x

iii) Nous pouvons donc considérer les coordonnées caractéristiques
e=y+1—-0)x e ¢Yp=y+(1+i)x.

Ces deux fonctions ¢ et 1 ne sont pas des fonctions réelles. Dans le cas elliptique, nous pouvons
pallier & ceci en prenant les parties réelle et imaginaire de ¢ (ou encore de v). En d’autres

mots, nous considérons les coordonnées

=Rep=2+y et nzgp;iwzlmgpz—m.

_ oty
2

3

En utilisant les formules de dérivation composée, nous obtenons
Uy = Ugly + UnTly = Ug — Uy, Uy = Ugy + UnT)y = Ue,

Uz = (Ugela + UgyM) — (Ugna + W) = Uge — 2ugy + Uy,
Ugy = (Ugely + Unetly) — (UenSy + UnnTly) = Uee — Uy,
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3.2. Solution des exercices

Uy = (Ugey + Uneny) = Uge.

En substituant dans I’équation, nous obtenons ’équation canonique
Uge + Upy + Ug — Uy — 3u = 0.
b)
i) Pour I'équation u,, + 4ug, + 2uy, + u, = 0 nous avons
B? — 4AC = (4)> —4(1) (2) = 8 pour tout (z,y) € R2.

Cette équation est hyperbolique sur tout le plan R2.

ii) Les équations caractéristiques sont

2 _
;Z_y:B—i—\/gA 4AO:4+2\/§:2+\/§
i

et
dy B-—+VB2—4AC 4—/8
= = = =22
dx 2A 2

Nous résolvons ces deux équations différentielles ordinaires nous obtenons

%:2+\/§=>dy:<2+\/§>dx:>/dy:/<2+\/§>dx:>y—(2—1—\/5)3::0

et

%:2—\/52>dy:<2—\/§)dx:>/dyz/(Q—x/i)dx:y—@—\/ﬁ)x:c.

iii) Nous pouvons donc considérer les coordonnées caractéristiques
E=y— <2+\/§)x et n=y— <2—\/§>x.
En utilisant les formules de dérivation composée, nous obtenons

Uy = Uy + Uy = — (2—1— \/5) Ug — (2 — \/§> Uy, Uy = Uy + UpT)y = Ug + Uy,

Ugy = — <2 + \/§> (Uggfx + ufnnx) - (2 - \/§> (uén&v + Umﬂ?x)

2

2
= (2 + \/5) Ugg =+ 4U577 + (2 — \/§> unn,
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3.2. Solution des exercices

Ugy = (Ugele + Unee) + (Uen&a + Unya)

== <2 + \/§> Uge — Augy — (2 - \/§> Unns
Uyy = (ugely + unemy) + (UgnSy + Unyny) = Uge + 2ugy + Uy

En substituant dans I’équation, nous obtenons 1’équation canonique

2+/2 +2—\/§

Ugy + g U 3 u, = 0.

Si nous avions utilisé les coordonnées o = £ +1n = 2y — 4z et f = £ —n = —24/2z, alors nous

obtiendrions la deuxieme forme de I’équation canonique

1 2
Uga — Ugg + §ua + %W = 0.
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