1 Transformation de Fourier

1.1 Introduction

La transformée de Fourier, est un outil fondamental pour la compréhension et la mise en oeuvre
de nombreuses techniques numériques de traitement des signaux et des images. On la trouve
dans des applications directes comme 1 analyse harmonique des vibrations mais aussi dans des
domaines tres variés.

Joseph Fourier est né en 1768 a Auxerre. A D'origine, son étude la plus célebre concerne la
Théorie Analytique de la Chaleur (1822). Le principe est que chaque fonction périodique peut
étre exprimée comme une somme de sinus et cosinus de fréquences différentes, chacune avec un
coefficient. Ce sont les séries de Fourier. Peut importe la complexité de la fonction, tant
qu’elle est périodique, elle peut étre représentée par une somme.

Cette découverte était révolutionnaire a 1’époque. Les fonctions non périodiques peuvent
également étre exprimées sous la forme d’une intégrale de sinus et/ou cosinus pondérée par une
fonction. C’est la transformée de Fourier.

L’une des caractéristiques principales est qu’il est possible, lorsqu’on est dans le domaine
des fréquences, de repasser dans le domaine temporel par la transformée de Fourier inverse
sans aucune perte d’informations. Certains problemes sont plus facilement solvables dans le
domaine fréquentiel !

Lobjectif de ce cours est de donner au lecteur les connaissances aussi bien théoriques que
pratiques lui permettant de mettre en application les outils danalyse fréquentielle et de proposer
un apercu de la maniere dont ils sont utilisés dans différents domaines.



1.2 Definition

Definition 1 Soit f (x) une fonction absolument intégrable sur R a valeurs réelles ou com-
plexes de la variable réelle x. On appelle la transformée de Fourier de f (x) la fonction compleze

de la variable réelle w définie par
T
F) = F (@) = o= [ F e s 0

1.3 Inversion de la transformation de Fourier

On peut obtenir f (x) a partir de F' (w) par la transformation dite de Fourier inverse :
1T
r)=F ' (F(w :—/Fweiwdw 2
f () (F'(w)) N (w) (2)

ot F~! désigne la transformée de Fourier inverse.

Exemple 2 Trouver la ransformée de Fourier de e=*" ot a € R%. ona:
+oo
F ( ) 1 / —iwz—and
w)=—— [ e x

V2

“+o00
1 / n iw\? w2 d
=—— [ ep|—-alz+—| ——|dx
21 p 2a 4a

+o00o
1 ( oﬂ) / ( 2) p 1 ( w2)
=——exp|—— exp (—ay?) de = exp | ——
V2 P 4a P Y V2a P 4a

Voir le graphe de f () et sa transformée de Fourier dans la figure 1 pour a = 1.

Exemple 3 Trouver la ransformée de Fourier de e=% o0 a € Rz

+oo
—alx 1 —a|x|—iwzx
F (e ||):—_27T/6 el gy,
] [ +o00 0
- —(a-i-iw)zd / (a—iw)z
e T+ [e dx
V2T /
0 —00

1 L S \/5 a
CVor latiw  a—iw] Vo7 (a? 4 w?)
Voir le graphe de f (z) et sa transformée de Fourier dans la figure 2 pour a = 1.
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Figure 1: Graphe de e~ et sa transfomée de Fourier F' (w) pour a = 1.
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Figure 2: Graphe de e=??| et sa transfomée de Fourier F (w) pour a = 1.



Exemple 4 Trouver la ransformée de Fourier de

- (219

ot H () est la fonction de Heaviside définie par :

1 stx>0
H(‘”)_{o six <0

ou ausst généralement

H(x—a):{ 1 stx>a

0 stx<a
et a € R fixé.

a

Exemple 5 Trouver la transformée Fourier de la fonction caractéristique définie par :

1st |z <a
Yoo @ =Ha-la={ g5

Fo@)=F (x. (@) () do

1 —iWT
= — (&
V2 / Xia.
—00

1 / —iwa \/gsin aw
=—e T =1/
V2T T W

—a

Le graphe de f (z) = x,_, , () et sa transformée de Fourier sont montrés dans la figure 3.



1.4 Propriétés de la transformée de Fourier
1.4.1 Linéairité

L’intégration étant une opération linéaire, la transformé de Fourier l'est aussi, c-a-d, pour
A €eR ona:

F(Af (@) + pg (x) = AF (f (2)) + pnF (g () (3)
de méme pour la transformée inverse, on a :
FLOf (@) + pg (2)) = \FH(f (@) + uF (g (2)) (4)

1.4.2 Translation :

Cherchons la transformée de Fourier de f (z — a), a € R.En posant w = x — a, on obtient

Fa-a)= 0 / e (o — a)de o)

_ fzwa

v / e~ f (1 (6)

=e W F(f (96)) (7)

A la translation de f (x) correspond un déphasage de F' (w) proportionnel a w. La transformé
de Fourier de f (z — a) s’obtient en multipliant F' (w) par le facteur de phase e~**.

1.4.3 Modulation

Inversement, la transformée de Fourier de e™** f (x), kg € R est donnée par :

F(e™7f () = F (w — ko) (8)

A la modulation de f (z) correspond une translation de F' (w).

1.4.4 Changement d’échelle

Changer 'unité pour la variable x revient a multuplier celle-ci par une constante a # 0. En
posant u = ax, on obtient

+oo
F(f @) = <= [ €F (aa)da o)

+oo WU

1 1 -
= mﬁ_le a f(u)du (10)
F(f ) = 27 (%) ()



1.4.5 Conjugaison complexe

La transformée de Fourier du conjugué d’une fonction f (z) noté par f (z) est :

F (M) = \/%/me_wxdx

- (12)
L —wr f (1) dx
- ¢—27_/ @)

Soit

F(F@) =F-w) (13)
Theorem 6 Si f (x) est continue, différentiable par morceau et absolument intégrable. Alors

i F(w) est bornée, pour w € R.

ii F'(w) est continue, pour w € R.

Preuve. On a :

Pl < o= [ 1 @] ds

1 “+o0
< ¢——W_Z @) de ==

+o0o
oﬁc:/|f(a:)\dx cqfd.
ii On a
7
Flo+h)=F@l< o= [ IF@lle™ -1]d

puisque lim [e™"* — 1| = 0, Yz € R, on obtient
h—0

lim |F (w+h) — F (w |<hm—/|f [|le™™* = 1|dz =0
h—0

h—0

ceci montre que F' (w) est continue.



Theorem 7 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Si F (w) = F (f (z)), alors

lim |F (w)| =0

|w|—00
Preuve. on a

efzhx — _eflhfl‘*lﬂ‘

g fro

donc

F(w) = % {\/%_W Umf () e~ d — 70f (m - g) e“mdx] }

;fz—ﬁ [F@) £ (2= 0)] e

par consequent

400
|F(W)|S%\/lz_ﬁ/‘f(rv)—f(x—aﬂdx
d’ou -
i 1P < 5o / =1 (o= )| =
|

1.5 Transformée de Fourier de la dérivée d’une fonction

Theorem 8 i Si f (x) est continue , dérivable et f (x) — 0 quand |x| — oo, alors

F(f' (2)) = (k) F (f (x)) = ikF (w)

ii Si f(x) est continue , n-fois dérivables et f*) (x) — 0 quand |z| — oo,pourk = 1,2
alors

F(f™ (x)) = (k)" F (f (x)) = (ik)" F (w)

......

(14)



Preuve. On a par définition

! —Lﬁolxe_iwx
F(f (x))—m_/f() d (1)
Intégration par parties donne :
F) = F (@) = o= [ F e s (1)
A @) = o= [ @) e 3 / f(2) e da
=1kF (w)

Remarque 9 Les formules (15) et (16) restent vraies pour une fonction a plusieurs variables.
Par exemple si u (x,t) est une fonction de variable d’ espace x et de variable temps t, alors

F (%) = ikU (w, 1), F (%) = —k°U (w,1) (19)
F (%) Wy, F (g—t) SR CR) (20)
o U(w,t) = F (u(z,1)) (21)

1.6 Dérivation de la transformée de Fourier

La dérivée de F' (w) par rapport a la variable w donne :

d d
W)= E%/ﬂ
i | (22)
= \/ﬁ_ xf () e "“Tdx

— F(=izf (x)).

x) e " dy




Ce résultat se généralise aux dérivées successives de F' (w) par

F™ (w) = F ((=iz)™ f (2)) . (23)

Ce résultat donne encore une majoration
|F™ ( / lz|™ | f (x)| dx (24)

1.7 Convolution et transfomation de Fourier

Definition 10 Le produit de convolution de deux fonctions absolument intégrables f (z) et
g (x) est définie par

(f+g) (@ \/—/f v €)g(€)de (25)

Exemple 11 Trouver la convolution de

(a) f(z) =cosx et g(x)=exp(—alz|), a>0.
(b) f(2) =X, ,(x)etg(x) =2’

a) on a par définition

= /COS(I— §) exp (—a€]) d€ (27)

—00

0 +o0

= /cos(x—f)exp(aﬁ)df—i—/cos(:c—f)exp(—af)df (28)

= /cos(x+§)exp(—a§)d§+/cos(x—f)exp(—af)df (29)
+o0

= QCosx/ cos (§) exp (—af) d¢ (30)
2acos§

_ 31
1+ a? (31)
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b) on a

Theorem 12 Si F (w) = F (f (x)) et G (w) = F (g (x)), alors

ou

ou équivalent :
“+o0o

/f r=€)9(OdE = [F)Gw)erds

—00

Preuve. on a par définition de la transformée de Fourier :

F(f @)+ g () /(/f )dx
:_/ —wty dg/ —w@=O f(p—¢

1.8 Théoreme de Parseval- Conservation de la norme

Theorem 13 Soit la fonction f (x) et F (w) sa transformée de Fourier, on a

70|f(96)|2d1‘ = 70|F(W)|2dw

11

(35)

(36)

(37)



a la condition que les intégrales existent. On générale on a a la condition que les intégrales
existent

/ (@) g @) = +/OOF () T @)dw (43)

Preuve.
/ f(z)g(x)dx = / f(x \/_ / e T dwdr (44)
= 7 +/M/O(jf e dwdx (45)

- / \/_ / f(z) e " drdw (46)

_ / G@)F (W) dw (47)

—00

En particulier quand f (z) = g (z), on a:

+/Oolf () da = 70!1’ ()] dw (48)

1.9 Formule de sommation de Poisson

Theorem 14 Si f (z) est absolument intégrable sur R, alors la série

Z f(z + 2na) (49)

n=—0oo

converge absolument pour tout x € [—a, a],a > 0, et sa somme g (x) est absolument intégrable
sur [—a, a| avec g(z+ 2a) =g (), Vo € R. Si a,, dénote le coéfficient de Fourier de g, alors

a

—inx _ —mz _ i
=519 (x)e "™ dx = /f dr = 2aF (n) (50)

—a

12



Preuve. on a

=0 N a
Z / x+2na|dx:Nl_1>r£OO ;N/_a]f(x+2na)|dx (51)

N a(2n+1)
— lim / () dt
N—>+oonz_: (2n—1)a
a(2N+1)
~ lim I () dt

N—=+0o J_(aN+1)a
o0
— [ I <o

par le théoreme de convergence dominé de Lebesgue on a :

/ [Z |f x+2na]dx— Z/ |f (x + 2na)|dz < oo (52)

par conséquent la série _z: |f (z + 2na)| converge absolument sur [—a, a]. Si gy (z) =

N
> f(x+ 2na), Nlim gy () = g(x), ou g(x) est absolument intégrable sur [—a, a], et
——N ——+00

g_(x + 2a) = g (z) . par ailleurs
Z f (x4 2na)

g@)lds= [

/a 2 |f (x4 2na)|dx

n=—0oo

= f/ (x + 2na)| dx

n=—0oo

+oo
=[ f (@)] dz < 0o
[ ]

On considere la série de Fourier de g (z) donnée par

(53)

= _Zcm exp (immz/a) (54)

ol
1 a
n=g5-| 9 (x) exp (—imnmx/a) dx (55)
a —a

On remplace g (x) par la limite de la somme dans l'intégrale

= lim Z f (x + 2na) (56)

N—H—oo

13



ceci donne

C = 1 lim Z f (x + 2na) exp (—imnz/a) dx (57)

n=—N"Y @

(2n+1)a
— lim Z/ y) exp (—immy/a) dy

1 (2N+1)a

= — lim f (y)exp (—immy/a) dy
2aN—+o | (9N 41)a ( /

2m mm
()
2a a
ou F (?) est la transformée de Fourier discrete de f. Finalement on a

— V2r
Z 2a

S f (@ +2na) = g (o) =

n=—oo n=—oo

F (mr) exp (inmz/a) (58)
a
On pose x = 0 dans la formule (58) on obtient la formule de sommation de Poisson :

Z f (2na) Z \éi_ﬁF <T> (59)

a

n=—oo n=—oo

Pour a = 7 dans (59) la formule devient

Z f (2nm) Z \/ﬂ (60)

n=—oo n=—oo

quand 2a = 1, la formule de sommation de poisson (59) devient

> fn)= i V21 F (2n7) (61)

n=—oo n=—oo

Pour obtenir d’autres formules, on suppose que a > 0, et on pose g (x) = f (ax) V. alors

() -0 (22)

et on introduit la transformée de Fourier de f sans le coéfficient ——

V2r

F(n) = _m f (@) exp (—inz) da (63)
_ /_ :O (a2 exp (~ina) d
_ /_:og (g) exp (—inz) do
— / :O 4 (y) exp (—iany) dy
— oG (an)

14



d’ou la formule (63) devient

= 2mn
2m .
On pose b = — dans (64) on obtient :
Z g(bn) =2mb~ " 2 G (2mb~'n)

Exemple 15 calculer la somme des série suivantes :

(a)

- 1
n:ZOOnQ + b2

(b)
Z exp (—7m2t)

n=—oo

pour la série dans (a), on pose

sa transformée de Fourier est

F (@)= /23 exp(-blu])

par la formule de sommation de poisson on obtient :

o

> nmﬁ YT 5 oxp (=27b |n)

n=—0oo TL_—OO

— % [i exp (—27rbn) + f exp (Qan)]

n=0 n=1
on pose r = exp (—2mb)

o 1 =00

v

(65)

(66)

(67)

(68)

(69)

(71)



Pour (b) , on pose f(x) = exp (—mtz?) , sa transformée de Fourier est

vmwzv%fm(g%) (72

par la formule de poisson on obtient :

S exp (—mnt) = % _f: exp (—”7”2> (73)

n=—oo

1.10 Application de la transformée de Fourier pour la résolution des
équations différentielles

On considere 1 ’équation différentielle linéaire d’ordre n a coéfficients constants

Ly (z) = [ (x) (74)
ou
L=a,D"+a, D"+ ... +a; D' + ag (75)
d
OU g, A7y eeeeeennns ,an_1,a, sont des constantes données, D = T et f (x) fonction donnée.
x

Appliquons la transformée de Fourier a 1’équation différentielle (74), on obtient :
[an (i)™ + an_1 (iw)" " + .....c.. + ay (iw) + ao] Y (w) = F (w) (76)
ot F (y (2) = Y () et F(f (x)) = F (@)
L’équation (76) peut s’écrire dans la forme équivalente a
P(iw)Y (w) = F(w) (77)

ou

ainsi (77) devient : )
Y 6) = pk = F)Q) (19
Q) = 5 (80)

Appliquons la propriété de la transformée de Fourier du produit de convolution pour I’équation
(79) ceci donne

y ()= F(F (@) Q (@) (s1)
_ 1 i d
‘\/_27/_00 f(€)q(x—€)de

olt ¢ (z) = F1(Q (w)) connue explicitement.

16



Exemple 16 Le courant éléctrique I (t) dans un simple circuit contenant une résistance R et

Uinduction L vérifie | équation

dI
L=+ RI = E (! (82)

ot E (t) est une force éléctromagnétique et L et R sont contants avec E (t) = FEyexp (—alt]),
on applique la transformée de Fourier a (82) , on obtient :

(iwL + R)F (I) = Eo\/g L (83)

T a2+ w?

CLEO \/5 1
I)= —
F ) L Vo Ri
L
la transformée inverse donne la solution :

(1) = ?fLO /_ :o (w E?jiz2)+ w2)dw (84)
L

cette intégrale peut étre évaluée par le théoreme des résidus de Cauchy. Pourt > 0

ou

aFy . Ri .
](t)—HQTI'Z [Res( aw—f)—FRes( 4w =ia) (85)
L
_ &, e 2aLe L

R—al R?—a2l>2

de méme pour t < 0, le théoreme des résidus donne

I(t) = —%27@ [Res( d w= —ia)] (86)

eat

=F
0R—|—aL

at=0, le courant est continue et par conséquent

1(0) = Hml (£) = Eo—o

t—0 R+ aL (87)

Si E(t) = §(t) la fonction de Dirac <(5 (t) =0 pourt #0 et fj;o d(t)dt = 1> (F(@) =

1
ez
des distributions). Et la solution obtenue en utilisant la transformée inverse :

10=5mr [ %dw (85)
L

17

admettre pour le moment et a montrer quand on va introduitre la transformée de Fourier



et par le théoreme des Résidus on obtient :

() = —% Res( dw— —iR/L)] (89)

. p(—Rt>
= eX _—
L

Exemple 17 Trouver la solution de l’équation différentielle

d2
—d—;;+a2u:f(x),x€R (90)

par la méthode de la transformée de Fourier. Appliquons la transformée de Fourier a cette

équation, on obtient :
U =7 91
(CU) CUQ G2 ( )

et par le théoreme de convolution, on obtient

1 +o0
“(x):E/_oo F(€)g(x—€)de (92)

ol

0@ =7 ) (9

1 /m
=2 Jpeoal)

et la solution finale

1 [F>
u(@) =5 f (&) exp (—alz—¢&])d¢ (94)
Exemple 18 Trouver la solution de [’équation différentielle
d4
—d—;i—l—aA‘u:w(x),xeR (95)

par la méthode de la transformée de Fourier. Appliquons la transformée de Fourier a cette
équation, on obtient :

U (w) = Y1) (96)

wt 4+ at
la transformée de Fourier inverse donne

1 [T W (W) exp (iw) y
u(z) = \/ﬁ/_w i d (97)

+at
: /+OO oxp (iwz) /Mw(f) exp (—iwg) du

~ 9r 1 4
27 J_o wirHa oo

=/_+°Ow<§>G<£,o:)d§

o0

18



ou

G(f,.’lﬁ) = L/*‘OO exp (Zw (ZE — 5))6&4) — 1/0‘1‘00 cosw (ZE _ g)dw (98)

21 ) _ o wt 4+ at T wt 4+ at

et par le théoreme des Résidus on peut évalué cette intégrale ,

R T S EE = (99)

1.11 Solutions des équations intégrales

La transformée de Fourier peut étre utilisé pour résoudre les équations intégrale donnée par
une opération de convolution. on illustre la méthode par des examples.

on résoud l’équation intégrale de Fredholm avec une covolution avec le noyau de Kernel de

la forme
—+o0

f@®)gx—t)ydt+ \f(x) =u(z) (100)

—00
ou g(z) et u(x) sont des fonctions données et A\ est un parametre donné. Appliquons la
transformée de fourier a I’équation (100), on obtient :

V21 F (w) G (w) + A\F (w) = U (w) (101)
ou U ()
w
F = 102
W)= oG @) 1 (102)
avec la transformée inverse , on obtient la solution
T U (w) exp (zwx)
103
f )= \/QW/ \/27? G W)+ (103)

1
En particulier, si g (x) = — donc
x

G (w) = —i\/gsgnw (104)

alors la solution devient

exp (iwx)

+o00 U
fo-—=/ 3
\/ 2w — ATSgNW

dw (105)

1
Sid=1letg(z)= 3 <|a:|> donc
T

G (W)= —— (106)

19



la solution devient

w) exp (iwz)

oo
/(@) \/ﬁ/ 1+ iw
- E /O:O F (v (x)) F (\/%6“”) exp (iwz) dw

= @) Ve = [ @ ew (€0 dg

—00

dw

Exemple 19 Trouver la solution de [’équation intégrale :
400 1
fE—x) f(§)dE=

2 2
oo e+ a

Appliquons la transformée de Fourier, ceci donne :

ou

la transformée de Fourier inverse donne la solution

1 1 +00 1
I) = ——x exp | iwxr — —a|w| | dw
r@) == [ e (iwn - al)

G | e (e g e |
= exps —w (ix + = w
2y/ma | Jg P 2 0
1 4a _Ja 2
C2yma |4+ a2 |\ mda? +a?
Exemple 20 Résoudre I’équation intégrale

+00 f{ .
/‘00 ﬁdg:x2+b2’ b>a>0

—+00

Appliquons la transformée de Fourier , on obtient :

mroret)
\/?e Te

xp (= |w] (b —a))

d’ ou
F(w) =

O‘IQ

\/—_

20

exp {—w (~in+ ) } ]

(107)

(108)

(109)

(110)

(111)

(112)

(113)

(114)



la transformée inverse conduit a la solution :

a [t
f(z)= 2_7Tb/ exp (iwxr — |w| (b —a)) dw (115)
:% [/0 Ooexp[—w{ix+(b—a)}]dw+/o " exp [—w {—iz + (b— a)}] dw
_a 1 1
- 2mb [(b—a)+ix+ (b—a)—im}
a (b—a)

:%(b—a)z—l—x?

Exemple 21 Résoudre l’équation intégrale :

+oo
f@) 1] expl-al-e)F©d =g () (116)
Appliquons la transformée de Fourier, ceci donne
F(w) 4 4VaF (@) —— =% G (w) (117)

V21 (a? 4+ w?)
ou
a® + w?

FWw = s

G (w) (118)

la transformée inverse donne la solution :

L[ a4 w?
= — G wad 119
/@) V2m /oo (a® + w? + 8a) (w) exp iwdw (119)
1

En particulier, sia =1 et g(x) = exp (|z|), donc G (w) = %m, alos la solution devient

w

1 [T expiwx

= — ——d 120
=1/ g (120)

pour x > 0 on utilise le demi circulre contour férmé dans le demi plan complexe inférieur
(Théoreme des Résidus) pour évaluer cette intégrale, on trouve

fle) = e (121)

pour x < 0 on utilise le demi circulre contour férmé dans le demi plan complexe supérieur
(Théoreme des Résidus) pour évaluer cette intégrale, on trouve :

1
() = e (122)

finalement la solution est donnée : )
f (@) = g (123)



1.12 Solutions des équations aux dérivées partielles

Dans cette section on illustre comment la méthode de la transformée de Fourier peut étre utilisée
pour obtenir la solution d’ un probleme aux limites et de valeur initial pour les équations aux
dérivées partielles linéaires.

Exemple 22 (Probléme de Dirichlet dans le demi plan). On considére la solution de | équation
de Laplace dans le demi plan

Upgp + Uy =0, —00<x <400, y=>0 (124)
avec des conditions aux limites
u(x,0)=f(z), —oco<z<400 (125)

u(z,y) =0 qd |x| = 00, y— +o0 (126)

On introduit la transformée de Fourier par rapport a la variable x

U(w,y) = \/% /:O exp (—iwx) u (z,y) dx (127)

donc (124) devient
‘%2] - WU = (128)
Uw,0)=F(w), U(w,y) >0 ¢d y— +o0 (129)

Ainsi , la solution pour le systéme de Fourier est :
Ul(w,y) = F(w)exp (—|w|y) (130)

Par application du théoréme convolution la solution est donnée par

1 +o00
ww) == [ r@gl-g (131)

ot
g (@) =F " (exp(—|wly)) (132)
_ \EL
Va2 42
par conséquent la solution (131) devient :
+oo
ww) =2 [T —ae 0 (133)
T (z=&)" + 92
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on obtient la formule intégrale de Poisson dans le demi plan supérieur.

: oo [y 1
ylgélﬂ (z,y) = . f(€) yli%h {;m} dg (134)
+o0

= F(&)6(x—¢)dg

ot la définition de Cauchy pour la fonction de Dirac est

tim 4| 5@ —¢) (135)
yW{W@—€)+y]

Exemple 23 (Probléme de Neumann)
Ugg + Uy =0, —00<z<+00, y=>0 (136)
avec des conditions aux limites
uy (,0) = f(x), —oo<z <400 (137)

cette derniere équation ségnifie la dérivée normale au bord. On définie une nouvelle fonction
v (.T, y) = Uy ('Tvy) donc

uwy) = [o(eg)dy+C (138)
ot C' est une constante arbitraire. On a v (z,y) vérifie I’ équation de Laplace, en effet :

v *v  d*u,  Ouy

0x? * 0y? " 922 * Oy? (139)
= % (Ugy + Uyy) =0
avec la condition aux limites
v(z,0) =u, (z,0) = f(x), —oo<z <400 (140)

ainsi v (z,y) satisfait I’équation de Laplace avec les conditions auz limites de Dirichlet donc
d”apres l'exemple précédent la solution est donnée par :

Yy [ f©
v =L [ s (141)

donc la solution u (x,y) est obtenue par :

u(z,y) = / v (2,y) dy (142)

_L v

e RRGLT Pt B
+o0

= [ T@m|e-g+yla+C
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Exemple 24 (Probléme de Cauchy pour I’équation de diffusion). On considére le probléme au
valeurs initiales pour ’équation de diffusion en une dimension

Uy = ktlyy, —00<x <400, t>0 (143)
ou k est la constante de diffusion avec la condition initiale
u(x,0)=f(z), —oo<z<+00 (144)

on résoud le probleme avec la transformée de Fourier par rapport a la variable x donnée par

+o0
U(w,t) = \/%/ exp (—iwx) u (z,t) dx (145)

appliquons la transformée de Fourier a (143), on obtient :
U= —kw*U, t>0 (146)

U(w,0) = F(w) (147)

la solution du systéme de Fourier est
U(w,t) =F (w)exp (—kw’t) (148)
la transformée de Fourier inverse donne la solution :
u(z,t) = L /+OO F (w) exp (iwz — kw’t) dx (149)
’ V2T J_so
et avec le théoréeme de convolution on a :
1 too
u(x,t) = — xr—E&)d 150
@ === r@se-ga (150)

ou
g(z) =F " (exp (—kw’t)) (151)
1 . ( x? >
= —— X _—
2kt P 4kt
et la solution devient

w (e, t) = — / T F©) e (—(:”4;2? )ds (152)

Varkt

Exemple 25 (Probléme de Cauchy pour l’équation des ondes

Uy = CPUyy, —00< T <400, t>0 (153)
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avec les conditions initiales
u(z,t) = f(z), w(z,0)=g(x), —o0o<z<+00,
Appliquons la transformée de Fourier a ce systéme (153-154), on obtient :

d*U 9 9
:ﬁ;‘*-c w LTZZO

U (,0) = F (@), C%lﬂ:GW)

la solution pour ce systeme de Fourier est

U (w,t) = Aexp (icwt) + Bexp (—icwt)

ou A et B sont des contantes a détérminé par les conditions initial de Fourier , on :

/1{—13:: Pjﬁd), /1——13::

on détérmine A et B par ce systéeme et puis

G W)

U (w,t) = %F (w) (exp (icwt) + exp (—icwt)) + ——

On applique la transformée inverse on obtient la solution :

w(zt) = % b%_ﬁ /_ : F () {exp (i (z + ct)) + exp (iw ( — ct))} dw]

N 1] 1 /+oo G (w)
2c | V21 ) W
on utilise les formules de Fourier inverses

1 too
fx)=F 1 (F(w) = —/ F (w)exp (iwz) dx
1 -+
g(2) = F 1 (G ) = —— / G () exp (iw) do
on obtient la solution :

we) =3 st o [ g

x—ct

[NSR

En particulier, si f (z) = exp (z?) , g(x) =0 et ¢ =1, la solution devient :

u(z,t) = = [exp (& — £)%) +exp ((z — 1)%)]

|

25

(exp (icwt) + exp (—icwt))

{exp (iw (x + ct)) + exp (iw (x — ct))} dw}

(154)

(155)

(156)

(157)

(158)

(159)

(160)

(161)

(162)

(163)



I’évolution en temps de la solution est montrée dans la figure 3. Si encore en particulier en

prend f(x) =0, g(z) =6 (z) donc

F(w)=0 etG(w):\/L2_7T

la solution pour le systeme de Fourier est :

1 {exp(iwct) exp(—iwct)]

2c\/ 27 B

U(w,t) =

o, W

ainsi la transformée inverse donne

et = = \1@ . ( {exp fiwct) exp (i;iwct) })

= 4ic [sgn (x + ct) — sgn (x — ct)]

1
= @H (62t2 - x2)

ou H est la fonction de Heaviside.

1.13 Transformée de Fourier en sinus et en cosinus

Definition 26 On définit la transformé de Fourier de sinus et son inverse par

Fo(f(x)=F,(w) = \/g/ooo sinwz f (r) dx

FoH(Fw)=f(x) = \/g/ooo sinwa Fy (w) dwde

de méme, on définit la transformé de Fourier de cosinus et son inverse par

Ff ) = Ry =2 [ coswr (@)

2 o0
FHF (w)=f(z)= \/j/ coswxF, (w) dwde
T Jo
avec la fonction f est absolument intégrable sur R*.

Exemple 27 montrer que
(a)
2 a
Fe(exp (—ax)) = \/;m (a>0)

26
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(168)
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Figure 3: Evolution en temps de la solution wu (z,t)
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(b)
Fs(exp (—z)) = \/gﬁ (a>0)

on a

Fe(exp (—ax)) = \/g/ooo coswz exp (—ax) dx

= %\/g/ooo [exp (— (@ —iw) x) + exp (— (a + iw) z)] dz
1 /2 1

Fe (exp (—ax)) = 5\/; L —w " aJrliw} B \@ﬁ

l'autre résultat est similaire.

Exemple 28 montrer que

1 2
F! (— exp (—sk)) = \/iarctan 2 s>0
K T s

on a

2 = -
—F, (exp(—sk)) = exp (—sk) sin kzdk

T 0
o
x? + 52
/00 exp (—sk) sin kzdk = e
0 b o2 4 g2

on integre cette derniere équation entre s et 400, on obtient :

/ exp (=5k) o bk
; k

*  z
:/s R +32d8

™ S T
= — — arctan — = arctan —
2 T S

ainsit
1 2 (= -
F! (— exp (—sk)) = \/i/ P ok
k ™ Jo k
JERERF
= 4/ — arctan —
T S
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1.13.1 Propriétées de la transformée de Fourier de cosinus et de sinus

Theorem 29 Si F.(f (z)) = F. (w) et Fs (f (x)) = Fs (w), alors

R (1)~ 1 (2). wo o
R (r(2) =10 (). oo 0

sous des conditions apprioris , les propriétées suivante sont vraies :

R @) = (@)~ 21 0) (181)
A \f 70 (182

Fs (f'(2)) = —wFe ( (183)
Fo(f" (2)) = —w’F, (w) + ;wf (0) (184)

Theorem 30 (Théoréme de convolution pour la transformée de Fouier de cosinus). Si F. (f (z)) =

F.(w) et Fo(g(z)) = G.(w), alors

P (P ) G () = = / F() 19 (E+x) +g(z— €] de (185)
ou équualent a
/OOOch)GUcosw:cdw— / FO)lg(E+a) +g(lr— €))] de (186)

Preuve. en utilisant la transformée de fourier inverse de cosinus on a :

F \/7 / ) cos wrdw (187)

7T/0 G (w) coswxdw/ooof(g) cos wédg

par suite on a

F. 1 (F. (w) G, (w)) :z/mf d{/OOG (w) cos wzx cos wédw

\f/ rie dé\[/ ) [cosw (z + ) + cosw (Jz — €])] d

(188)

m/ F©9(€+2) +g(z— €l de (189)
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et par définition de la transformée de Fourier inverse de cosinus on a de maniere équivalent :

/OOOFC(OJ)G (w) coswrdw = = / F[gE+x)+g(z—&|]dE (190)

on pose x = 0 dans I’équation (190), on obtient

/mewmc(w)dw:/Ooof@g(s)dg:/Ooof@)g(x)dx (191)

on pose g (z) = f (z) donc G, (w) = F. (w) et on remplace dans la dérniere équation (191), on
obtient :

| Fra = [Cir@r (192)

on obtient la relation de Parceval pour la transformée de Fourier de cosinus. m
De maniere similaire on obtient :

/OO (w) G (w) cos wrdw (193)

\/7/ Gs (w) cos wxdw/ f (&) sinwéd¢

par interversion de l'ordre d’intégration on obtient :

/ " B (w) G () cos wadw (194)

\/7/ f d§/ G (w) cos wz sin wédw
—/ f(f)df\/j/() G, () [sinw (z + €) 4+ sinw (z — )] dw (195)

/ F©OgE+2) +g(—6)de (196)
alnsi on trouve
P P ) G w) = —= / FEO g€ +a)+g(x—6)de (197)

les deux dérnieres formules donnent le théoreme de convolution pour la transformée de Fourier
de sinus. On pose z = 0 dans la formule (197), on obtient :

/0F< dw—/ G >d§=/0°°f<x>g<x>d:c (198)

on pose g (z) = f (z) donc Gy (w) = F, (w) et on remplace dans la dérniere équation (198), on
obtient :

| R @ra= [Cirera (199)

on obtient la relation de Parceval pour la transformée de Fourier de sinus.
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1.13.2 Application de la transformmée de Fourier de cosinus et sinus pour les

EDP :

Exemple 31 On considere le probleme au valeurs initail pour I’ équation de diffusion en une

dimension
U = kg, 0<zxz<+4o00, t>0

ou k est la constante de diffusion avec la condition initiale
u(z,0) =0, 0<z<-+o0

avec les conditions aux limites

()

uw(0,t)=f(t), t>0, wu(x,t)— 0 quand x — +0o0

(b)

ug (0,t) = f(t), t>0, wu(x,t)— 0 quand x — +o0

(200)

(201)

(202)

(203)

ce probleme avec les conditions aux limites est résolu avec la transformée de Fourier de sinus

2 [t
Us (w, t) = ;/0 sinwzu (z,t) dx

appliquons la transformée de Fourier a (200), on obtient :

d 2
s _ —kw?U, + \/jkwf (t)y, t>0
7r

dt
Us (w,0) =0

puis la solution de Fourier est donnée par

U, (w,t) = \/gkw /Otf(T) exp (k (t — 7)w?) dr

la transformée inverse donne la solution

u (. t) \f/f ) Fo {wesp (k (¢ — 1) w?) ) dr

m/f eXp( 4k<t—r>)<t_7>%

ou

. Ny z? dr
I, {w exp (ktw )} = mexp (—M) (kt)%

en particulier f (t) = Ty =constante , la relation (207) devient

Us (w,t) = \/EkZ [1— exp (—ktw?)]

™ W
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la transformée inverse donne la solution :

u(x,t) = %/ sinwz (1 — exp (—kth)) dw (210)
0

™ w

on utilisant le résultat suivant :

/0 Slnwwx exp (—a’w?) dw = gerf (;—a> (211)
la solution est :
200 |m 0« x
u(x,t)=— |= — —erf 212
=22 5= 3ot (57| 21

~T, (1 —erf (QL\/H)) (213)

ou erf (z) est la fonction d’erreur définie par :

erf () = % /01 exp (—a?) da (214)
Exemple 32 On considere la solution de [’équation de Laplace dans le quart du plan
Upy + Uy =0, 0<2 <400, y>0 (215)
avec des conditions aux limites
u(0,y) =a, wu(z,0)=0 (216)

Vu(z,y) =0 gdr=+/22+y> = 0, (217)

ot a une constante . On applique la transformée de Fourier de sinus par rapport a la variable

x on trouve :
dzUs 9 2
R wUs + \/;wa =0 (218)

U, (w,0) =0 (219)

Ainsi , la solution pour le systéme de Fourier est :

U(w,y) = Aexp (—wy) + \/Eg

- (220)

ou A est une constante a détérminer avec la condition Us (w,0) = 0. Par conséquent la solution
de Fourier est :

Ulw,y) = \/g2 (1 —exp (—wy)) (221)

w
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la transformée inverse donne la solution :

2 <1
u(x,t) = ?a/o " (1 —exp (—wy)) sinwzdw (222)

2  si *1

== [/ ST g — / — exp (—wy) sinwrdw
T | Jo w 0w
2a

s Y 2a Y
=a— — (— — arctan —) = — arctan =
T \2 T T T

Exemple 33 On considere la solution de [’équation de Laplace dans le quart du plan
Upy + Uy =0, 0<2 <400, y>0 (223)
avec des conditions aux limites
u(0,y) =a, wu(z,0)=0 (224)

Vu(z,y) =0 gdr=+/22+y> = 0, (225)

ot a une constante . On applique la transformée de Fourier de sinus par rapport a la variable

x on trouve :
d?U, 9 2
. wUs + \/;wa =0 (226)

Us (w,0) =0 (227)

Ainsi , la solution pour le systéme de Fourier est :

U(w,y) = Aexp (—wy) + \/gg (228)

ou A est une constante a détérminer avec la condition Us (w,0) = 0. Par conséquent la solution
de Fourier est :

2a
U(w,y) = \/i— (1 —exp (—wy)) (229)
W
la transformée inverse donne la solution :
2a 1 .
u(x,y) = —/ — (1 — exp (—wy)) sinwrdw (230)
T Jo w
2a °° sinwwx <1 )
= — [/ dw — / — exp (—wy) sin wxdw
T |Jo W 0 w

2a (T Y 2a Y
=a— — (— — arctan —) = — arctan =
T \2 T T T

Exemple 34 On considere la solution de | équation de Laplace dans une bande infini avec les
conditions de Dirichlet

Ugzy +Uyy =0, O0<ax <400, 0< y<b (231)
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avec des conditions aux limites,
u(0,y) =0, wu(z,y) >0¢gdx—o00, 0< y<b (232)
u(x,b) =0, u(z,0)=f(z), 0<z<+o00 (233)

ot a une constante . On applique la transformée de Fourier de sinus par rapport a la variable

T on trouve : )
d*U,

dy?
Us (w,b) =0, Us (w,0) = F (w) (235)
Ainsi , la solution pour le systéme de Fourier est :
sinh [w (b — y)]
sinh (wb)

— WU, =0 (234)

U(w,y) = Fs (w) (236)

la transformée inverse donne la solution :

u(z,y) = \/%/OOO Fs (w) Slnlslliz((i%y)] sin wrdw (237)

= % /0 ) [ /0 Oof () sinwldw] Sin:h[lu;l((l;;)y)] sin wrdw

1.13.3 Evalution des intégrales définies

La transformée de Fourier peut étre utilisée pour calculer la valeur d’une intégrale définie. La
méthode sera illustrée par des exemples.

Exemple 35 Calculer l’intégrale :

+oo dx
I(a,b) = 0, b>0 238
@i = | o 020 0> (238)

si on pose f(x) = exp(—alz|) et g(x) = exp(=blz|) alors F (w) = \/2%4—# et G (w) =
m

2 b o ‘
— 573 ey par le théoreme de convolution on a :
W

/_ TP GWdw= [ f(x)g(—2)da (239)

o0 -

ou équivalent a

+oo W B
/ (W? + a;)i (W2 + ) - 2Tab/ exp (— |z| (a + b)) dx (240)

= % 0+oo exp (—z (a+ b)) dx (241)
= BT (242)
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Exemple 36 Montrer que

+oo —p
/ T T ) g (@) (243)
o (?2+a?) 2 2

a

on pose f(x) = exp(—ax), alors F,(w) = \/2

- _ p-1 _
T2 ta?’ g(x) = 2P alors G, (w) =

2
\/jk_pf (p) cos (%) , on utilise la formule de Parceval pour la transformée de Fourier de cos-
T

mus on a

+00 +oo
/ F. (w)G.(w)dw = f(x)g(z)dx (244)
0 0
2 iy +00 WP +00 .
?F (p) COs <7) /0 mdw = A P exp (_CL.T) dz (245>
_ L ! t)dt 246
= . exp (—t) (246)
r
_ I (247)
aP
ainsi N
< WP T ™
/0 T = s (3) (248)
Exemple 37 Sia > 0, b > 0, montrer que
+o0 2
/ xodx _ s (249)
o (2+a?) (22+?) 2(a+0D)

on considére
2w
— =F. =4/—-—— 2
Fuexp(—am) = B () = | 24— (250)
2w

le théoréme de convolution pour la transformée de Fourier de sinus

| 6. @ eoswado =5 [ £ ©) o6+ ) + ot -0l (252)

pour x = 0, dans (252), on a :

Awﬂwﬂ%www:AwHSMQM

ou,

/0 OO (2% + CL:Z)(ZQ +1?) - %/Ooo exp (— (a +b) &) dé = s (253)



Exemple 38 Montrer que :

too 22dx 2
/oo @2+ a2 (2a) (254)

, B x B 1
on pose f (v) = , donc f' (x) = TZ)m et F(f(z)) =F(w) = \/;% exp (—a|wl),

2 (22 + a?) (22
appliquons la formule de Parceval pour f'(x)

[ wr@ra= [ C1FG @)k (255)

[e.9] —00

=[wmfﬁmwm

[e.e]

ainsi
+o0 JIQdCL’ T +o0 1
/_oo Eaaes :5/_00 S it P (2 el (256)
+o0
= (27;)2/_ w? exp (—2aw) dw (257)
2
= (258)
(2a)

2 Transformée de Fourier des distributions

2.1 L’espace D(1)

Definition 39 Soit Q un ouvert de R™ non vide. On appelle D(Q2) | ’espace des fonctions
indéfintment dérivables a support compact dans €.

Exemple 40

1 .
o(2) =4 &P (—1 — xQ) si|x] <1 (259)
0

St non

Qp € C™ (R) et support de p = [—1, 1], alos p €D(R) .

2.2 L’espace D’ (Q)

Definition 41 Soit Q2 un ouvert de R™ non vide. On appelle distribution sur € une forme
linéaire continue sur D(Q). L’ espace des distributions est noté D' ().

TeD (), peD(Q), T (p) =<T,p > crochet de dualité entre D(Q2) et D' (Q2).
Continue ségnifie :
Si une suite ¢; €D(Q) et telle que

(i) Il existe un compact K fixe indépendant de j tel que support de ¢; C K,Vj
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(ii) Vo € N*, D%p; — 0 uniformement quand j — 400, alors < T, ¢; >— 0, quand j — +o0.

Theorem 42 T est une distribution sur ) si et seulement siT est une forme linéaire sur D(QQ)
telle que : VK C ), K compact, dc > 0, Jk € N tels que :

|<T,p>[<c sup [D%]| ,Vype€D(Q) (260)

la|<k, ze K

Exemple 43 Q un ouvert de R™, i une mesure sur Q, alors p €D/ (Q), en particulier la fonc-
tion de Dirac est une distribution ie § €D (§2) .

Exemple 44 On considere l’espace

Ll

loc

Q) =<f: Q—=C, f mesurable, VK, compact C , /|f ()] dx < o0 (261)

K

pour f € Li,.(Q), on définit Ty en posant :

loc

<Tj,p>= /Qf () ¢ (z)dx (262)
alors Ty €D (2).

2.3 L’espace S(R")

Definition 45 On appelle espace des fonctions a décroissance rapide I’ espace noté S des fonc-
tions appartenant ¢ O (R™) telle que Ya € N*, V3 € N*, 29 ¢ [* (R") <= Va € N",
VBeN',  |z%pP| =0, |z| - oo

Exemple 46
¢ (x) =exp (— ]a:|2) € S (R") (263)

Proposition 47 Soit ¢ €S(R"), alors F () €S(R™), de plus F est continue de S(R™) dans
S(R™).

Theorem 48 Si ¢ €S(R™) et ¢ €S(R"), alors

L fou F (@) Yd = [o, oF () dx
2. Flexy) =F(p) F ()

3 F(o0) = 5 F (@)« F (1)
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2.4 L’espace S’

Definition 49 On appelle distribution tempérée une forme linéaire continue sur S. L’ espace
des distributions tempérés est noté S’

Proposition 50 1. Si u est une mesure bornée alors u € S'.
2. Si f€L?, alors f € §'.
3.0ed
4. T e€S", alors PT € 8" VP polynome
5. 8T e 8 alors D*T € ', Va € N”,
< DT, p >gx5= (=1)" < T, D% >g1xs (264)
6. D(R") —=S(R") — C> (R"), on a injection continue et densité de plus on a
E' — § — D (265)
Theorem 51 Soit T € S', on définit F (T'), en posant :
<F(T),o>=<T,F(p)>, VoeS
et F (T') est une distribution tempérée et Fun isomorphisme sur S et on a les formules suivantes

F(T@) = (i€)* F (T) (266)
F (i) T) = (F(T))" (267)

Theorem 52 SiT € E', alors F (T) se prolonge en unRe fonction analytique sur C" et on a
| F(T) (&) =< Ty, ™" >pup (268)
Exemple 53 i) &, F (Jy) =< do,e " >pp=1
i) F (o) = (i&)"
iii) 0,, F(0,) =e @
Theorem 54 Soit f € L? (R™), alors F (f) € L*(R") et on a

IF (Pllaany = (V27) 15 2y (269)
donc F est un isomorphisme isométrique a (\/ﬁ)n prés dans L* (R").

Theorem 55 Soit T € S et soit S € E’', alors T xS € 8" et F(TxS) =F(T)F(5)
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Exemple 56 SurR on se propose de chercher une solution élémentaire E tempéré de I’quation

E'—d®E=68 a>0

(270)

par la mérhode de Fourier. F est un isomorphisme de S, résoudre ’équation revient a résoudre

F(E") = a*F (E) = F ()
(- —-a®)F(E)=1

-1

“Eva

_ -1 —1
b=7 (8+ﬂ>

1
E = 5-exp(—alzl)

F(E)

F(E) e S alors

on a encore
shax

E, =H (x) "

est également solution élémentaire , By ¢ S, support de E; est égale a [0,

de E est égale a R.

2.5 Formule sommatoire de Poisson

Pour toute fonction ¢ € §, on a :
21y o (2nm) =) F(p)(n)
nez nez

Preuve. Soit

on a

Z < e ¥n o >= 271'2 < Oopm, P >

neL neL
ou nm

39

(271)
(272)

(273)

(274)

(275)

(276)

+ool et le support

(277)

(278)

(279)

(280)



Exemple 57

p €S, donc

mais

d’ou

40

(281)

(282)

(283)

(284)



