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Dans ce premier chapitre, nous introduisons quelques définitions essentielles pour la suite de ce

cours.



1.1. Rappel sur les équations différentielles ordinaires

1.1 Rappel sur les équations différentielles ordinaires

Tout d’abord on rappelle qu'une équation différentielle ordinaire (EDO en abrégé) une relation
entre une variable réelle indépendante x, une fonction inconnue x — u(x) et ses dérivées
v u™ n e N*.

L’ordre d'une EDO est défini comme étant 'ordre de la dérivée la plus élevée figurant dans

I’équation. Ainsi, une équation différentielle d’ordre n se présente sous la forme

F(z,uu/ u", - ,u(”)) =0. (1.1)

La fonction F' est une fonction de n 4 2 variables.
La fonction inconnue x — u (x) de la variable réelle = est a valeurs dans R ou R* k=23, ---

On prendra x dans un intervalle I de R (I peut étre R tout entier).

Exemple 1

a) u' + zu = e est une équation différentielle du premier ordre.
b) u” + 4xu = 0 est une équation différentielle du second ordre.

» ¢) u® — zu” = 22 est une équation différentielle d’ordre 9.

1.1.1 Equations différentielles linéaires

Définition 1 (Equation différentielle linéaire)

On appelle équation différentielle linéaire toute équation de la forme :

ap () u™ 4 @,y ()™ b ag (2) U+ ay () U ag (2)u = g (x),

o les fonctions x +— a; (x),0 < j < n, sont appelées coefficients de I’équation.
La fonction x — g () est appelée le second membre. Si g est nulle, alors I’équation est dite
homogéne ou sans second membre.

L’équation différentielle

an () u™ 4+ ap_y (@) u™ D 4+ fay (2) U+ ay (@)U + ag (z)u =0,

est appelée équation différentielle homogene associée.
Si aj (z),0 < j < n, sont des constantes, on parle d’équation différentielle linéaire a coeffi-

cients constants.




1.1. Rappel sur les équations différentielles ordinaires

Exemple 2
L’équation différentielle (22 + 1)u” = e®u + Arctgz est une équation différentielle linéaire

d’ordre 2 et son équation différentielle homogene associée est (z% + 1) u” = e®u. =

Equations différentielles linéaires du premier ordre

On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre une équation linéaire par rapport a

la fonction inconnue et a sa dérivée. Elle est de la forme
a(x)u' +b(zx)u=-c(x), (1.2)

ou a,b et ¢ sont des fonctions données de x, continues dans le domaine ot il s’agit d’intégrer
I'équation (1.2). La fonction ¢ est appelée second membre de 1'équation différentielle, a et b
sont appelées les coefficients.

Si ¢(z) = 0 on dit que I'équation (1.2) est linéaire homogene ou sans second membre

a(x)u' +b(z)u=0. (1.3)
La fonction nulle est une solution. Les autres s’obtiennent en écrivant % = —% ou %‘ =
—%dx et en prenant une primitive de chaque membre ; on obtient
b(x)
Log|u(z)|=— [ g(x)der+ K, avec g (z) = 2 @)’ K eR.
al(x

Pour chaque valeur de K, cela donne deux solutions, 1'une toujours positive u = e e~/ 9()dz
autre toujours négative u = —eX ¢~ J 9@z,
On retrouve toutes ces solutions, y compris la solution nulle, en disant que la solution générale
de 'équation homogene a () v’ + b (x)u = 0 est

up = C e J9@)de, g(x)= M,C’ € R.

a(z)

Pour trouver la solution générale de 1'équation (1.2), on peut utiliser la méthode dite de
variation de la constante, c’est-a-dire que l'on cherche la solution générale sous la forme
u = C(x) e Jo@de g (z) = %, ou x +— C(x) est une nouvelle fonction inconnue de z.
Il vient

a(x "1 e—fg(x)dx . T b <x> e—fg(x)dx T T e—fg(x)d:(: —cl(x
@ (¢ C ) L eI () C ) (@),
et donc

C' () = Sel 1, g(a) = 221,




1.1. Rappel sur les équations différentielles ordinaires

2((3 ela 99)dsdy  La solution générale de

ce qui permet, en intégrant de trouver C (z) = [

I’équation (1.2), est alors donnée par

u(x) = Ce Jo@de o o= [g@)de (/ ¢ Exi ela 9(5)d8d33> , CeR.
a(x

Exemple 3

Soit I’équation v’ + 2zxu = 2x.

L’équation sans second membre (homogene) associée est u' 4+ 2zu = 0. C’est une équation a
variables séparables. Sa solution générale est u = C' e *".

Cherchons la solution générale de I’équation non homogene sous la forme u = C () e~ ol

x +— C'(x) est une fonction inconnue de z. En portant dans I’équation non homogene, on trouve

2

C'(z) e + C(2) (—22) e 4 22C (z) e = 2u.

Apres simplification on obtient
2

C' (x) = 2ze™.

En intégrant, on trouve

Cz)=e¢",AeR.

La solution générale est donc
2 [ ]
u=Xxe " +1, XeR.

Equations linéaires du second ordre a coefficients constants

Une équation différentielle du second ordre linéaire a coefficients constants, est une équation
du type
' +au +bu=c(x),

ou les coefficients a et b sont des constantes réelles, = +— ¢(x) est une fonction donnée continue
sur un intervalle I C R.

Comme dans le cas a coefficients non constants, on commence par résoudre I’équation homogene
associée ou sans second membre

v+ au' + bu = 0.

On cherche des solutions sous la forme u = €™, € R. En substituant dans notre équation
homogene, on obtient

(T2 —|—a7"—|—b) e =0.



1.1. Rappel sur les équations différentielles ordinaires

Comme la fonction exponentielle n’est jamais nulle, pour avoir une solution il faut que
r? 4+ ar+b=0.

Cette équation se nomme 1'équation caractéristique (ou auxiliaire) associée a notre équation

homogene. Les valeurs de r se trouvent aisément a ’aide de la formule quadratique

—a++va? —4b
5 )

r =

Trois cas peuvent alors se produire :

e Si a? — 4b > 0, on trouve deux racines réelles distinctes r; et ry, ce qui montre que les
fonctions u; = €% et uy = €% sont deux solutions particulieres indépendantes. La

solution générale de I’équation homogene u” + au’ + bu = 0 sera alors

up, = e+ pe™* A\ u e R.

e Si a®> — 4b = 0, on trouve une racine réelle double 5. Dans ce cas, l'obtention d’une

¥ est une solution particuliere, d’autre

solution réelle ry montre que la fonction u; = €™
part on peut montrer que us = xe " est aussi solution. On en déduit alors que la solution

générale de ’équation homogene est de la forme

up = (A\x +p) e A\ peR.

e Sia?—4b < 0 on trouve deux racines complexes distinctes et conjuguées de forme générale
r =a—ifetry =a+if, a,f € R. Alorsu; = e** cos (fz) et ug = e** sin (Sz) sont deux
solutions particulieres indépendantes de 1’équation homogene. D’ou la solution homogene

générale est

up = e (Acos (Bz) + psin (Bx)), A p€R,

que l'on peut aussi mettre sous la forme

up = e cos (fxr+p) ouup = Aesin(fr+pu), A p€R.

Exemple 4
a) v +4u 4+ 3u=0.
L’équation caractéristique est 72 +4r +3 =0, on a r; = —3,75 = —1. Alors la solution

xT

générale est u = Ae ™" + e, A\ pu€R.



1.2. Equations aux dérivées partielles

b) u” + 4u' + 9u = 0.
L’équation caractéristique est r> +4r +9 =0, on ar; = —2 —iv/5, 79 = —2+iy/5. Alors
la solution générale est u = e=2* ()\ cos (\/Sa:) + g sin (\/gx)) , AL peR

c) v +6u' +9u =0.
L’équation caractéristique est r> + 6r +9 = 0, on a r; = —3 une racine double. Alors la

solution générale est u = (A\x +p)e ™%, A ueR. o

Ensuite, il faut trouver une solution particuliere u, de ’équation avec le second membre
' +au +bu=c(x).

La solution générale sera u = u, + u.

Une solution particuliere u, peut étre obtenue par la méthode de variation des constantes :

Uy = e”x/ (e(”_”)x (/e‘”xc(x) d:v)) dx.

Si nous ajoutons les constantes d’intégration lorsque nous intégrons, nous obtenons la solution
générale.

Exemple 5

Cherchons une solution de I'équation u” — v’ — 2u = e~ ™.

L’équation caractéristique 72 — r — 2 = 0 admet les racines r; = —1 et 75 = 2. La solution

générale est donc

e[ (e (ferrenae) Yas o [ (00 e s )i

=e " (3N — sz + ) = A + (u—32) e " A\ pER. .

1.2 Equations aux dérivées partielles

Le caractere particulier d'une équation aux dérivées partielles (EDP en abrégé) est de mettre

en jeu des fonctions de plusieurs variables

<x7y7z7”')'—>u<x7y7’z?”')'



1.2. Equations aux dérivées partielles

Une EDP est alors une relation entre les variables x,y, z,--- et les dérivées partielles de w.

{ Définition 2 )

Une équation aux dérivées partielles (EDP) est une équation fonctionnelle qui met en relation

une fonction inconnue u a valeurs scalaires des variables indépendantes z,y, z,---, et ses
dérivées partielles ou (z,y, z,---) € Q avec Q désigne un domaine de R™. Cette équation est

ainsi de la forme

ou Ou 0’u 0*u *u
F U — -l =0. 1.4
(x7y7 7u7 al_7 ay? 703727 8])8?/’ ayz) ) 0 ( )

ou F' est une fonction de plusieurs variables

Notation 1
Par souci de simplification, il est d’usage d’écrire u la fonction inconnue et D,u (notation

frangaise) ou u, (notation anglo-saxonne, plus répandue) sa dérivée partielle par rapport a x,

I

soit avec les notations habituelles du calcul différentiel : u, = 0 = P
z Yy

0*u P*u

- um — —,

ox2” ™ 0xdy

-, et pour les

dérivées partielles secondes : ., =

Définition 3 )

La dimension d’'une équation aux dérivées partielles est le nombre de variables indépendantes

dont dépend la fonction inconnue.

Exemple 6
L’équation
XUy + (uy)2 — uyu, = z° + 3y

est un exemple d’EDP pour le domaine 2 = R?. «

Définition 4 }

On appelle ordre d'une EDP l'ordre de la plus grande dérivée présente dans I'équation.

Exemple 7
L’équation

Upy + 2y3uxy + (uy)4 =1, (x,y) € R?

est une EDP d’ordre 2 en dimension 2. =



1.2. Equations aux dérivées partielles

{Définition 5 }

Une solution de 'EDP (1.4) est une fonction u = w (x,y,---) des variables indépendantes

x,y, - dont les dérivées partielles apparaissant dans 'EDP existent aux points de €2 et
telle qu’apres avoir substitué cette fonction et ses dérivées partielles dans ’EDP, celle-ci est

satisfaite.

Exemple 8
L’équation

Upy — Uyy = 0, (2,9) € R?

est une EDP d’ordre 2 en dimension 2 et les fonctions u (z,y) = (z 4+ y)° et v (x,y) = sin (z — y)

sont deux solutions de cette derniere équation. En effet, on a
Uy =3 (x+9)°, uy=3@+9)", Upe=6x+7Yy), uy =6+

et nous obtenons alors

Upy — Uyy =6(x+y) —6(x+y) =0.

Ainsi on a
vy =cos (T —y), vy=—cos(T—Y), Uy =—sin(z—y), v, =—sin(z—y)
et nous obtenons aussi

Ugy — Vyy = —sin(z —y) — (—sin(z —y)) = 0.

On voit par ce dernier exemple que les solutions d'une EDP peuvent étre tres différentes. Il y

a en général une infinité de solutions pour une EDP donnée.

Exemple 9

Prenons par exemple 1’équation
u, =0 avec u=u(z,y).

Alors toutes les fonctions u (z,y) = f (z) sont des solutions de cette équation.



1.3. Equations aux dérivées partielles linéaires

En général une EDP est complétée par des conditions initiales et/ou aux frontieres. Ces condi-
tions peuvent étre de nature tres différente et influent fortement sur I’existence et la forme des

solutions et dans une situation idéale peut réduire le nombre de solutions jusqu’a une seule.

Définition 6 }

En mathématiques, un probleme est dit bien posé s’il a une solution et si cette solution est

unique.

Exemple 10
Considérons 'EDP suivante

Uy =0 avec u=u(z,y).

En intégrant par rapport a y, on obtient
u, = f ().

En intégrant par rapport a x et en notant g une primitive de la fonction arbitraire f, on obtient
u(x,y) = g(x)+ h(y) ou h est une fonction arbitraire de la variable y.

En pratique, parmi toutes les solutions possibles, on en cherche une qui vérifie des contions
supplémentaires. Ces conditions sont, en général, imposées sur le bord du domaine ) et
s’appellent conditions aux bords. Par exemple si on impose les conditions u (x,z) = x et

Uy (z,2) = 0 on obtient une unique solution u (z,y) = y. =

1.3 Equations aux dérivées partielles linéaires

Pour ce qui suit, un opérateur L désignera une transformation qui associe a toute fonction
réguliere u = u (x,y,---) de plusieurs variables z,y, - -+ sur un domaine {2 une fonction Lu =
Lu (x,y,- - ) sur ce méme domaine. Le qualificatif "réguliere” signifie ici que Lu est bien définie.
Parfois il faudra exiger que les dérivées partielles de u existent jusqu’a un certain ordre.
Exemple 11

Si u = u(x,y), alors Lu = u, est un exemple d’opérateur. Cependant pour que Lu soit bien
définie, il est nécessaire que la dérivée partielle de u par rapport a x existe sur le domaine €2;

c’est ce que signifie "réguliere” dans ce cas-ci. =



1.3. Equations aux dérivées partielles linéaires

L’équation (1.4) peut s’écrire sous la forme L (u) = f (z,y,---) ou f (z,y,- - ) est une fonction

des variables indépendantes, L est un opérateur et u est une fonction a déterminer.

(Définition 7 )

Un opérateur L est linéaire si et seulement si L (au + bv) = aL (u) + bL (v) quels que soient

les nombres réels a, b et les fonctions régulieres u, v.

{Définition 8 )

Une EDP est dite linéaire si elle est de la forme Lu = f(z,y,---) ou L est un opérateur

linéaire, f (x,y,---) est une fonction des n variables indépendantes, (z,vy,---) appartient a
un domaine €2 convenable de R™ et u est la fonction recherchée.
Si en plus f(x,y,---) = 0, on dit alors que I’équation est linéaire homogene. Sinon elle est

non-homogene.

Exemple 12
L’équation

U+ YUy + 27Yty, = 1 + 1y, ot u =u(z,y) et (v,y) € Q =R?
est une EDP linéaire non-homogene. Dans cet exemple,

Lu = u 4 yug, + 2xyu,,

est un opérateur linéaire et f (z,y) = 1 + xy. En effet L est linéaire, car si a et b sont deux
nombres réels quelconques et u et v deux fonctions régulieres (i.e. il faut que u et v soient des

fonctions dont les dérivées partielles apparaissant dans la définition de Lu existent sur = R?),

alors
L (au+ bv) = au + bv + y (augy + bug,) + 22y (aty, + buy,)
= a (U + YUgy + 22yuyy) + b (U + YUz, + 22yu,,)
=alL (u) +bL (v).
Exemple 13

Une autre EDP est
Upllyy + TUU, = siny, ol u=u(z,y) et (v,y) € Q=R
Cependant cette équation n’est pas linéaire. Dans ce cas,

Lu = ugty, + zuu,

10



1.3. Equations aux dérivées partielles linéaires

n’est pas un opérateur linéaire et f(z,y) = siny. Pour vérifier que Lu n’est pas linéaire,
il suffit de considérer par exemple les deux nombres réels a = b = 1 et les deux fonctions
u(z,y) = u(x,y) = 2. Avec ces choix, nous obtenons que L (u + v) = 16z, Lu = Lv = 4x et

clairement L (u+v) # Lu+ Lv. =

1.3.1 Equations aux dérivées partielles linéaire d’ordre 2

Une EDP linéaire d’ordre 2 avec n variables indépendantes sera de la forme

ij=1 i=1
ou Aj;;, B;,C et D sont des fonctions des variables indépendantes 1, x9, - ,x,. Dans cette

situation, nous supposerons que les solutions recherchées u ont toutes leurs dérivées partielles
Uz, € Upy,, 1<0,7<n

continues sur {2. Ceci a comme conséquence
Ugyp; = Ugjey;, 1< 0,7 <

Nous pouvons alors supposer sans perte de généralités que A;; = Aj;. 1l suffit de remplacer
chacune des fonctions A;; avec ¢ # j par % (Ai; + Aji). L’EDP n’est pas modifié et alors nous
avons bien avec ces nouvelles fonctions que A;; = Aj. Si D = 0, alors 'équation (1.5) est

linéaire homogene.

Certaines des queutions classiques de la physique sont des EDP linéaires homogenes d’ordre 2.

Trois de ces équations sont les suivantes.
e [’équation des ondes :
U = ¢ (Ugy + Uyy + Uzz), OU u=u(x,y,2,1t).
e [’équation de la chaleur :
U =k (Ugy + Uyy + 1), o0 u=u(z,y,z2,1t).
e [’équation de Laplace ou du potentiel :

Ugy + Uyy + Uz, =0, o u=u(z,y,21).

La recherche de solutions de ces trois équations sera étudiée plus tard.

11



1.4. Equation aux dérivée partielle non-linéaire

1.4 Equation aux dérivée partielle non-linéaire

1.4.1 Equation aux dérivée partielle quasi-linéaire

Définition 9 )

Une EDP est dite quasi-linéaire si elle est linéaire par rapport aux dérivées partielles d’ordre

le plus élevé de la fonction wu.

Exemple 14

Une EDP du seconde ordre en dimension 2 est quasi-linéaire si elle est de la forme :
A (l’, Y, U, Ug, uy) Ugg + B (xv Y, u, Ug, uy) uxy + C (.17, Y, Uy Uy, uy) uyy =D (l’, Y, U, Ug, uy) )

ol A, B,C et D sont des fonctions définies dans un domaine de R, =

Exemple 15

L’équation u?u,, + u, = x + y est quasi-linéaire. u

1.4.2 Equation aux dérivée partielle non-linéaire

Définition 10 }

On dit qu'une EDP est completement non linéaire si elle dépend non linéairement de ses

termes d’ordre le plus élevé.

Exemple 16

Léquation (u,)” + (u,)? = 1 est completement non linéaire.

1.5 Exercices

Exercice 1.1

Pour chacune des équations aux dérivées partielles ci-dessous, indiquer son ordre, si elle est
linéaire ou non, si elle est linéaire homogene ou non.

a) Uy + .I'Quy =Y, b) (Uz)z + Uy = 17 C) Ugpzr T QUCE:Eyy + Uyyyy = 0’

d) Uy + 2uyy + Uy, =sinx,  €) Uy +uy +sin(u) =¢e¥, ) uguy, +uy +u, +u=0.

12



1.5. Exercices

Exercice 1.2

2

Vérifier que les fonctions u (z,y) = 22 — y* et u(z,y) = e®siny sont bien des solutions de

I’équation
Ugg + Uyy = 0.

Exercice 1.3

Déterminer la solution générale de I'équation wu,, +u =0, ol u = u (x,y).

Exercice 1.4

Déterminer la solution générale de
Ugy — Uyy =0, ol u=u(x,y)

en utilisant les nouvelles coordonnées : ¢ =x+yetn=x—y.

Exercice 1.5

Montrer que I'équation de la chaleur
U =k (Ugy + Uyy)
exprimée en coordonnées polaires : 7 = /2% +y?, 0 = Arctg ¥ est

1 1
u =k (urr+—QU99+—ur) oun u=u(x,y,t)=u(rbrt).
r r

13
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2.1. Généralités

2.1 Généralités

Les équations aux dérivées partielles du premier ordre sont de la forme
F(z,y, -, u,ug,uy, ) =0, (z,y,2,---)€QCR" (2.1)

Nous allons débuter notre étude en considérant les EDP linéaires d’ordre 1. Nous allons re-
streindre notre discussion aux équations linéaires n’ayant que deux variables indépendantes,

¢’est-a~dire aux équations de la forme
Au, + Bu, + Cu= D, (z,y) € Q C R?,

pour lesquelles A, B,C et D sont des fonctions de z et y continiment différentiables sur le
domaine ).

La méthode exposée pour résoudre ces équations sera la méthode des courbes caractéristiques.
Cette méthode peut aussi étre adaptée au cas des EDP linéaires d’ordre 1 ayant plus de deux

variables indépendantes.

Exemple 17 ((Equation de transport ou de convection))
Le modele unidimensionnel de convection décrit la propagation d’un contaminant a travers un
tube par

ut+cu$:f7

ol ¢ est une constante positive, elle correspond a la vitesse de concentration du contaminant,

u est la concentration en contaminant. C’est une approximation de 1’équation de diffusion
1
Up = —Cuy, + §Du:m +f

lorsque le coefficient de diffusion D est presque nul. =

Il est aussi possible dans certains cas de remplacer une EDP d’ordre supérieur par un systeme
d’équations d’ordre 1. Ceci est une autre situation dans laquelle des équations d’ordre 1 appa-

raissent naturellement. Considérons I’exemple de 1’équation des ondes
2 —
Uy — C Uyy = 0. (2.2)
Nous pouvons la récrire sous la forme suivante

w2 2N (2 9N~
Y = Ctlaee =\ 5y T )\t ~ ‘o ) T
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2.2. Courbes et surfaces paramétrées

Noter que, dans ce qui précede, nous supposons que les dérivées partielles de u d’ordre m < 2

sont continues sur {2 et ceci a comme conséquence que
Uty = Ugt-
L’équation des ondes (2.2) est donc équivalente au systeme d’EDP linéaires d’ordre 1 suivant

Uy — ClUy = 0,
vy + cv, = 0.
Nous pouvons déterminer v a partir de la deuxieme équation et ensuite résoudre la premiere

équation en y substituant v.

2.2 Courbes et surfaces paramétrées

2.2.1 Courbes paramétrées dans R?

Avant de décrire la méthode des courbes caractéristiques, nous allons rappeler les notions de
courbe paramétrée dans le domaine ouvert € C R? et de dérivée directionnelle d'une fonction
de deux variables dans une direction 3 Ces deux notions seront essentielles pour le reste de

ce chapitre.

{Définition 11 )

Une courbe C' paramétrée est I'image d’une fonction v : I — €2 d’un intervalle ouvert I de R

vers le domaine € de R? définie par
sy (s)=(x(s),y(s)) pour tout s € I.

On dit alors que v est une paramétrisation de C'.

Exemple 18

Le cercle de centre (xo,%p) et de rayon r est une
Yo

N

Cercle de centre (zg, o) et de rayon r

courbe paramétrée par la fonction

t— v (t) = (xg+rcoss,yo+rsins), 0 <s < 2,

16



2.2. Courbes et surfaces paramétrées

Dans ce qui suit, nous supposerons que les fonctions s — x (s) et s — y(s) sont continiment

dérivables sur 1. Dans cette situation, le vecteur

7 (s0) = (2" (s0) , 4/ (s0))
est un vecteur tangent a la courbe C' au point (x (so),y (So))-
Soient f (z,y) une fonction définie sur le domaine Q, (xq,yo) € 2 et d = (dy, ds) une direction,
c’est-a-dire que 3 est un vecteur non-nul de R?. Alors la dérivée directionnelle de f au point
(20, yo) dans la direction d est

. fxo+tdy,yo +tda) — f (o0, y0)
/ _
I3 (20, Yo) = %1_1)% ‘

pourvu que cette limite existe.

Si les dérivées partielles de f sont continues sur €2, alors

/ 0 0
J5 (o, o) = 8_£ (o, yo) di + 8_5 (0,Y0) d2 = V f (0, Y0) - d. (2.3)
Ici Vf (zo,y0) dénote le gradient de f au point (xg,yp), ¢’est-a-dire

Vf (.To, yO) = (% ('TOJ yO) ) g_ch (xo,y0)> .

Dans I'équation (2.3), V f (zo, o) - 3 désigne le produit scalaire de V f (zo, yo) et 3

2.2.2 Surfaces paramétrées dans R?

{Définition 12 )
Une surface paramétrée de classe C* dans R? est une fonction ¢ de classe C* d’un domaine 2

de R? dans R?.

p: QCR? = R3

(SvT) '_>¢(877_) = (¢1 (577_)7¢2 (S7T)’¢3 (577_))'

17



2.3. Méthode des caractéristiques

Définition 13 (Surface paramétrée)

L’image S = ¢ () = {¢ (s,7) € R3, (s,7) € Q} s’appelle support géométrique de la surface

paramétrée ¢.

Exemple 19

Le cylindre, la sphere et 1’hélicoide dans R? sont paramétrés respectivement par les fonctions
¢ (s,7) = (rcoss,rsins,7),s € [0,2x[,7 € I CR,
o (s,7) = (rcosssint,rsinssint,rcost),s € [0,2n[,7 € [0, 7],

Y (s,7) = (scosT,ssinT,7), (s,7)€QCR.

Q
NS =7

Spheére Hélicoide

Cylindre

2.3 Meéthode des caractéristiques

Revenons maintenant a la méthode des courbes caractéristiques. Cette méthode sera utilisée
pour résoudre des problemes avec valeur initiale, ¢’est-a-dire qu’en plus de 'EDP, nous exigeons

que les solutions recherchées satisfassent a une condition initiale.

2.3.1 Equations a coefficients constants

Avant d’exposer les différentes étapes de la méthode, nous allons premierement illustrer celles-ci

dans un exemple simple.

18



2.3. Méthode des caractéristiques

L’exemple le plus simple d’équation aux dérivées partielles est I’équation de transport homogene
us + cu, = 0,

ou c est une constante réelle donnée.
Nous voulons déterminer toutes les solutions v = wu (z, t) qui satisfont a 'EDP et a la condition
initiale

u(z,0)= f(x).

Nous disons ici initiale parce que cette condition correspond a fixer les valeurs de u pour ¢ = 0.

Considérons toutes les courbes paramétrées ayant une paramétrisation

v: R — R?
s > 7y(s) = (z(s),t(s))
et dont le vecteur tangent ' (s) = (2’ (s),t (s)) au point v (s) = (z(s),t(s)) est (¢, 1) pour
tout s € R. Dans ce qui précede, () est la dérivée par rapport & s. Les fonctions z (s) et ¢ (s)

satisfont aux deux équations différentielles ordinaires

Si nous fixons ¢ (0) =t et x (0) = xp, il y a une et une seule solution a ce systeme d’équations

différentielles, a savoir
t(s)=s+ty et x(s)=cs+zy pourtout s € R.

Si nous considérons maintenant les valeurs

d’une solution u sur ces courbes, alors nous obtenons par la regle de dérivation

d_oudt | ouds
ds Otds Oxds

= u; + cu, = 0.

Ce qui signifie que la dérivée directionnelle de v = u (x,t) dans la direction du vecteur tangent
(2’ (s),t (s)) = (¢, 1) est nulle pour tout point (z (s),t(s)) avec s € R.
Parce que Z—Z = 0, nous savons que u est constante par rapport a s.

Noter que la solution u est constante sur les courbes

s (z(s),t(s)) = (cs+ xg, s+ ty) avec s € R.
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2.3. Méthode des caractéristiques

Notons cette constante par ug. Nous avons donc
x(s)=cs+wxo, t(s)=s+ty et u=up.
Chacune des courbes dans R? donnée par la paramétrisation
s +— (z,t,u) = (cs + xg, s + to, up) avec s € R

est ce qu’on appellera une courbe caractéristique.

Nous n’avons pas encore tenu compte de la condition initiale u (z,0) = f (z). De plus nous

n’avons pas pour l'instant décrit v en fonction de x et ¢, mais plutot en fonction de s.

Les valeurs initiales possibles (zg,tg,ug) peuvent aussi étre paramétrées par une courbe de
valeurs initiales : xy = 7,tp = 0,up = f(7) avec 7 € R. Donc si nous décrivons z,¢,u en

fonction de s et , nous obtenons
z(s,7)=cs+1, t(s,7)=s et u(s,7)=f(1).

Il est possible de visualiser ces derniéres équations en concevant les points (x,¢,u) comme étant

sur une surface paramétrée par
(s,7) ¥ (2 (s,7),t(s,7) ,u(s, 7))

Ceci est illustré a la figure ci-dessous dans le cas ot f (z) = 1—2%,c=1,0<s<let0<7 < 1.

r—ct=0

r—ct=1

Ainsi on peut écrire z et t en fonction de s et de 7 :

s=t, T=x—cs=x—cl.
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2.3. Méthode des caractéristiques

En substituant ces valeurs dans ’expression de u, nous obtenons
u(z,t) = f(r)=f(z—c),
qui satisfait bien & la condition initiale u (z,0) = f (x), et vérifie I’équation de transport
u+ cuy, = —cf (x —ct)+c- f (x —ct) =0.

Dans cette solution u (z,t) = f (x — ct), nous voyons que 'information initiale u (z,0) = f ()
est transmise le long des courbes caractéristiques, c’est-a-dire que u (z,t) est constant pour
tous les points (z,t) tels que z — ct est une constante. Ici les courbes caractéristiques sont de

la forme x — ¢t = k ou k une constante. Nous avons illustré ceci a la figure ci-dessous.

Cette figure illustre aussi pourquoi 'EDP u; + cu, = 0 est appelée I’équation d’onde unidirec-

tionnelle. Nous voyons bien la propagation de 1'onde.

21



2.3. Méthode des caractéristiques

2.3.2 Equations a coeflicients variables

Décrivons maintenant la méthode générale des courbes caractéristiques pour résoudre le probleme

a valeur initiale suivant
Auy + Buy +Cu=D avec u(X(1),Y(r))=f(r), Vrel, (2.4)

ou A, B,C,D sont des fonctions continiment différentiables de = et y; v = wu(x,y) est a
déterminer, I est un intervalle et X (7),Y (7) et f (7) sont des fonctions continiiment différentiables
de 7 € I données.

Nous supposerons au départ que (A (z,y), B (z,y)) # (0,0) pour tout point (z,y) € Q. Con-

sidérons toutes les courbes paramétrées ayant une paramétrisation

v: R — R?
s —(z(s),y(s)),

et dont le vecteur tangent

est
(A@(s),9(), Bx(s),y(s) aupoint v (s) = (x(s),y(s)), s€R.
Ici () désigne la dérivée par rapport & s. Nous obtenons ainsi un systéme de deux équations

différentielles ordinaires
dx

= A(z,y) et dy _ B (x,y). (2.5)

=
Si nous fixons z (0) = z et y(0) = yo, il y a alors une et une seule solution a ce systeme
d’équations différentielles ordinaires, a cause de I'hypothese que (A(x,y), B (z,y)) # (0,0)
pour tout point (z,y) € Q. Noter qu’il est en général difficile de résoudre explicitement un tel
systeme.

Si maintenant nous considérons les valeurs u (s) = (z (s) , y (s)) d’une solution u sur ces courbes,

alors nous obtenons par les regles de dérivation

du _ouds oudy
ds Oxds Oyds

= Az (s),y(s)) ua (z(5),y(5)) + B (s),y(s))uy (x(s),y(s))
= —C(z(s),y(s)u(z(s),y(s)+D(x(s),y(s)).
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2.3. Méthode des caractéristiques

Noter que I'équation Au,+Bu, = —Cu+D nous permet de conclure que la dérivée directionnelle

de u = u (x,y) dans la direction du vecteur tangent +' (s) au point v (s) est

—C(z(s),y () u(z(s),y(s)+D(x(s),y(s)).

L’équation
du
ds

est une équation différentielle ordinaire dont u (s) est une solution. Les fonctions z (s),y (s)

—C(x(s),y(s))ut D(z(s),y(s)) (2.6)

sont déterminées par les équations (2.5). Si nous fixons u (0) = ug, alors I’équation (2.6) a une

et une seule solution u (s).

{ Définition 14 )

Les courbes dans R?® données par les paramétrisations

s> (2(s),y(s),u(s))

sont les courbes caractéristiques de I’équation (2.4).

Pour chaque point (z, yo, ug), il y a une seule courbe caractéristique s — (x (s),y (s),u(s))
passant par ce point (xg,yo,up) & s = 0. Pour chaque 7 € I, nous aurons une courbe car-
actéristique

s (z(s,7),y(s,7),u(s,1))

en prenant ci-dessus g = X (7),y0 = Y (7) et ug = f (1) et telle que
(x(0,7),y(0,7),u(0,7)) = (X (r),Y (1), f (7)) pour tout 7 € I.
Nous obtenons ainsi une paramétrisation d’une surface
(s,7) — (x(s,7),y(s,7),u(s, 7))
dans l'espace des (z,y,u) contenant la courbe C des valeurs initiales
T (X(7),Y (1), [ (7)),

ainsi que toutes les courbes caractéristiques s — (z (s,7),y (s,7),u (s,7)). Nous avons illustré

ceci a la figure ci-dessous.
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2.3. Méthode des caractéristiques

Courbes caractéristiques

Courbe des valeurs initiales
(X(7),Y (1), £(7)) /// /

8

Nous supposerons aussi que le jacobien

Oy |3 5| 0xdy Oxdy

9(s,7) | oy oy | 0soOr 0Ords
ds Ot

pour les points (s,7) = (0, 7) avec 7 € I, alors il est possible d’écrire s et 7 comme des fonctions
s =s(z,y) et T =7 (x,y) continiiment différentiables de z et y. Ceci est une conséquence du
théoreme des fonctions inverses.

En d’autres mots, la fonction

(s,7) = (2 (5,7) 4 (s,7))

a une fonction inverse
(z,y) — (s (z,y),7 (z,9))

dans un voisinage de (s,7) = (0,7). En substituant ces expressions pour s et 7 dans u (s, ),

nous obtenons u = u (x,y) comme fonction de z et y.
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2.3. Méthode des caractéristiques

Remarque 15

Nous avons fait deux hypotheses dans notre description de la méthode des courbes car-
actéristiques.

La premiere est que le vecteur (A (z,y), B (z,y)) # (0,0) sur le domaine €. Dans le cas ou
il y aurait un point (zg,y) € Q tel que (A (x,y), B (x,y)) = (0,0), alors les équations (2.5)
n’ont pas nécessairement une solution unique. Il peut y avoir plusieurs solutions ou encore

une solution qui approche le point (zg,y) en faisant une spirale autour de ce point.
9(z,y)
9(s,7)

(s,7) = (0,7) avec 7 € I. Si ce jacobien s’annule pour un (0, 7)), alors nous ne pouvons

Une seconde hypothese que nous avons fait est que le jacobien = (0 pour les points

pas nécessairement écrire s et 7 comme des fonctions de x et y. Dans ce cas, la méthode ne
fonctionne pas nécessairement. De plus, il arrive dans certains de ces cas qu’il n’y ait pas de

solution.

Exemple 20
On considere 1'équation
Uy + TYUy = ny.
Avec la condition
u(0,y) =¥ (y).
Nous avons A (z,y) = 1 et B(z,y) = xy. Alors la condition (A (x,y), B (z,y)) # (0,0) est

satisfaite. Considérons le systeme d’équations différentielles ordinaires

dx

— =1 0)=0
ds ’ z(0) ’
j—izxy, y(0) =T

La premiere équation a pour solution z (s) = s. La deuxiéme équation a pour solution

2

y(s)=rez.

La solution du systeme précédent est donc

»

s

x(s)=s et y(s)=71ez.

Si on considere maintenant u comme une fonction de s, i.e. u(s) = u(z(s),y(s)), alors par
les regles de dérivation et le fait que u est une solution de 'EDP, on obtient

du dm@ dy@

oe “d _ 2 _ 2,87 _ _ _
ds dsox dsoy Y T avec 1 (0) = u (z (0),y(0)) =u(0,7) = ¢ (7).
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2.3. Méthode des caractéristiques

Cette équation différentielle est équivalente a du = r2s¢’’ds. En prenant une primitive de

chaque membre et en tenant compte de u (0) = ¢ (7) on obtient

u(s) = (1) + =72 <es2 - 1) :

Alors pour chaque 7, la courbe caractéristique est

T— (z(s,7),y(s,7),u(s, 1)) = <s,7’es22,t,0(7) + %7’2 (652 — 1)) .

s2

La fonction (s,7) — (z (s,7),y (s, 7)) = (s, 767> a une fonction inverse. En effet, s = x et

[V

_s? _z?
T =ye 2 =ye 2

En substituant les expressions pour s et 7 dans u (s, 7) par leurs valeurs en fonction de x et y

on obtient la solution du probléme :
22 1
u(z,y) =¢ <y6‘7) + §y2 (1 - e‘””2> :

On peut vérifier que cette fonction est bien la solution du probleme. En effet, on a

_ -z _z2 1 2 —x2
— = —yxe 2¢ (ye 2 +§y 2ze ,

Ay
Donc
ou ou _ a2 ’ _a? 1 2 —x2 > _a? —x
— Fay— = —yre 2 (ye 2>—|——y (25(]6 >+xye 2@ (ye 2)+:L°yy<1—e >
ox dy 2
= :l:yQ.
et

2.3.3 Equation des ondes

Nous allons maintenant décrire la solution de d’Alembert a I’équation des ondes dans le cas
d’une corde vibrante. Le probleme est le suivant. Il faut déterminer la fonction w (z,t) telle
que

Uy — gy =0 avec u(z,0) = f(z) et wu(z,0)=g(z).
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2.3. Méthode des caractéristiques

Ici ¢ est un nombre réel strictement positif (¢ > 0) donné, f(x) et g(z) sont des fonctions
données. Physiquement u (x,t) est le déplacement vertical d'une corde vibrante au point x de
cette corde au temps t. Nous supposons que la corde est suffisamment longue pour que les
extrémités n’interferent pas pendant l'intervalle de temps pour lequel nous considérons u. f (z)
est le déplacement initial de la corde et g (z) est la vitesse (verticale) initiale.

Comme nous ’avons vu, nous pouvons récrire 'EDP uy — c?u,, = 0 sous la forme du systéme

Up — ClUy = 0,
o (2.7)
v + cv, = 0.

Nous allons donc premierement déterminer v en tenant compte des conditions initiales. A ¢t =0,

nous obtenons de la premiére équation du systeme (2.7) que

v (z,0) = u (x,0) — cuy (z,0) = g (z) — cf (z),
ue (2,0) =g (x) et u(z,0)=f(z) = us(z,0)=f(2).

Ainsi la fonction v (z,t) sera une solution du probléeme & valeur initiale suivant
v+ cv, =0 avec v(z,0)=g(z) —cf (x).
Comme nous ’avons vu précédemment la solution de ce probleme est
v(z,t)=g(x —ct) —cf (x—ct).

Maintenant il nous faut considérer la premiere équation du systeme (2.7) avec la solution v (z, t)

ci-dessus. Nous obtenons le nouveau probleme a valeur initiale suivant
u—cuy, =g(x —ct) —cf (x—ct) avec u(z,0)= f(z).

Nous devons premierement déterminer les courbes caractéristiques. Il nous faut donc considérer
les équations différentielles ordinaires

dx dt_l du

Tme, =1 S =gl (s) = et () — of (5 () — et (5)).

De plus la courbe des valeurs initiales est
T — (X (7),T(7),u(X (7),T (7)) = (7,0, f (7))
De ceci, nous obtenons
x(s,7)=—cs+T1, t(s,7)=s,
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2.3. Méthode des caractéristiques

ainsi que

d
d—u:g(—cs—i-T—cs)—cf’(—cs+7'—cs).
s

En intégrant, on trouve

w(s,r) = F(r) + / (g (—2E +7) — of (—2c€ + 7)) dé.

En considérant la substitution A = —2¢£ + 7 dans cette intégrale et parce que d\ = —2cdg,

nous obtenons
1

2

/ T ) — e () dx.

Il est facile de vérifier que s =t et 7 = x 4+ ¢s = x + ct. En substituant ceci dans I'expression

u(s,7) = f(7)

pour u ci-dessus, nous obtenons que

1 x+ct
u@t)=f@ret o [ @)= e () dr
r—ct
Nous pouvons intégrer f’(\) par rapport & A. Conséquemment

u(x,t) =

L F b a) + f (o et) )+i/mg(x)cm.

2c T—ct
Ceci est la solution obtenue par d’Alembert.

Exemple 21

Par exemple, si le déplacement initial et la vitesse initiale sont respectivement

sin x si0<z<nm
f(z)= _ et g(z) =0,
0 sinon

alors le déplacement vertical u sera

u(:c,t)z%(f(l’%—d)—l—f(ﬂﬁ—ct))

(

0 si (z,t) € Uy UQ,
B Lsin (z + ct) si (z,t) € Qo
N s(sin(z+ct)+sin(z—ct)) si(z,t) € Qs,
\ 3 sin (z — ct) si (z,t) € Qs,

ol €2y, 29, (23, Qy, Q5 et Qg sont les régions représentées dans la figure ci-dessous.
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2.4. Exercices

z+ct=0 T+ct=m z—ct=0

r—ct=m

Q4

Ql QB

Nous avons ainsi deux ondes: 1'une se déplacant vers la droite et 'autre vers la gauche. =

2.4 Exercices

Exercice 2.1

Résoudre le probleme a valeur initiale suivant.

ur+cuy + Au=0 avec wu(z,0)=f(x),

ou A > 0, f(x) est une fonction donnée et u = u (z,1).

Exercice 2.2

Résoudre le probleme a valeur initiale suivant.

up + cuy = h(z,t)  avec wu(x,0)=f(x),

ou ¢ est un nombre réel non nul, h (z,t) est une fonction donnée et u = u (x,t).

Exercice 2.3

Résoudre le probleme a valeur initiale suivant.
x N
ur+eu, =0 avec wu(z,0)=z, ou u=u(zt).

Exercice 2.4

Considérer la solution de d’Alembert de 1’équation des ondes pour le déplacement initial

f (z) et la vitesse initiale g (x) suivants :

a) fx) = et g(z) =0, b) f(x) =0 et g(z)=u.

c) f(z)=sinx et g(r)=—ccosz, d) f(z)=sinz et g(x)=ccosz.
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2.4. Exercices

Exercice 2.5

Considérer I’EDP linéaire non-homogene
Uy — CPUpe = b (3,1),
avec les conditions initiales
u(z,0) = f(z) et w(r,0)=g(x),

ou ¢ est un nombre réel positif, h (z,t), f (z), g (x) sont des fonctions données et u = u (x,t).

a) Montrer que ce probléme est équivalent au systeme

v+ v, =h(x,t), v(zr,0)=g(x)—cf (),
u —cuy = v, u(z,0)=f(x).

b) Déterminer la solution du probleme a valeur initiale
Uy — Uy =+t avec u(z,0) =z et wuy(r,0)=sinz

en procédant comme nous l’avons fait en décrivant la solution de d’Alembert pour I’équation

des ondes.

30



Chapitr
€

Equations aux dérivées partielles

linéaires du second ordre

Sommaire

3.1 Classification des équations aux dérivées partielles dans R> . ... 32

3.2 Courbes caractéristiques . . . . . . . v v i it e e e e e e e 33
3.3 Réduction a la forme standard . ..... ... ... ... ..., 36
3.3.1 Changement de variables . . . . . . ... ... ... ... ... 36
3.3.2 Formesstandards . . . . . . ... ... 38
3.3.3 Equations linéaires a coefficients constants . . . . . . .. .. ... .. 45
3.34 Equations de dimension supérieure . . . . . ... ... 47
3.4 EXercices . . . . . . i i i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e 47

31



3.1. Classification des équations aux dérivées partielles dans R?

Nous décrirons dans ce chapitre comment classifier les EDP linéaires d’ordre 2. Nous aurons
trois types d’EDP: hyperboliques, paraboliques et elliptiques. Ensuite nous décrirons la forme
canonique obtenue apres un changement de coordonnées pour chacun de ces types d’EDP.
L’équation (1.5) du premier chapitre décrit la forme générale de ces équations avec n variables
indépendantes. Nous nous restreindrons au cas oun = 2. Ainsi les EDP que nous considérerons

initialement seront de la forme suivante :
Augy + Bugy + Cuyy + Duy + Euy + Fu =G, (3.1)

avec A, B,C, D, E, F et G sont des fonctions de x et de y qui ne s’annulent pas simultanément.
Nous supposerons aussi que u, A, B,C, D, E/, F' et G ont toutes au moins des dérivées partielles

d’ordre m = 2 continues sur un domaine €2 du plan zy.

3.1 Classification des équations aux dérivées partielles

dans R?

On définit le discriminant A en (z,y) par

A(z,y) = (B(z,y))’ —4A(z,y) C(z,y). (3.2)

Nous classons I’équation (3.2) selon le signe de A (z,y).

{Déﬁnition 16 }
L’équation (3.2) est dite hyperbolique (respectivement parabolique, elliptique) au point

(zo,Y0) € 2 si et seulement si A (xg,yo) est positif (respectivement nul, négatif).
Si une EDP est hyperbolique (respectivement parabolique, elliptique) pour tous les points
(z,y) du domaine 2, on dit alors qu’elle est hyperbolique (respectivement parabolique,

elliptique) sur Q.

Exemple 22

Les trois équations fondamentales des mathématiques physiques sont classées comme suit :

e L’équation des ondes uy — c*uy, = 0 est hyperbolique car

Az,y) =0—4x1x (=) =4¢" > 0.
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3.2. Courbes caractéristiques

e [’équation de la chaleur u; — cu,, = 0 est parabolique car

A(z,y) =0—4x0x(—c)=0.

e L’équation de Laplace u,, + uy, = 0 est de type elliptique car

Az,y) =0—4x1x1=-4<0. .

Remarque 17

Si les coefficients de ’équation ne sont pas constants, le type de ’équation peut étre différent

dans différentes parties du plan zy.

Exemple 23

Pour I'équation 2, — 2ugy, + yu,, = 0 nous avons A (r,y) =z,B(x,y) = =2,C (x,y) = y et
Y

Az, y) = (B ($7y>)2 —4A (z,y) C (z,y) = 4 — 4zy.

/ Fparabnlique

Donc cette EDP est parabolique sur la courbe

chliytiquc

Fparabilique = {(:L'7y) € R2 / Ty = 1} )

thpcrbolique

elle est elliptique sur le domaine

e

Qelliptique = {(SE, y) e R? / Ty > 1} Lparabotique

slelliptique
et elle est hyperbolique sur le domaine

thperbolique = {(l’,y) € RZ / Ty < 1} .

3.2 Courbes caractéristiques

Soit I':x =

(t
dire (‘fi—‘f)z + (%) > 0, on cherche une solution u (z,y) de 'EDP (3.1) :

),y = (t) une courbe paramétrée de R* dont tout point est régulier, c’est-a-
2

Augy + Bugy + Cuyy + Duy + Fuy + Fu = G,

qui vérifie des conditions supplémentaires sur I'. On suppose connue la valeur de u sur I' ainsi

que celle de ses dérivées u, et u,. Si u est completement déterminée, ses dérivées secondes
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3.2. Courbes caractéristiques

Uyy, Uzy €t Uy, doivent étre déterminées sur I'. Pour les trouver nous joignons a 'EDP (3.1)

celles qu’on trouve en u, (¢ (t), 9 (t)) et w, (¢ (t), 9 (t)), on obtient le systeme suivant :

@ ()t (0 ()9 (£)) + 0" (8) uay (0 (1), 9 (1) = Guw (@ (1) 00 (1)),
(1) oy (9 (1) 1 (1)) + 2 (8) uyy (0 (1), 90 (1)) = Gruy (0 (1) 00 (1)
Attgy (0 (8) 9 (1)) + Buay (0 (8) 9 (1) + Cuyy (¢ (1) ;¥ (1)) = = Duy = Euy — Fu+G.
Soit
¥ (1) P (t) 0
At) = 0 ¥ (1) P (t)
Alp (), ¢ @) Ble®),v (1) Clet),v ()

= C(¢' (1) = B ()¢ (1) + AW (1))

Si A # 0 les dérivées secondes sur I' sont déterminées de fagon unique. Si A = 0 le systeme

précédent a soit aucune, soit une infinité de solutions.

{Déﬁnition 18 }
On appelle courbes caractéristiques de 'EDP (3.1) les courbes régulieres I' : @ = ¢ (t),y =

¥ (t) de R? qui annulent la quantité
A(t)=C(¢ (1) =B ()¢ (t) + A ().

On dit que I' n’est caractéristique en aucun point si A (¢) # 0 pour tout ¢.

A Théoréme 19 )

e Si A # 0 les courbes caractéristiques sont les solutions de ’équation différentielle

A(z,y) (j—i) —B(x,y)j—i%—C’(x,y) =0.

e Si C # 0 ce sont les solutions de I'équation différentielle

C(x,y) (3—5) —B(x,y)%+A(x,y):0.

e Si A= (C =0 ce sont les droites x = constante et y = constante.

Démonstration. Soit I' : z = ¢ (t),y = ¢ (t) une courbe caractéristique réguliere de 'EDP

(3.1). Supposons A (¢ (t),1 (t)) # 0 au voisinage de ty. Si ¢’ (¢) alors ¢’ (t) doit aussi étre
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3.2. Courbes caractéristiques

nul et donc au voisinage de ¢y cela ne peut définir une courbe, donc dans un domaine ou
A(xz,y) # 0, ¢'(t) # 0. La tangente a I' n’est pas verticale, I est définie par un fonction
y = f(z) cest-a-dire x = z, y = f(x) et Zﬁ:—gg = f'(t) donc A = 0 est alors équivalente a
Alx,y) (Z—Z)z—B(x,y)%—i-C(x,y) = 0.

On raisonne de fagon analogue au voisinage d’un point o C' # 0. Dans un domaine ou
A=C=0, A=0devient B (¢ (t),1(t)) ¢ ()¢’ (t) comme il s’agit d'une équation du second
ordre B # 0 et donc soit ¢’ soit ¢’ est nul. m

On voit que la recherche de caractéristiques (dans les cas non triviaux, i.e. A # 0) se ramene

a la résolution d’un probleme du second ordre en %' L’existence de solutions réelles dépend
alors du signe du discriminant B? — 4AC, qui caractérise la nature de I'équation aux dérivées
partielles.

Ainsi, dans le cas hyperbolique, il existe deux caractéristiques réelles, dans le cas parabolique

une caractéristique réelle et dans le cas elliptique deux caractéristiques complexes conjuguées :

B2 —4AC > () = % — BxvB?-4AC

dx 24
poura%O, BQ_4AC:O:>Z_Z:%
B? — 4AC < 0 = % — BHVIACTR

Exemple 24
On considere ’équation ug,, — u,, = ¢, ou ¢ est une constante réelle.

Cette équation est hyperbolique dans R? tout entier. Les courbes caractéristiques sont les

dy 2
) —1=0.
(%)

Il y a donc deux familles de courbes caractéristiques :

solutions de

dy
=1
dx

dy _

= —1.
dx

et

Ce sont donc les droites y = 2+ constante. =

Exemple 25

On consideére équation z%u,, — y*u,, = ¢, oll ¢ est une constante réelle.

Pour cette équation B? — 4AC = 42%y?. Cette équation est donc hyperbolique en dehors des
axes de coordonnées.

Les courbes caractéristiques sont les solutions de

dy\*

2 2

=] —x*=0.
4 (dw) v
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3.3. Réduction a la forme standard

Il y a donc deux familles de courbes caractéristiques :

dy «x dy x
de y dx Y
ou encore :
xdr = +ydy.

Ce sont donc les courbes 2% & y? = constante. =

Exemple 26

On considere I'équation u,, + uy, = ¢, ou ¢ est une constante réelle.
Pour cette équation B2 — 4AC = —4. Cette équation est donc elliptique.

Les courbes caractéristiques sont les solutions de

dy\’
— 1=0.
Il y a donc deux familles de courbes caractéristiques (non réelles) :

dy

dr

et =
dx

—1.

Ce sont donc les courbes y = +ix+ constante. =

3.3 Réduction a la forme standard

3.3.1 Changement de variables

{Définition 20 )

Soient £ = & (x,y) et n = n(z,y) deux nouvelles variables qui sont des fonctions de x et y

ayant au moins leurs dérivées partielles d’ordre m < 2 continues sur le domaine 2.
La transformation de coordonnées (§,7) = (£ (z,y) ,n (x,y)) est dite réguliére sur le domaine

Q) si

oE  0¢
o oy | _ocon_oeon .
J = M o |" oy dyon # 0 sur le domaine €.
oxr Oy

Il est important d’observer que la classification ci-dessus est préservée par tout changement de
coordonnées régulier. Plus précisément, si &€ = & (z,y) et n = n(x,y) sont deux nouvelles vari-

ables, alors nous obtenons une nouvelle équation en utilisant ces nouvelles variables et celle-ci est

36



3.3. Réduction a la forme standard

hyperbolique (respectivement parabolique, elliptique) au point (£o,10) = (£ (2o, %0) , 7 (€0, Yo))
si et seulement 1’équation (3.1) est hyperbolique (respectivement parabolique, elliptique) au

point (g, yo). Nous allons maintenant vérifier ceci.

([Proposition 21}

Le type de 'EDP du second ordre (3.1) est invariant par les transformations régulieres.

Démonstration. En utilisant les formules de dérivation composée, nous avons

Uy = Uely + UpTlp, Uy = Uey + Unly,
Ugy = uggfﬁ + 2ugn&any + unnng + ueloz + UnTaa,
Uy = Uge&aly + gy (Eatly + EyM) + Wy + Uey + UMy,

Uyy = u§§§§ + 2uengyny + Unn??qf + ueyy + Unlyy-
En substituant ces dérivées partielles dans 1’équation (3.1), nous obtenons
A'uge + B'ugy + C'upyy + D'ug + E'upy + Flu = G,
ol

A= A 4 BEE, + CE2,

B’ = 2A8m, + B (&ny + §yne) + 208y,
C" = An? + B, + On?,

D' = A&, + By + C&yy + DE, + EE,,
E' = Angy + Bijay + Cyyy + Dy + By,
F'=F e G'=@G.

Nous obtenons alors que (B')* — 4A'C" = J? (B? — 4AC). Parce que J # 0 sur le domaine Q,
nous avons que (B')> —4A'C" > 0 (respectivement = 0, < 0) si et seulement si B2 — 4AC > 0
(respectivement = 0, < 0). Ceci termine la preuve que la classification des équations en EDP
hyperboliques, paraboliques ou elliptiques est invariante sous des changements de coordonnées

réguliers. m

On va maintenant voir que les courbes caractéristiques permettent de définir un changement
de variable conduisant & une forme simple de I’équation aux dérivées partielles (forme dite

standard) ou certains termes parmi A, B ou C ont été annulés.
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3.3. Réduction a la forme standard

3.3.2 Formes standards

En utilisant ce qui précede, nous pouvons maintenant nous demander s’il existe des coordonnées
(&,m) telles que A" =0 ou €’ = 0. Le but ultime de ceci est de déterminer une forme canonique
ou standard d'une EDP comme dans 1’équation (3.1). Nous pouvons tenter de déterminer un

tel changement de coordonnées. Ainsi nous voulons que
A= AL + B&,&, + CE =0 ou C' = A + Biun, + Cn = 0.
Ces deux équations sont de la méme forme
AC 4+ BGE+CC =0 avec (=& ou (=1 (3.3)

Nous supposerons dans ce qui suit que ¢, # 0 pour les points du domaine 2. En divisant les

2

deux cotés de cette derniere équation par ¢

, 1ouSs aurons

&\ LG
Al > =0. :
(@) +B£y+0 0 (3.4)

Rappelons que si f est une fonction continue de = et y ayant des dérivées partielles continues

sur le domaine €2 et que nous considérons la courbe de niveau

Co={(2,y) €Q / f(x,y) =a},

alors la pente de la tangente 3’ en un point de cette courbe est

y_dy __0f JOf
Y= d ™ oz oy

En effet, si nous dérivons par rapport a x les deux cotés de I'équation f (x,y) = a définissant

la courbe C,, nous obtenons au moyen de la regle de chaines

A(f (wy) _da__0f Ofdy _
dx dx Or  Oydx ’
ce qui donne
dy _ _9f /of

de ~ 0z/ Oy

Nous avons illustré ceci & la figure ci-dessous pour la courbe de niveau f (z,y) = 22 + 4y = 4.

Dans ce cas,
2x x
Sy et y = =

of _,,. 9f_ 2w
B B 8y 4y’

ox T Oy

VS

Ainsi une équation de la droite tangente a la courbe de niveau passant par le point (1, ﬁ) est

V3 1

-1,

2 2V/3
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3.3. Réduction a la forme standard

Droite tangente

Courbe de niveau

| /
<

Conséquemment si nous considérons la courbe de niveau C, = {(z,y) € Q / ((z,y) = a},

alors en utilisant la substitution

iy G
Yo TG,

dans I’équation (3.4) on trouve que la pente de la tangente ' & cette courbe de niveau satisfait

A (%)2 - (;Z—i) +C =0. (3.5)

Puisque la formule ci-dessus est une équation quadratique, elle a 2, 1 ou 0 solutions réelles, selon

I’équation

le signe du discriminant, B2 —4AC. Nous obtenons ainsi les équations différentielles ordinaires :

4
B+ VB —iA
g_y: — C G B_4AC >0,
T
B
poura;é(), d_y:ﬂ SiBz—4AC:O, (36)
i
. _ R2
Z_y:Bi“;liC B G B 4ac <.
\ ax

Celles-ci sont appelées les équations caractéristiques.

Equations hyperboliques

Etant donnée une équation hyperbolique (B* —4AC > 0), les caractéristiques sont les solutions

de

dy BEvB?-4AC
dr 2A '
Apres intégration, on obtient les courbes caractéristiques sous forme implicite :

& (z,y) =c1 et ¢a(x,y) = co,
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3.3. Réduction a la forme standard

ol les c1, co € R sont des constantes.

A Théoreme 22 )

J

Soient ¢ (x,y) = ¢1 et @9 (z,y) = o les deux familles de courbes caractéristiques d’une
équation hyperbolique (B? — 4AC > 0).

En posant & = ¢ (z,y) et n = ¢ (z,y), cette équation hyperbolique se met sous la forme
1 ! !/ / /
u§n:§(G—Du5—Eun—Fu). (3.7)
En posant ensuite o = £ +n et § = £ — 1 elle se met sous la forme

1
Uaa = Ugs = (G" — D"up — E"ug — F"u) . (3.8)

Ce sont les deux formes standards d'une EDP hyperbolique.

Démonstration. Sia = ¢ =0, on a déja la premiere forme standard. Si a # 0, alors,d’apres ce
qui précede (voir la section changement de variables), on voit que le choix £ = ¢y (z,y) conduit
4 annuler A (z,y). Egalement, le choix i = ¢ (2, ) conduit & annuler C' (z,y). Noter que si C
est nul on garde n = y et si A est nul on garde £ = .

Pour la suite, par dérivation composée :
U = U +USe, Uy = Uq Oty + Ug[y,
Ugy = UaaOeQy 1 Uag (¢ By + anfe) + Uspfefy + tatien + upPen
= Uqa — UBB-

En substituant ceci dans I’équation (3.7), nous obtenons 1'équation (3.8). m

Exemple 27

[llustrons comment obtenir I’équation canonique dans le cas de ’'EDP linéaire d’ordre 2 suiv-
ante : y2um — x2uyy = 0.

Comme B? — 4AC = 0% — 4y* (—2?%) = 42*y?> > 0, nous obtenons facilement qu’aux points
(x0,Y0) pour lesquels o = 0 ou yo = 0, 'EDP est parabolique; alors qu’aux points (zg, yo)
pour lesquels x¢ # 0 et yo # 0, 'EDP est hyperbolique. Considérons un domaine €2 pour lequel

I’EDP est hyperbolique a tous ses points. A ces points, les équations caractéristiques sont

dy 0+ /42?y? «x of dy 0—+/4x?y> o

En utilisant la méthode de séparation de variables, nous obtenons ou encore :
2 2 2 2
x x

ydyZId:lti%—E:c et ydy:—xdx¢%+?:c’,
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3.3. Réduction a la forme standard

ou ¢, ¢ sont des constantes. Ainsi les deux courbes caractéristiques sont
2 2
Yy x
¢1($7y):———:6 et ¢2($7y):
2 2
Les coordonnées caractéristiques sont

2 2 2 2
Yy T Yy i
=2 - et =L 4+

En utilisant ce changement de coordonnées, la dérivation composée et en observant que z? =

n—¢ety? =n+¢&, alors 'EDP y?u,, — 2?u,, = 0 est transformée et nous obtenons la nouvelle

équation
Uen = 277 2) e — 2E 2y Un-
28 —n?) 208 -n)
En effet, par la dérivation composée, nous obtenons
Uy = —TUe + TUyp, Uy = YUg + YUy,
_ 8 2 2 2
Uz = 5 (—zue + zuy) = T Uge — 20 Ugy + Uy — Ug + Uy,
_ 2 .2 2 2 2
uyy—ay (yue + yuy) = Yy uge + 2y ugy + Y Uy + ug + Uy

et finalement
yzum — IQuyy = —4x2y2u§n — (x2 + y2) g + (y2 — x2) u, = 0.

Alors
Py y:—a® 7 3

YT T e Tt g T e T e

qui est la premiere forme standard de 'EDP aux points pour lesquels celle-ci est hyperbolique.

Si nous utilisons plutot les coordonnées o = £+, = £ —n, alors £ = % (a+pB),n= % (v — B)

et 'EDP obtenue sera
1 1
Uqa — UBs = _ﬁua + %ug

Nous obtenons ceci par la dérivation composée car
U = U F UG, Uy = Uqg —Ug €t Ugy = Uga — Ugg.
Alors la premiere forme standard devient

1 1
taa = Ups = gy (Ua + Ug) — gy (Ve — Us) = =5 ~ta + 351

Cette derniere équation est la seconde forme standard de ’EDP aux points pour lesquels celle-ci

est hyperbolique. =
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3.3. Réduction a la forme standard

Nous allons maintenant discuter de ce qu’il faut faire dans les cas ou I’équation est parabolique
ou elliptique. Pour chacun de ces cas, nous obtenons soit une seule équation caractéristique ou

deux équations caractéristiques complexes.

Equations paraboliques

Si notre EDP est parabolique sur le domaine €, alors B> —4AC = 0 en tout point de {2 et nous
obtenons qu’une seule équation caractéristique

dy B

de  24°

Apres intégration, on obtient une courbe caractéristique sous forme implicite :

P1 (l’,y) = (1,

ou ¢; € R est une constante.
La premiere coordonnée caractéristique est alors & = ¢; (z,y). Pour obtenir la seconde coor-
donnée caractéristique n = @9 (x,y), il suffit de prendre une fonction ¢, (z,y) quelconque ayant

au moins des dérivées partielles d’ordre m < 2 continues sur le domaine €2 et telles que

NS
| 0x Oy |_080n ok
or Oy

A Théoréme 23 )
Si €= ¢ (z,y) et n = ¢o(x,y) alors notre EDP parabolique peut s’écrire sous la forme :

1
Uy = (G' — D'ug — E'u,y — F'u) .

Démonstration. On suppose que A # 0. Le changement de variable £ = ¢y (x,y) permet
alors d’annuler A’.
Sachant que B2 —4AC = 0 et B?> —4AC = J? ((B’)2 — 4A'C"), on voit que l'on a automatique-
ment B’ = 0 pour 7 choisi de maniére a ce que le changement de variables soit régulier.
On se retrouve donc uniquement avec C’ # 0, ce qui correspond a la forme standard. m
Exemple 28
Soit 'EDP

Ugy + OUgy + YUy — Uy + 2u,y = 0.
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3.3. Réduction a la forme standard

Cette équation est linéaire d’ordre 2 et parce que B* — 4AC = 62 — 4(1)(9) = 0 pour tous les
points de R?, elle est parabolique sur R?. Nous n’avons qu’une seule équation caractéristique

dy B 6

e 3,
dv  2A 2
et, en utilisant la méthode de séparation de variables, nous obtenons comme solution de cette

équation
¢1(z,y) =3z —y =c¢, ouc estune constante.

Nous avons donc pour l'instant qu’'une seule coordonnée caractéristique

E=3r—vy.
Pour obtenir une seconde coordonnée caractéristique, nous avons beaucoup de choix. Par
exemple, nous prendrons
n=u.

Cette fonction a bien des dérivées partielles d’ordre m < 2 continues et

(U
_ | 0x Oy | _ | . 2
J = @ @ = Lo =1 0 pour tout point de R*.
oxr Oy

En utilisant ce changement de coordonnées £ = 3z — y, n = x et la dérivation composée nous

obtenons

Uy = Uy + UpNy = SUg + Uy, Uy = Uy + UpyTy = —Ug,
0

Upyr = % (3’&5 + Un) = 3u§5€x —+ 3un577x + Ugnfx + umﬂ]x = 9U§5 —+ 6u§,7 —+ u,m,

Uy = 0 (—ug) = —uge&y — u =u

vy = By ¢) = —Uesy nglly = Uege,

0

Uay = 5 (—ug) = —ugee — Upehy = —3uge — Upe.

Alors

Ugg + OUgy + Yy — Uy + 2uy
= Quge + Ougy + Uy — 18Uge — Guye + Juge — Sue — uy — 2ug

= Uy — OUg — Uy = 0.
La forme standard de I’équation wu,, + 6ugy + 9y, — u, + 2u, = 0 est donc

Uy — dug — uy = 0.
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3.3. Réduction a la forme standard

Equations elliptiques

Si notre EDP est elliptique sur le domaine © (B? — 4AC < 0), alors ses deux équations

caractéristiques

@_B—z‘\/élAC—B2 . @_B—I—i\/éLAO—B?
dr 2A ¢ dr 2A

sont a valeurs complexes (avec une partie imaginaire non-nulle) et les solutions de ces équations
sont

¢z, y) =c1 et da(z,y) = 0o,
oll ¢1 et ¢y sont complexes conjuguées entre elles.
Si nous posons & = ¢y (z,y) et 7 = ¢o (x,y), ces variables ne prennent pas des valeurs réelles.
La modification nécessaire est de prendre £ égal a la partie réelle de ¢ (x,y) et 1 est la partie

imaginaire de ¢; (z,y).

A Théoréme 24 )

Sié+in = ¢1(x,y) et £ —in = ¢y (x,y) alors notre EDP elliptique peut s’écrire sous la forme

standard
1

Yol (G" = D'ug — E'uy — F'u) .

Uge + Upy =

Démonstration. L’équation des caractéristiques (3.3) devient, en injectant les formules de

changement de variables :

0=A(%(£+m>>2+3(%<5+m)) (55 (+im)+c (5 i)
=A —-C'+iB,

2

ce qui implique puisque A", B’ et C’ sont des fonctions réelles : A’ =C" et B =0. =m
Exemple 29
Considérons I'équation u,, + z?u,, = 0. Dans ce cas, B> — 4AC = —42?. Conséquemment
cette équation est parabolique aux points (xg,yp) ou g = 0, sinon elle est elliptique. Sur
un domaine pour lequel I'équation est elliptique, ses équations caractéristiques sontequations
caracteristiques sont

dy . dy

=ir et — = —ix.

dx dx

Les solutions seront

i i
by =y—gat=c et gy =yt it =c
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3.3. Réduction a la forme standard

ou les c¢1,co € R sont des constantes. Les coordonnées caractéristiques sont alors

E=Re(¢p1(z,y) =y et n=Im(¢s(z,y)) = %xQ.

Cette fonction a bien des dérivées partielles d’ordre m < 2 continues et

o5 0¢
J=|9% 9 |_ ! = —x # 0 pour tout point de R*\ {z =0}
on  On . p p .
or Oy
En utilisant ce changement de coordonnées & = y, n = %xz et la dérivation composée nous
obtenons
Uy = Uele + Unlle = Tly, Uy = Uely + UnTly = Ue,
0
Upy = 7 (zuy) = uy + 2 (Ugne + UpyNe) = Wy + T2y,
0
Uyy = o (ug) = ugely + tnemy = uge.
Y
Donc
Upy + 27Uy = T2 (Uge + Upy) + Uy = 0 = Uge + Uy = —%un.

3.3.3 Equations linéaires a coefficients constants

Dans le cas de coefficients constants, il est possible d’aller plus loin dans la simplification
de lexpression d’'une équation aux dérivées partielles : a ’aide d’un changement de fonction

inconnue
u(z,y) = @ (& n) T

on peut éliminer les termes contenant des dérivées premieres.
Exemple 30
On considere 1’équation

Ugy — Uyy + 2Uy +u = 0.

Pour cette équation B? — 4AC = 4 > 0 pour tout point de R?. L’équation donnée est alors
hyperbolique.

Les courbes caractéristiques sont données par

dy\> dy dy
) —1=0=-2=1c¢et —==—1.
(dx) - dx  dr
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3.3. Réduction a la forme standard

Les solutions seront
f(ry)=r—y=ca et ¢y =r+y=cy,
ol les ¢1, ¢y € R sont des constantes. Les coordonnées caractéristiques sont alors
E=x—y et n=x+y.

Cette transformation a bien des dérivées partielles d’ordre m < 2 continues et

o8 I
dr  dy L - : 2
J = = = 2 # ( pour tout point de R*.
on  on 11
or 0Oy
On alors
Uy = Uely + Uty = Ug + Uy, Uy = Uy + Upt)y = —Ug + Uy,
0
Upr = % (Ug + Un) = Ugf + U7m + 2“5777
Uyy = 7 (—Ue + Uy) = Uge + Uy — 2Ugy.
Yy ay ( 3 77) 133 nn &n
Donc

Uy — Uyy + 2Uy +u = dug, + 2ue + 2uy +u = 0,
ce qui conduit a la forme standard
2ugy + ug + uy + su = 0.

On pose alors

u(&,m) = ¢ (&n)
D’ou

A+pun A&+pn
) )

ug = (e + A\p) e Uy = (g + ) €

gy = (Pen + 1pe + Apy + Apup) X,
Par suite
gy + U + Uy + 3u = (20, + (1+20) 0 + (14 20) o + 1 (14 20) (14 2X) ) X747,
En choisissant A = p = —% on élimine les dérivées premieres

290&;6/\&‘“7 =0,
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3.4. Exercices

ce qui conduit a
eer=0 = @En)=f&)+gn),

ol f et g sont deux fonctions arbitraires, de classe C2. On a donc, finalement

u(z,y) =@ En) e = (fz—y)+g@+y)e™

3.3.4 Equations de dimension supérieure

Dans le cas d’équations aux dérivées partielles impliquant 3 variables (mais toujours d’ordre

2), la démarche est similaire lorsque les termes d’ordre deux sont de la forme
Aty + 2Bugy + Cuyy + 2Duy, + 2Eu,, + Fu,,

ou A, B,C, D, E, F sont des fonctions de (z,y,z). On étudie les valeurs propres de la matrice

suivante
A B D
B C FE
D FE F

Dans un domaine ou toutes les valeurs propres sont du méme signe on parle de probleme
elliptique.

Dans un domaine ou une valeur propre est nulle et les autres de méme signe, on parle de
probleme parabolique.

Dans un domaine o1 au moins deux valeurs propres sont de signes opposés, on parle de probleme

hyperbolique.

3.4 Exercices

Exercice 3.1

Déterminer pour quels points (x,y) du plan, chacune des EDP linéaires d’ordre 2 suivantes

est a) hyperbolique, b) parabolique et c) elliptique.
1) TUzy — TYUzy + YUy, — 3u, = 0, il) Tuzy + TYUyy + yuy, — (x+ 3) uy, = u,
1) € Upy + TYUzy — Uyy + DYuy = €, 1V) 22Uy + 2 (T — Y) Ugy + Uy, = 0,
V) Upy — DUgy — (T 4+ Y) Uyy + 4u, — 20, =sinw
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3.4. Exercices

Exercice 3.2

Pour chacune des EDP linéaires d’ordre 2 suivantes

a) déterminer les points du plan zy ou ces équations sont hyperboliques,

b) déterminer les coordonnées caractéristiques de ces équations sur le domaine ou celles-ci
sont hyperboliques,

c) effectuer le changement de coordonnées pour celles trouvées en b) de fagon a obtenir

I’équation canonique correspondante.

a) 20Uy, — TYUyy — xzuyy +4yu, —3u =0, b) 2’uy, — TYUgy — 6y2uyy +u, = 0.
Exercice 3.3

Pour 'EDP linéaire d’ordre 2 suivante.

2 2
T Uy — 2TYUgy + Y Uy — Uy = 0,

a) déterminer les points du plan zy ou cette équation est parabolique,
b) déterminer les coordonnées caractéristiques de cette équation sur le domaine ou celle-ci
est parabolique,
c) effectuer le changement de coordonnées pour les coordonnées trouvées en b) de fagon a
obtenir I’équation canonique correspondante.

Exercice 3.4
Pour chacune des EDP linéaires d’ordre 2 ci-dessous, déterminer le type de 1’équation, les
équations caractéristiques, les coordonnées caractéristiques et ensuite réduire I’équation sous

sa forme canonique

a) Upy — 2y + 2uyy +uy, —3u =0, b) uy, + duy, + 2uy, + u, = 0.
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