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1.3.1 Équations aux dérivées partielles linéaire d’ordre 2 . . . . . . . . . . . . . 11
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Références 49

ii



C
hapitr

e1
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1.1. Rappel sur les équations différentielles ordinaires

1.1 Rappel sur les équations différentielles ordinaires

Tout d’abord on rappelle qu’une équation différentielle ordinaire (EDO en abrégé) une relation

entre une variable réelle indépendante x, une fonction inconnue x 7→ u (x) et ses dérivées

u′, u′′, · · · , u(n), n ∈ N∗.

L’ordre d’une EDO est défini comme étant l’ordre de la dérivée la plus élevée figurant dans

l’équation. Ainsi, une équation différentielle d’ordre n se présente sous la forme

F
(
x, u, u′, u′′, · · · , u(n)

)
= 0. (1.1)

La fonction F est une fonction de n+ 2 variables.

La fonction inconnue x 7→ u (x) de la variable réelle x est à valeurs dans R ou Rk, k = 2, 3, · · · .

On prendra x dans un intervalle I de R (I peut être R tout entier).

Exemple 1

a) u′ + xu = ex est une équation différentielle du premier ordre.

b) u′′ + 4xu = 0 est une équation différentielle du second ordre.

c) u(9) − xu′′ = x2 est une équation différentielle d’ordre 9.

1.1.1 Équations différentielles linéaires

On appelle équation différentielle linéaire toute équation de la forme :

an (x)u(n) + an−1 (x)u(n−1) + · · ·+ a2 (x)u′′ + a1 (x)u′ + a0 (x)u = g (x) ,

où les fonctions x 7→ aj (x) , 0 ≤ j ≤ n, sont appelées coefficients de l’équation.

La fonction x 7→ g (x) est appelée le second membre. Si g est nulle, alors l’équation est dite

homogène ou sans second membre.

L’équation différentielle

an (x)u(n) + an−1 (x)u(n−1) + · · ·+ a2 (x)u′′ + a1 (x)u′ + a0 (x)u = 0,

est appelée équation différentielle homogène associée.

Si aj (x) , 0 ≤ j ≤ n, sont des constantes, on parle d’équation différentielle linéaire à coeffi-

cients constants.

Définition 1 (Équation différentielle linéaire)
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1.1. Rappel sur les équations différentielles ordinaires

Exemple 2

L’équation différentielle (x2 + 1)u′′ = exu + Arctg x est une équation différentielle linéaire

d’ordre 2 et son équation différentielle homogène associée est (x2 + 1)u′′ = exu.

Équations différentielles linéaires du premier ordre

On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre une équation linéaire par rapport à

la fonction inconnue et à sa dérivée. Elle est de la forme

a (x)u′ + b (x)u = c (x) , (1.2)

où a, b et c sont des fonctions données de x, continues dans le domaine où il s’agit d’intégrer

l’équation (1.2). La fonction c est appelée second membre de l’équation différentielle, a et b

sont appelées les coefficients.

Si c (x) ≡ 0 on dit que l’équation (1.2) est linéaire homogène ou sans second membre

a (x)u′ + b (x)u = 0. (1.3)

La fonction nulle est une solution. Les autres s’obtiennent en écrivant u′

u
= − b(x)

a(x)
ou du

u
=

− b(x)
a(x)

dx et en prenant une primitive de chaque membre ; on obtient

Log |u (x)| = −
∫
g (x) dx+K, avec g (x) =

b (x)

a (x)
, K ∈ R.

Pour chaque valeur de K, cela donne deux solutions, l’une toujours positive u = eK e−
∫
g(x)dx,

l’autre toujours négative u = −eK e−
∫
g(x)dx.

On retrouve toutes ces solutions, y compris la solution nulle, en disant que la solution générale

de l’équation homogène a (x)u′ + b (x)u = 0 est

uh = C e−
∫
g(x)dx, g (x) =

b (x)

a (x)
, C ∈ R.

Pour trouver la solution générale de l’équation (1.2), on peut utiliser la méthode dite de

variation de la constante, c’est-à-dire que l’on cherche la solution générale sous la forme

u = C (x) e−
∫
g(x)dx, g (x) = b(x)

a(x)
, où x 7→ C (x) est une nouvelle fonction inconnue de x.

Il vient

a (x)

(
C ′ (x) e−

∫
g(x)dx − C (x)

b (x)

a (x)
e−

∫
g(x)dx

)
+ b (x)C (x) e−

∫
g(x)dx = c (x) ,

et donc

C ′ (x) =
c (x)

a (x)
e
∫
g(x)dx, g (x) =

b (x)

a (x)
,
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1.1. Rappel sur les équations différentielles ordinaires

ce qui permet, en intégrant de trouver C (x) =
∫ c(x)

a(x)
e
∫ x
α g(s)dsdx. La solution générale de

l’équation (1.2), est alors donnée par

u (x) = C e−
∫
g(x)dx + e−

∫
g(x)dx

(∫
c (x)

a (x)
e
∫ x
α g(s)dsdx

)
, C ∈ R.

Exemple 3

Soit l’équation u′ + 2xu = 2x.

L’équation sans second membre (homogène) associée est u′ + 2xu = 0. C’est une équation à

variables séparables. Sa solution générale est u = C e−x
2
.

Cherchons la solution générale de l’équation non homogène sous la forme u = C (x) e−x
2
, où

x 7→ C (x) est une fonction inconnue de x. En portant dans l’équation non homogène, on trouve

C ′ (x) e−x
2

+ C (x) (−2x) e−x
2

+ 2xC (x) e−x
2

= 2x.

Après simplification on obtient

C ′ (x) = 2xex
2

.

En intégrant, on trouve

C (x) = ex
2

, λ ∈ R.

La solution générale est donc
u = λe−x

2

+ 1, λ ∈ R.

Équations linéaires du second ordre à coefficients constants

Une équation différentielle du second ordre linéaire à coefficients constants, est une équation

du type

u′′ + au′ + bu = c (x) ,

où les coefficients a et b sont des constantes réelles, x 7→ c(x) est une fonction donnée continue

sur un intervalle I ⊂ R.

Comme dans le cas à coefficients non constants, on commence par résoudre l’équation homogène

associée ou sans second membre

u′′ + au′ + bu = 0.

On cherche des solutions sous la forme u = erx, r ∈ R. En substituant dans notre équation

homogène, on obtient (
r2 + ar + b

)
erx = 0.
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1.1. Rappel sur les équations différentielles ordinaires

Comme la fonction exponentielle n’est jamais nulle, pour avoir une solution il faut que

r2 + ar + b = 0.

Cette équation se nomme l’équation caractéristique (ou auxiliaire) associée à notre équation

homogène. Les valeurs de r se trouvent aisément à l’aide de la formule quadratique

r =
−a±

√
a2 − 4b

2
.

Trois cas peuvent alors se produire :

• Si a2 − 4b > 0, on trouve deux racines réelles distinctes r1 et r2, ce qui montre que les

fonctions u1 = er1x et u2 = er2x sont deux solutions particulières indépendantes. La

solution générale de l’équation homogène u′′ + au′ + bu = 0 sera alors

uh = λer1x + µer2x, λ, µ ∈ R.

• Si a2 − 4b = 0, on trouve une racine réelle double r0. Dans ce cas, l’obtention d’une

solution réelle r0 montre que la fonction u1 = er0x est une solution particulière, d’autre

part on peut montrer que u2 = xer0x est aussi solution. On en déduit alors que la solution

générale de l’équation homogène est de la forme

uh = (λx+ µ) er0x, λ, µ ∈ R.

• Si a2−4b < 0 on trouve deux racines complexes distinctes et conjuguées de forme générale

r1 = α−iβ et r2 = α+iβ, α, β ∈ R. Alors u1 = eαx cos (βx) et u2 = eαx sin (βx) sont deux

solutions particulières indépendantes de l’équation homogène. D’où la solution homogène

générale est

uh = eαx (λ cos (βx) + µ sin (βx)) , λ, µ ∈ R,

que l’on peut aussi mettre sous la forme

uh = λeαx cos (βx+ µ) ou uh = λeαx sin (βx+ µ) , λ, µ ∈ R.

Exemple 4

a) u′′ + 4u′ + 3u = 0.

L’équation caractéristique est r2 + 4r + 3 = 0, on a r1 = −3, r2 = −1. Alors la solution

générale est u = λe−3x + µe−x, λ, µ ∈ R.
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1.2. Équations aux dérivées partielles

b) u′′ + 4u′ + 9u = 0.

L’équation caractéristique est r2 + 4r+ 9 = 0, on a r1 = −2− i
√

5, r2 = −2 + i
√

5. Alors

la solution générale est u = e−2x
(
λ cos

(√
5x
)

+ µ sin
(√

5x
))
, λ, µ ∈ R.

c) u′′ + 6u′ + 9u = 0.

L’équation caractéristique est r2 + 6r + 9 = 0, on a r1 = −3 une racine double. Alors la

solution générale est u = (λx+ µ) e−3x, λ, µ ∈ R.

Ensuite, il faut trouver une solution particulière up de l’équation avec le second membre

u′′ + au′ + bu = c (x) .

La solution générale sera u = up + uh.

Une solution particulière up peut être obtenue par la méthode de variation des constantes :

up = er1x
∫ (

e(r2−r1)x
(∫

e−r2xc (x) dx

))
dx.

Si nous ajoutons les constantes d’intégration lorsque nous intégrons, nous obtenons la solution

générale.

Exemple 5

Cherchons une solution de l’équation u′′ − u′ − 2u = e−x.

L’équation caractéristique r2 − r − 2 = 0 admet les racines r1 = −1 et r2 = 2. La solution

générale est donc

y = e−x
∫ (

e3x
(∫

e−2xe−xdx

))
dx = e−x

∫ (
e3x
(
−1

3
e−3x + λ

))
dx

= e−x
(
1
3
λe3x − 1

3
x+ µ

)
= 1

3
λe2x +

(
µ− 1

3
x
)
e−x, λ, µ ∈ R.

1.2 Équations aux dérivées partielles

Le caractère particulier d’une équation aux dérivées partielles (EDP en abrégé) est de mettre

en jeu des fonctions de plusieurs variables

(x, y, z, · · · ) 7−→ u (x, y, z, · · · ) .
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1.2. Équations aux dérivées partielles

Une EDP est alors une relation entre les variables x, y, z, · · · et les dérivées partielles de u.

Une équation aux dérivées partielles (EDP) est une équation fonctionnelle qui met en relation

une fonction inconnue u à valeurs scalaires des variables indépendantes x, y, z, · · · , et ses

dérivées partielles où (x, y, z, · · · ) ∈ Ω avec Ω désigne un domaine de Rn. Cette équation est

ainsi de la forme

F

(
x, y, · · · , u, ∂u

∂x
,
∂u

∂y
, · · · , ∂

2u

∂x2
,
∂2u

∂x∂y
,
∂2u

∂y2
, · · ·

)
= 0. (1.4)

où F est une fonction de plusieurs variables

Définition 2

Notation 1

Par souci de simplification, il est d’usage d’écrire u la fonction inconnue et Dxu (notation

française) ou ux (notation anglo-saxonne, plus répandue) sa dérivée partielle par rapport à x,

soit avec les notations habituelles du calcul différentiel : ux =
∂u

∂x
, uy =

∂u

∂y
, · · · , et pour les

dérivées partielles secondes : uxx =
∂2u

∂x2
, uxy =

∂2u

∂x∂y
, · · · .

La dimension d’une équation aux dérivées partielles est le nombre de variables indépendantes

dont dépend la fonction inconnue.

Définition 3

Exemple 6

L’équation

xuxx + (uy)
2 − uxuy = x2 + y2

est un exemple d’EDP pour le domaine Ω = R2.

On appelle ordre d’une EDP l’ordre de la plus grande dérivée présente dans l’équation.

Définition 4

Exemple 7

L’équation

uxx + 2y3uxy + (uy)
4 = 1, (x, y) ∈ R2

est une EDP d’ordre 2 en dimension 2.
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1.2. Équations aux dérivées partielles

Une solution de l’EDP (1.4) est une fonction u = u (x, y, · · · ) des variables indépendantes

x, y, · · · dont les dérivées partielles apparaissant dans l’EDP existent aux points de Ω et

telle qu’après avoir substitué cette fonction et ses dérivées partielles dans l’EDP, celle-ci est

satisfaite.

Définition 5

Exemple 8

L’équation

uxx − uyy = 0, (x, y) ∈ R2

est une EDP d’ordre 2 en dimension 2 et les fonctions u (x, y) = (x+ y)3 et v (x, y) = sin (x− y)

sont deux solutions de cette dernière équation. En effet, on a

ux = 3 (x+ y)2 , uy = 3 (x+ y)2 , uxx = 6 (x+ y) , uyy = 6 (x+ y)

et nous obtenons alors

uxx − uyy = 6 (x+ y)− 6 (x+ y) = 0.

Ainsi on a

vx = cos (x− y) , vy = − cos (x− y) , vxx = − sin (x− y) , vyy = − sin (x− y)

et nous obtenons aussi

vxx − vyy = − sin (x− y)− (− sin (x− y)) = 0.

On voit par ce dernier exemple que les solutions d’une EDP peuvent être très différentes. Il y

a en général une infinité de solutions pour une EDP donnée.

Exemple 9

Prenons par exemple l’équation

uy = 0 avec u = u (x, y) .

Alors toutes les fonctions u (x, y) = f (x) sont des solutions de cette équation.
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1.3. Équations aux dérivées partielles linéaires

En général une EDP est complétée par des conditions initiales et/ou aux frontières. Ces condi-

tions peuvent être de nature très différente et influent fortement sur l’existence et la forme des

solutions et dans une situation idéale peut réduire le nombre de solutions jusqu’à une seule.

En mathématiques, un problème est dit bien posé s’il a une solution et si cette solution est

unique.

Définition 6

Exemple 10

Considérons l’EDP suivante

uxy = 0 avec u = u (x, y) .

En intégrant par rapport à y, on obtient

ux = f (x) .

En intégrant par rapport à x et en notant g une primitive de la fonction arbitraire f , on obtient

u (x, y) = g (x) + h (y) où h est une fonction arbitraire de la variable y.

En pratique, parmi toutes les solutions possibles, on en cherche une qui vérifie des contions

supplémentaires. Ces conditions sont, en général, imposées sur le bord du domaine Ω et

s’appellent conditions aux bords. Par exemple si on impose les conditions u (x, x) = x et

ux (x, x) = 0 on obtient une unique solution u (x, y) = y.

1.3 Équations aux dérivées partielles linéaires

Pour ce qui suit, un opérateur L désignera une transformation qui associe à toute fonction

régulière u = u (x, y, · · · ) de plusieurs variables x, y, · · · sur un domaine Ω une fonction Lu =

Lu (x, y, · · · ) sur ce même domaine. Le qualificatif ”régulière” signifie ici que Lu est bien définie.

Parfois il faudra exiger que les dérivées partielles de u existent jusqu’à un certain ordre.

Exemple 11

Si u = u (x, y), alors Lu = ux est un exemple d’opérateur. Cependant pour que Lu soit bien

définie, il est nécessaire que la dérivée partielle de u par rapport à x existe sur le domaine Ω;

c’est ce que signifie ”régulière” dans ce cas-ci.
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1.3. Équations aux dérivées partielles linéaires

L’équation (1.4) peut s’écrire sous la forme L (u) = f (x, y, · · · ) où f (x, y, · · · ) est une fonction

des variables indépendantes, L est un opérateur et u est une fonction à déterminer.

Un opérateur L est linéaire si et seulement si L (au+ bv) = aL (u) + bL (v) quels que soient

les nombres réels a, b et les fonctions régulières u, v.

Définition 7

Une EDP est dite linéaire si elle est de la forme Lu = f (x, y, · · · ) où L est un opérateur

linéaire, f (x, y, · · · ) est une fonction des n variables indépendantes, (x, y, · · · ) appartient à

un domaine Ω convenable de Rn et u est la fonction recherchée.

Si en plus f (x, y, · · · ) ≡ 0, on dit alors que l’équation est linéaire homogène. Sinon elle est

non-homogène.

Définition 8

Exemple 12

L’équation

u+ yuxx + 2xyuyy = 1 + xy, où u = u (x, y) et (x, y) ∈ Ω = R2

est une EDP linéaire non-homogène. Dans cet exemple,

Lu = u+ yuxx + 2xyuyy

est un opérateur linéaire et f (x, y) = 1 + xy. En effet L est linéaire, car si a et b sont deux

nombres réels quelconques et u et v deux fonctions régulières (i.e. il faut que u et v soient des

fonctions dont les dérivées partielles apparaissant dans la définition de Lu existent sur Ω = R2),

alors

L (au+ bv) = au+ bv + y (auxx + bvxx) + 2xy (auyy + bvyy)

= a (u+ yuxx + 2xyuyy) + b (u+ yuxx + 2xyuyy)

= aL (u) + bL (v) .

Exemple 13

Une autre EDP est

uxuxx + xuuy = sin y, où u = u (x, y) et (x, y) ∈ Ω = R2.

Cependant cette équation n’est pas linéaire. Dans ce cas,

Lu = uxuxx + xuuy

10



1.3. Équations aux dérivées partielles linéaires

n’est pas un opérateur linéaire et f (x, y) = sin y. Pour vérifier que Lu n’est pas linéaire,

il suffit de considérer par exemple les deux nombres réels a = b = 1 et les deux fonctions

u (x, y) = u (x, y) = x2. Avec ces choix, nous obtenons que L (u+ v) = 16x, Lu = Lv = 4x et

clairement L (u+ v) 6= Lu+ Lv.

1.3.1 Équations aux dérivées partielles linéaire d’ordre 2

Une EDP linéaire d’ordre 2 avec n variables indépendantes sera de la forme

n∑
i,j=1

Aijuxixj +
n∑
i=1

Biuxi + Cu = D. (1.5)

où Aij, Bi, C et D sont des fonctions des variables indépendantes x1, x2, · · · , xn. Dans cette

situation, nous supposerons que les solutions recherchées u ont toutes leurs dérivées partielles

uxi et uxixj , 1 ≤ i, j ≤ n

continues sur Ω. Ceci a comme conséquence

uxixj = uxjxi , 1 ≤ i, j ≤ n.

Nous pouvons alors supposer sans perte de généralités que Aij = Aji. Il suffit de remplacer

chacune des fonctions Aij avec i 6= j par 1
2

(Aij + Aji). L’EDP n’est pas modifié et alors nous

avons bien avec ces nouvelles fonctions que Aij = Aji. Si D ≡ 0, alors l’équation (1.5) est

linéaire homogène.

Certaines des queutions classiques de la physique sont des EDP linéaires homogènes d’ordre 2.

Trois de ces équations sont les suivantes.

• L’équation des ondes :

utt = c2 (uxx + uyy + uzz) , où u = u (x, y, z, t) .

• L’équation de la chaleur :

ut = k (uxx + uyy + uzz) , où u = u (x, y, z, t) .

• L’équation de Laplace ou du potentiel :

uxx + uyy + uzz = 0, où u = u (x, y, z, t) .

La recherche de solutions de ces trois équations sera étudiée plus tard.
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1.4. Équation aux dérivée partielle non-linéaire

1.4 Équation aux dérivée partielle non-linéaire

1.4.1 Équation aux dérivée partielle quasi-linéaire

Une EDP est dite quasi-linéaire si elle est linéaire par rapport aux dérivées partielles d’ordre

le plus élevé de la fonction u.

Définition 9

Exemple 14

Une EDP du seconde ordre en dimension 2 est quasi-linéaire si elle est de la forme :

A (x, y, u, ux, uy)uxx +B (x, y, u, ux, uy)uxy + C (x, y, u, ux, uy)uyy = D (x, y, u, ux, uy) ,

où A,B,C et D sont des fonctions définies dans un domaine de R5.

Exemple 15

L’équation u2uxx + uy = x+ y est quasi-linéaire.

1.4.2 Équation aux dérivée partielle non-linéaire

On dit qu’une EDP est complètement non linéaire si elle dépend non linéairement de ses

termes d’ordre le plus élevé.

Définition 10

Exemple 16

L’équation (ux)
2 + (uy)

2 = 1 est complètement non linéaire.

1.5 Exercices

Exercice 1.1

Pour chacune des équations aux dérivées partielles ci-dessous, indiquer son ordre, si elle est

linéaire ou non, si elle est linéaire homogène ou non.

a) uxx + x2uy = y, b) (ux)
2 + uuy = 1, c) uxxxx + 2uxxyy + uyyyy = 0,

d) uxx + 2uxy + uyy = sinx, e) uxx + ux + sin (u) = ey, f) uxxuyy + uy + ux + u = 0.

12



1.5. Exercices

Exercice 1.2

Vérifier que les fonctions u (x, y) = x2 − y2 et u (x, y) = ex sin y sont bien des solutions de

l’équation
uxx + uyy = 0.

Exercice 1.3

Déterminer la solution générale de l’équation uyy + u = 0, où u = u (x, y).

Exercice 1.4

Déterminer la solution générale de

uxx − uyy = 0, où u = u (x, y)

en utilisant les nouvelles coordonnées : ξ = x+ y et η = x− y.

Exercice 1.5

Montrer que l’équation de la chaleur

ut = k (uxx + uyy)

exprimée en coordonnées polaires : r =
√
x2 + y2, θ = Arctg y

x
est

ut = k

(
urr +

1

r2
uθθ +

1

r
ur

)
où u = u (x, y, t) = u (r, θ, t) .

13
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2.2.2 Surfaces paramétrées dans R3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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2.3.2 Équations à coefficients variables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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2.1. Généralités

2.1 Généralités

Les équations aux dérivées partielles du premier ordre sont de la forme

F (x, y, · · · , u, ux, uy, · · · ) = 0, (x, y, z, · · · ) ∈ Ω ⊂ Rn. (2.1)

Nous allons débuter notre étude en considérant les EDP linéaires d’ordre 1. Nous allons re-

streindre notre discussion aux équations linéaires n’ayant que deux variables indépendantes,

c’est-à-dire aux équations de la forme

Aux +Buy + Cu = D, (x, y) ∈ Ω ⊂ R2,

pour lesquelles A,B,C et D sont des fonctions de x et y continûment différentiables sur le

domaine Ω.

La méthode exposée pour résoudre ces équations sera la méthode des courbes caractéristiques.

Cette méthode peut aussi être adaptée au cas des EDP linéaires d’ordre 1 ayant plus de deux

variables indépendantes.

Exemple 17 ((Équation de transport ou de convection))

Le modèle unidimensionnel de convection décrit la propagation d’un contaminant à travers un

tube par

ut + cux = f,

où c est une constante positive, elle correspond à la vitesse de concentration du contaminant,

u est la concentration en contaminant. C’est une approximation de l’équation de diffusion

ut = −cux +
1

2
Duxx + f

lorsque le coefficient de diffusion D est presque nul.

Il est aussi possible dans certains cas de remplacer une EDP d’ordre supérieur par un système

d’équations d’ordre 1. Ceci est une autre situation dans laquelle des équations d’ordre 1 appa-

raissent naturellement. Considérons l’exemple de l’équation des ondes

utt − c2uxx = 0. (2.2)

Nous pouvons la récrire sous la forme suivante

utt − c2uxx =

(
∂

∂t
+ c

∂

∂x

)(
∂

∂t
− c ∂

∂x

)
u = 0.
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2.2. Courbes et surfaces paramétrées

Noter que, dans ce qui précède, nous supposons que les dérivées partielles de u d’ordre m ≤ 2

sont continues sur Ω et ceci a comme conséquence que

utx = uxt.

L’équation des ondes (2.2) est donc équivalente au système d’EDP linéaires d’ordre 1 suivant ut − cux = v,

vt + cvx = 0.

Nous pouvons déterminer v à partir de la deuxième équation et ensuite résoudre la première

équation en y substituant v.

2.2 Courbes et surfaces paramétrées

2.2.1 Courbes paramétrées dans R2

Avant de décrire la méthode des courbes caractéristiques, nous allons rappeler les notions de

courbe paramétrée dans le domaine ouvert Ω ⊂ R2 et de dérivée directionnelle d’une fonction

de deux variables dans une direction
−→
d . Ces deux notions seront essentielles pour le reste de

ce chapitre.

Une courbe C paramétrée est l’image d’une fonction γ : I → Ω d’un intervalle ouvert I de R

vers le domaine Ω de R2 définie par

s 7→ γ (s) = (x (s) , y (s)) pour tout s ∈ I.

On dit alors que γ est une paramétrisation de C.

Définition 11

Exemple 18

1

Le cercle de centre (x0, y0) et de rayon r est une

courbe paramétrée par la fonction

t 7→ γ (t) = (x0 + r cos s, y0 + r sin s) , 0 ≤ s ≤ 2π,

x

y

r

x0

y0

Cercle de centre (x0, y0) et de rayon r

1

16



2.2. Courbes et surfaces paramétrées

Dans ce qui suit, nous supposerons que les fonctions s 7→ x (s) et s 7→ y (s) sont continûment

dérivables sur I. Dans cette situation, le vecteur

γ′ (s0) = (x′ (s0) , y
′ (s0))

est un vecteur tangent à la courbe C au point (x (s0) , y (s0)).

Soient f (x, y) une fonction définie sur le domaine Ω, (x0, y0) ∈ Ω et
−→
d = (d1, d2) une direction,

c’est-à-dire que
−→
d est un vecteur non-nul de R2. Alors la dérivée directionnelle de f au point

(x0, y0) dans la direction
−→
d est

f ′−→
d

(x0, y0) = lim
t→0

f (x0 + td1, y0 + td2)− f (x0, y0)

t
pourvu que cette limite existe.

Si les dérivées partielles de f sont continues sur Ω, alors

f ′−→
d

(x0, y0) =
∂f

∂x
(x0, y0) d1 +

∂f

∂y
(x0, y0) d2 = ∇f (x0, y0) ·

−→
d . (2.3)

Ici ∇f (x0, y0) dénote le gradient de f au point (x0, y0), c’est-à-dire

∇f (x0, y0) =

(
∂f

∂x
(x0, y0) ,

∂f

∂y
(x0, y0)

)
.

Dans l’équation (2.3), ∇f (x0, y0) ·
−→
d désigne le produit scalaire de ∇f (x0, y0) et

−→
d .

2.2.2 Surfaces paramétrées dans R3

Une surface paramétrée de classe Ck dans R3 est une fonction φ de classe Ck d’un domaine Ω

de R2 dans R3.

φ : Ω ⊂ R2 → R3

(s, τ) 7→ φ (s, τ) = (φ1 (s, τ) , φ2 (s, τ) , φ3 (s, τ)) .

Définition 12

Ω ⊂ R2

S = φ(Ω) ⊂ R3
(s, τ)

φ(s, τ)
φ

17



2.3. Méthode des caractéristiques

L’image S = φ (Ω) = {φ (s, τ) ∈ R3, (s, τ) ∈ Ω} s’appelle support géométrique de la surface

paramétrée φ.

Définition 13 (Surface paramétrée)

Exemple 19

Le cylindre, la sphère et l’hélicöıde dans R3 sont paramétrés respectivement par les fonctions

φ (s, τ) = (r cos s, r sin s, τ) , s ∈ [0, 2π[ , τ ∈ I ⊂ R,

ϕ (s, τ) = (r cos s sin τ, r sin s sin τ, r cos τ) , s ∈ [0, 2π[ , τ ∈ [0, π[ ,

ψ (s, τ) = (s cos τ, s sin τ, τ) , (s, τ) ∈ Ω ⊂ R2.

Cylindre

x y

z

Sphère

x y

z

Hélicöıde

x y

z

2.3 Méthode des caractéristiques

Revenons maintenant à la méthode des courbes caractéristiques. Cette méthode sera utilisée

pour résoudre des problèmes avec valeur initiale, c’est-à-dire qu’en plus de l’EDP, nous exigeons

que les solutions recherchées satisfassent à une condition initiale.

2.3.1 Équations à coefficients constants

Avant d’exposer les différentes étapes de la méthode, nous allons premièrement illustrer celles-ci

dans un exemple simple.
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2.3. Méthode des caractéristiques

L’exemple le plus simple d’équation aux dérivées partielles est l’équation de transport homogène

ut + cux = 0,

où c est une constante réelle donnée.

Nous voulons déterminer toutes les solutions u = u (x, t) qui satisfont à l’EDP et à la condition

initiale

u (x, 0) = f (x) .

Nous disons ici initiale parce que cette condition correspond à fixer les valeurs de u pour t = 0.

Considérons toutes les courbes paramétrées ayant une paramétrisation

γ : R −→ R2

s 7−→ γ (s) = (x (s) , t (s))

et dont le vecteur tangent γ′ (s) = (x′ (s) , t′ (s)) au point γ (s) = (x (s) , t (s)) est (c, 1) pour

tout s ∈ R. Dans ce qui précède, ()′ est la dérivée par rapport à s. Les fonctions x (s) et t (s)

satisfont aux deux équations différentielles ordinaires

dt

ds
= 1 et

dx

ds
= c.

Si nous fixons t (0) = t0 et x (0) = x0, il y a une et une seule solution à ce système d’équations

différentielles, à savoir

t (s) = s+ t0 et x (s) = cs+ x0 pour tout s ∈ R.

Si nous considérons maintenant les valeurs

u (s) = (x (s) , t (s))

d’une solution u sur ces courbes, alors nous obtenons par la règle de dérivation

du

ds
=
∂u

∂t

dt

ds
+
∂u

∂x

dx

ds
= ut + cux = 0.

Ce qui signifie que la dérivée directionnelle de u = u (x, t) dans la direction du vecteur tangent

(x′ (s) , t′ (s)) = (c, 1) est nulle pour tout point (x (s) , t (s)) avec s ∈ R.

Parce que du
ds

= 0, nous savons que u est constante par rapport à s.

Noter que la solution u est constante sur les courbes

s 7→ (x (s) , t (s)) = (cs+ x0, s+ t0) avec s ∈ R.
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2.3. Méthode des caractéristiques

Notons cette constante par u0. Nous avons donc

x (s) = cs+ x0, t (s) = s+ t0 et u = u0.

Chacune des courbes dans R3 donnée par la paramétrisation

s 7−→ (x, t, u) = (cs+ x0, s+ t0, u0) avec s ∈ R

est ce qu’on appellera une courbe caractéristique.

Nous n’avons pas encore tenu compte de la condition initiale u (x, 0) = f (x). De plus nous

n’avons pas pour l’instant décrit u en fonction de x et t, mais plutôt en fonction de s.

Les valeurs initiales possibles (x0, t0, u0) peuvent aussi être paramétrées par une courbe de

valeurs initiales : x0 = τ, t0 = 0, u0 = f (τ) avec τ ∈ R. Donc si nous décrivons x, t, u en

fonction de s et , nous obtenons

x (s, τ) = cs+ τ, t (s, τ) = s et u (s, τ) = f (τ) .

Il est possible de visualiser ces dernières équations en concevant les points (x, t, u) comme étant

sur une surface paramétrée par

(s, τ) 7−→ (x (s, τ) , t (s, τ) , u (s, τ)) .

Ceci est illustré à la figure ci-dessous dans le cas où f (x) = 1−x2, c = 1, 0 ≤ s ≤ 1 et 0 ≤ τ ≤ 1.

x

t

u

x− ct = 1

x− ct = 0

Ainsi on peut écrire x et t en fonction de s et de τ :

s = t, τ = x− cs = x− ct.
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2.3. Méthode des caractéristiques

En substituant ces valeurs dans l’expression de u, nous obtenons

u (x, t) = f (τ) = f (x− ct) ,

qui satisfait bien à la condition initiale u (x, 0) = f (x), et vérifie l’équation de transport

ut + cux = −cf ′ (x− ct) + c · f ′ (x− ct) = 0.

Dans cette solution u (x, t) = f (x− ct), nous voyons que l’information initiale u (x, 0) = f (x)

est transmise le long des courbes caractéristiques, c’est-à-dire que u (x, t) est constant pour

tous les points (x, t) tels que x − ct est une constante. Ici les courbes caractéristiques sont de

la forme x− ct = k où k une constante. Nous avons illustré ceci à la figure ci-dessous.

t

x

u

x− ct = k

x− ct = 0k

u(x, 0) = f(x)

Cette figure illustre aussi pourquoi l’EDP ut + cux = 0 est appelée l’équation d’onde unidirec-

tionnelle. Nous voyons bien la propagation de l’onde.
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2.3. Méthode des caractéristiques

2.3.2 Équations à coefficients variables

Décrivons maintenant la méthode générale des courbes caractéristiques pour résoudre le problème

à valeur initiale suivant

Aux +Buy + Cu = D avec u (X (τ) , Y (τ)) = f (τ) , ∀τ ∈ I, (2.4)

où A,B,C,D sont des fonctions continûment différentiables de x et y; u = u (x, y) est à

déterminer, I est un intervalle etX (τ) , Y (τ) et f (τ) sont des fonctions continûment différentiables

de τ ∈ I données.

Nous supposerons au départ que (A (x, y) , B (x, y)) 6= (0, 0) pour tout point (x, y) ∈ Ω. Con-

sidérons toutes les courbes paramétrées ayant une paramétrisation

γ : R −→ R2

s 7−→ (x (s) , y (s)) ,

et dont le vecteur tangent

γ′ (s) = (x′ (s) , y′ (s))

est (
A (x (s) , y (s)) , B (x (s) , y (s))

)
au point γ (s) = (x (s) , y (s)) , s ∈ R.

Ici ()′ désigne la dérivée par rapport à s. Nous obtenons ainsi un système de deux équations

différentielles ordinaires
dx

ds
= A (x, y) et

dy

ds
= B (x, y) . (2.5)

Si nous fixons x (0) = x0 et y (0) = y0, il y a alors une et une seule solution à ce système

d’équations différentielles ordinaires, à cause de l’hypothèse que (A (x, y) , B (x, y)) 6= (0, 0)

pour tout point (x, y) ∈ Ω. Noter qu’il est en général difficile de résoudre explicitement un tel

système.

Si maintenant nous considérons les valeurs u (s) = (x (s) , y (s)) d’une solution u sur ces courbes,

alors nous obtenons par les règles de dérivation

du

ds
=
∂u

∂x

dx

ds
+
∂u

∂y

dy

ds

= A (x (s) , y (s))ux (x (s) , y (s)) +B (x (s) , y (s))uy (x (s) , y (s))

= −C (x (s) , y (s))u (x (s) , y (s)) +D (x (s) , y (s)) .
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2.3. Méthode des caractéristiques

Noter que l’équationAux+Buy = −Cu+D nous permet de conclure que la dérivée directionnelle

de u = u (x, y) dans la direction du vecteur tangent γ′ (s) au point γ (s) est

−C (x (s) , y (s))u (x (s) , y (s)) +D (x (s) , y (s)) .

L’équation
du

ds
= −C (x (s) , y (s))u+D (x (s) , y (s)) (2.6)

est une équation différentielle ordinaire dont u (s) est une solution. Les fonctions x (s) , y (s)

sont déterminées par les équations (2.5). Si nous fixons u (0) = u0, alors l’équation (2.6) a une

et une seule solution u (s).

Les courbes dans R3 données par les paramétrisations

s 7−→ (x (s) , y (s) , u (s))

sont les courbes caractéristiques de l’équation (2.4).

Définition 14

Pour chaque point (x0, y0, u0), il y a une seule courbe caractéristique s 7−→ (x (s) , y (s) , u (s))

passant par ce point (x0, y0, u0) à s = 0. Pour chaque τ ∈ I, nous aurons une courbe car-

actéristique

s 7−→ (x (s, τ) , y (s, τ) , u (s, τ))

en prenant ci-dessus x0 = X (τ) , y0 = Y (τ) et u0 = f (τ) et telle que

(x (0, τ) , y (0, τ) , u (0, τ)) = (X (τ) , Y (τ) , f (τ)) pour tout τ ∈ I.

Nous obtenons ainsi une paramétrisation d’une surface

(s, τ) 7−→ (x (s, τ) , y (s, τ) , u (s, τ))

dans l’espace des (x, y, u) contenant la courbe C des valeurs initiales

τ 7−→ (X (τ) , Y (τ) , f (τ)) ,

ainsi que toutes les courbes caractéristiques s 7−→ (x (s, τ) , y (s, τ) , u (s, τ)). Nous avons illustré

ceci à la figure ci-dessous.
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2.3. Méthode des caractéristiques

x

u

y

Courbe des valeurs initiales
(X(τ), Y (τ), f(τ))

Courbes caractéristiques

Nous supposerons aussi que le jacobien

∂ (x, y)

∂ (s, τ)
=

∣∣∣∣∣∣
∂x
∂s

∂x
∂τ

∂y
∂s

∂y
∂τ

∣∣∣∣∣∣ =
∂x

∂s

∂y

∂τ
− ∂x

∂τ

∂y

∂s
6= 0

pour les points (s, τ) = (0, τ) avec τ ∈ I, alors il est possible d’écrire s et τ comme des fonctions

s = s (x, y) et τ = τ (x, y) continûment différentiables de x et y. Ceci est une conséquence du

théorème des fonctions inverses.

En d’autres mots, la fonction

(s, τ) 7−→ (x (s, τ) , y (s, τ))

a une fonction inverse

(x, y) 7−→ (s (x, y) , τ (x, y))

dans un voisinage de (s, τ) = (0, τ). En substituant ces expressions pour s et τ dans u (s, τ),

nous obtenons u = u (x, y) comme fonction de x et y.
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2.3. Méthode des caractéristiques

Nous avons fait deux hypothèses dans notre description de la méthode des courbes car-

actéristiques.

La première est que le vecteur (A (x, y) , B (x, y)) 6= (0, 0) sur le domaine Ω. Dans le cas où

il y aurait un point (x0, y0) ∈ Ω tel que (A (x, y) , B (x, y)) = (0, 0), alors les équations (2.5)

n’ont pas nécessairement une solution unique. Il peut y avoir plusieurs solutions ou encore

une solution qui approche le point (x0, y0) en faisant une spirale autour de ce point.

Une seconde hypothèse que nous avons fait est que le jacobien
∂ (x, y)

∂ (s, τ)
6= 0 pour les points

(s, τ) = (0, τ) avec τ ∈ I. Si ce jacobien s’annule pour un (0, τ0), alors nous ne pouvons

pas nécessairement écrire s et τ comme des fonctions de x et y. Dans ce cas, la méthode ne

fonctionne pas nécessairement. De plus, il arrive dans certains de ces cas qu’il n’y ait pas de

solution.

Remarque 15

Exemple 20

On considère l’équation

ux + xyuy = xy2.

Avec la condition

u (0, y) = ϕ (y) .

Nous avons A (x, y) = 1 et B (x, y) = xy. Alors la condition (A (x, y) , B (x, y)) 6= (0, 0) est

satisfaite. Considérons le système d’équations différentielles ordinaires

dx

ds
= 1, x (0) = 0,

dy

ds
= xy, y (0) = τ.

La première équation a pour solution x (s) = s. La deuxième équation a pour solution

y (s) = τe
s2

2 .

La solution du système précédent est donc

x (s) = s et y (s) = τe
s2

2 .

Si on considère maintenant u comme une fonction de s, i.e. u (s) = u (x (s) , y (s)), alors par

les règles de dérivation et le fait que u est une solution de l’EDP, on obtient

du

ds
=
dx

ds

∂u

∂x
+
dy

ds

∂u

∂y
= xy2 = sτ 2es

2

avec u (0) = u (x (0) , y (0)) = u (0, τ) = ϕ (τ) .
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2.3. Méthode des caractéristiques

Cette équation différentielle est équivalente à du = τ 2ses
2
ds. En prenant une primitive de

chaque membre et en tenant compte de u (0) = ϕ (τ) on obtient

u (s) = ϕ (τ) +
1

2
τ 2
(
es

2 − 1
)
.

Alors pour chaque τ , la courbe caractéristique est

τ 7−→ (x (s, τ) , y (s, τ) , u (s, τ)) =

(
s, τe

s2

2 , ϕ (τ) +
1

2
τ 2
(
es

2 − 1
))

.

La fonction (s, τ) 7−→ (x (s, τ) , y (s, τ)) =
(
s, τe

s2

2

)
a une fonction inverse. En effet, s = x et

τ = ye−
s2

2 = ye−
x2

2 .

En substituant les expressions pour s et τ dans u (s, τ) par leurs valeurs en fonction de x et y

on obtient la solution du problème :

u (x, y) = ϕ
(
ye−

x2

2

)
+

1

2
y2
(

1− e−x2
)
.

On peut vérifier que cette fonction est bien la solution du problème. En effet, on a

∂u

∂x
= −yxe−

x2

2 ϕ′
(
ye−

x2

2

)
+

1

2
y2
(

2xe−x
2
)
,

∂u

∂y
= e−

x2

2 ϕ′
(
ye−

x2

2

)
+ y

(
1− e−x2

)
.

Donc

∂u

∂x
+ xy

∂u

∂y
= −yxe−

x2

2 ϕ′
(
ye−

x2

2

)
+

1

2
y2
(

2xe−x
2
)

+ xye−
x2

2 ϕ′
(
ye−

x2

2

)
+ xyy

(
1− e−x2

)
= xy2.

et

u (0, y) = ϕ
(
ye−

x2

2

)
+

1

2
y2
(

1− e−x2
)∣∣∣∣

x=0

= ϕ (y) .

2.3.3 Équation des ondes

Nous allons maintenant décrire la solution de d’Alembert à l’équation des ondes dans le cas

d’une corde vibrante. Le problème est le suivant. Il faut déterminer la fonction u (x, t) telle

que

utt − c2uxx = 0 avec u (x, 0) = f (x) et ut (x, 0) = g (x) .
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2.3. Méthode des caractéristiques

Ici c est un nombre réel strictement positif (c > 0) donné, f (x) et g (x) sont des fonctions

données. Physiquement u (x, t) est le déplacement vertical d’une corde vibrante au point x de

cette corde au temps t. Nous supposons que la corde est suffisamment longue pour que les

extrémités n’interfèrent pas pendant l’intervalle de temps pour lequel nous considérons u. f (x)

est le déplacement initial de la corde et g (x) est la vitesse (verticale) initiale.

Comme nous l’avons vu, nous pouvons récrire l’EDP utt − c2uxx = 0 sous la forme du système ut − cux = v,

vt + cvx = 0.
(2.7)

Nous allons donc premièrement déterminer v en tenant compte des conditions initiales. À t = 0,

nous obtenons de la première équation du système (2.7) que

v (x, 0) = ut (x, 0)− cux (x, 0) = g (x)− cf ′ (x) ,

car

ut (x, 0) = g (x) et u (x, 0) = f (x) ⇒ ux (x, 0) = f ′ (x) .

Ainsi la fonction v (x, t) sera une solution du problème à valeur initiale suivant

vt + cvx = 0 avec v (x, 0) = g (x)− cf ′ (x) .

Comme nous l’avons vu précédemment la solution de ce problème est

v (x, t) = g (x− ct)− cf ′ (x− ct) .

Maintenant il nous faut considérer la première équation du système (2.7) avec la solution v (x, t)

ci-dessus. Nous obtenons le nouveau problème à valeur initiale suivant

ut − cux = g (x− ct)− cf ′ (x− ct) avec u (x, 0) = f (x) .

Nous devons premièrement déterminer les courbes caractéristiques. Il nous faut donc considérer

les équations différentielles ordinaires

dx

ds
= −c, dt

ds
= 1,

du

ds
= g (x (s)− ct (s))− cf ′ (x (s)− ct (s)) .

De plus la courbe des valeurs initiales est

τ 7−→ (X (τ) , T (τ) , u (X (τ) , T (τ))) = (τ, 0, f (τ)) .

De ceci, nous obtenons

x (s, τ) = −cs+ τ, t (s, τ) = s,
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2.3. Méthode des caractéristiques

ainsi que
du

ds
= g (−cs+ τ − cs)− cf ′ (−cs+ τ − cs) .

En intégrant, on trouve

u (s, τ) = f (τ) +

∫ s

0

(g (−2cξ + τ)− cf ′ (−2cξ + τ)) dξ.

En considérant la substitution λ = −2cξ + τ dans cette intégrale et parce que dλ = −2c dξ,

nous obtenons

u (s, τ) = f (τ)− 1

2c

∫ τ−2cs

τ

(g (λ)− cf ′ (λ)) dλ.

Il est facile de vérifier que s = t et τ = x + cs = x + ct. En substituant ceci dans l’expression

pour u ci-dessus, nous obtenons que

u (x, t) = f (x+ ct) +
1

2c

∫ x+ct

x−ct
(g (λ)− cf ′ (λ)) dλ.

Nous pouvons intégrer f ′ (λ) par rapport à λ. Conséquemment

u (x, t) =
1

2
( f (x+ ct) + f (x− ct) ) +

1

2c

∫ x+ct

x−ct
g (λ) dλ.

Ceci est la solution obtenue par d’Alembert.

Exemple 21

Par exemple, si le déplacement initial et la vitesse initiale sont respectivement

f (x) =

 sinx si 0 ≤ x ≤ π

0 sinon
et g (x) = 0,

alors le déplacement vertical u sera

u (x, t) =
1

2
( f (x+ ct) + f (x− ct) )

=



0 si (x, t) ∈ Ω1 ∪ Ω4 ∪ Ω6,

1
2

sin (x+ ct) si (x, t) ∈ Ω2,

1
2

( sin (x+ ct) + sin (x− ct) ) si (x, t) ∈ Ω3,

1
2

sin (x− ct) si (x, t) ∈ Ω5,

où Ω1,Ω2,Ω3,Ω4,Ω5 et Ω6 sont les régions représentées dans la figure ci-dessous.
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2.4. Exercices

t

x

x+ ct = 0 x− ct = 0x+ ct = π

x− ct = π

Ω1

Ω2

Ω3

Ω4

Ω5

Ω6

π

Nous avons ainsi deux ondes: l’une se déplaçant vers la droite et l’autre vers la gauche.

2.4 Exercices

Exercice 2.1

Résoudre le problème à valeur initiale suivant.

ut + cux + λu = 0 avec u (x, 0) = f (x) ,

où λ > 0, f (x) est une fonction donnée et u = u (x, t).

Exercice 2.2

Résoudre le problème à valeur initiale suivant.

ut + cux = h (x, t) avec u (x, 0) = f (x) ,

où c est un nombre réel non nul, h (x, t) est une fonction donnée et u = u (x, t).

Exercice 2.3

Résoudre le problème à valeur initiale suivant.

ut + exux = 0 avec u (x, 0) = x, où u = u (x, t) .

Exercice 2.4

Considérer la solution de d’Alembert de l’équation des ondes pour le déplacement initial

f (x) et la vitesse initiale g (x) suivants :

a) f (x) = x et g (x) = 0, b) f (x) = 0 et g (x) = x,

c) f (x) = sinx et g (x) = −c cosx, d) f (x) = sinx et g (x) = c cosx.
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2.4. Exercices

Exercice 2.5

Considérer l’EDP linéaire non-homogène

utt − c2uxx = h (x, t) ,

avec les conditions initiales

u (x, 0) = f (x) et ut (x, 0) = g (x) ,

où c est un nombre réel positif, h (x, t) , f (x) , g (x) sont des fonctions données et u = u (x, t).

a) Montrer que ce problème est équivalent au système vt + cvx = h (x, t) , v (x, 0) = g (x)− cf ′ (x) ,

ut − cux = v, u (x, 0) = f (x) .

b) Déterminer la solution du problème à valeur initiale

utt − c2uxx = x+ t avec u (x, 0) = x et ut (x, 0) = sin x

en procédant comme nous l’avons fait en décrivant la solution de d’Alembert pour l’équation

des ondes.
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3.1. Classification des équations aux dérivées partielles dans R2

Nous décrirons dans ce chapitre comment classifier les EDP linéaires d’ordre 2. Nous aurons

trois types d’EDP: hyperboliques, paraboliques et elliptiques. Ensuite nous décrirons la forme

canonique obtenue après un changement de coordonnées pour chacun de ces types d’EDP.

L’équation (1.5) du premier chapitre décrit la forme générale de ces équations avec n variables

indépendantes. Nous nous restreindrons au cas où n = 2. Ainsi les EDP que nous considérerons

initialement seront de la forme suivante :

Auxx +Buxy + Cuyy +Dux + Euy + Fu = G, (3.1)

avec A,B,C,D,E, F et G sont des fonctions de x et de y qui ne s’annulent pas simultanément.

Nous supposerons aussi que u,A,B,C,D,E, F et G ont toutes au moins des dérivées partielles

d’ordre m = 2 continues sur un domaine Ω du plan xy.

3.1 Classification des équations aux dérivées partielles

dans R2

On définit le discriminant ∆ en (x, y) par

∆ (x, y) = (B (x, y))2 − 4A (x, y)C (x, y) . (3.2)

Nous classons l’équation (3.2) selon le signe de ∆ (x, y).

L’équation (3.2) est dite hyperbolique (respectivement parabolique, elliptique) au point

(x0, y0) ∈ Ω si et seulement si ∆ (x0, y0) est positif (respectivement nul, négatif ).

Si une EDP est hyperbolique (respectivement parabolique, elliptique) pour tous les points

(x, y) du domaine Ω, on dit alors qu’elle est hyperbolique (respectivement parabolique,

elliptique) sur Ω.

Définition 16

Exemple 22

Les trois équations fondamentales des mathématiques physiques sont classées comme suit :

• L’équation des ondes utt − c2uxx = 0 est hyperbolique car

∆ (x, y) = 0− 4× 1×
(
−c2

)
= 4c2 > 0.
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3.2. Courbes caractéristiques

• L’équation de la chaleur ut − cuxx = 0 est parabolique car

∆ (x, y) = 0− 4× 0× (−c) = 0.

• L’équation de Laplace uxx + uyy = 0 est de type elliptique car

∆ (x, y) = 0− 4× 1× 1 = −4 < 0.

Si les coefficients de l’équation ne sont pas constants, le type de l’équation peut être différent

dans différentes parties du plan xy.

Remarque 17

Exemple 23

Pour l’équation xuxx − 2uxy + yuyy = 0 nous avons A (x, y) = x,B (x, y) = −2, C (x, y) = y et

∆ (x, y) = (B (x, y))2 − 4A (x, y)C (x, y) = 4− 4xy.

Donc cette EDP est parabolique sur la courbe

Γparabilique =
{

(x, y) ∈ R2 / xy = 1
}
,

elle est elliptique sur le domaine

Ωelliptique =
{

(x, y) ∈ R2 / xy > 1
}

et elle est hyperbolique sur le domaine

Ωhyperbolique =
{

(x, y) ∈ R2 / xy < 1
}
.

y

x

Ωelliptique

Ωelliptique

Ωhyperbolique

Γparabolique

Γparabolique

3.2 Courbes caractéristiques

Soit Γ : x = ϕ (t) , y = ψ (t) une courbe paramétrée de R2 dont tout point est régulier, c’est-à-

dire
(
dϕ
dt

)2
+
(
dψ
dt

)2
> 0, on cherche une solution u (x, y) de l’EDP (3.1) :

Auxx +Buxy + Cuyy +Dux + Euy + Fu = G,

qui vérifie des conditions supplémentaires sur Γ. On suppose connue la valeur de u sur Γ ainsi

que celle de ses dérivées ux et uy. Si u est complètement déterminée, ses dérivées secondes
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3.2. Courbes caractéristiques

uxx, uxy et uyy doivent être déterminées sur Γ. Pour les trouver nous joignons à l’EDP (3.1)

celles qu’on trouve en ux (ϕ (t) , ψ (t)) et uy (ϕ (t) , ψ (t)), on obtient le système suivant :
ϕ′ (t)uxx (ϕ (t) , ψ (t)) + ψ′ (t)uxy (ϕ (t) , ψ (t)) = d

dt
ux (ϕ (t) , ψ (t)) ,

ϕ′ (t)uxy (ϕ (t) , ψ (t)) + ψ′ (t)uyy (ϕ (t) , ψ (t)) = d
dt
uy (ϕ (t) , ψ (t)) ,

Auxx (ϕ (t) , ψ (t)) +Buxy (ϕ (t) , ψ (t)) + Cuyy (ϕ (t) , ψ (t)) = −Dux − Euy − Fu+G.

Soit

∆ (t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ′ (t) ψ′ (t) 0

0 ϕ′ (t) ψ′ (t)

A (ϕ (t) , ψ (t)) B (ϕ (t) , ψ (t)) C (ϕ (t) , ψ (t))

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= C (ϕ′ (t))

2 −Bϕ′ (t)ψ′ (t) + A (ψ′ (t))
2
.

Si ∆ 6= 0 les dérivées secondes sur Γ sont déterminées de façon unique. Si ∆ = 0 le système

précédent a soit aucune, soit une infinité de solutions.

On appelle courbes caractéristiques de l’EDP (3.1) les courbes régulières Γ : x = ϕ (t) , y =

ψ (t) de R2 qui annulent la quantité

∆ (t) = C (ϕ′ (t))
2 −Bϕ′ (t)ψ′ (t) + A (ψ′ (t))

2
.

On dit que Γ n’est caractéristique en aucun point si ∆ (t) 6= 0 pour tout t.

Définition 18

• Si A 6= 0 les courbes caractéristiques sont les solutions de l’équation différentielle

A (x, y)

(
dy

dx

)2

−B (x, y)
dy

dx
+ C (x, y) = 0.

• Si C 6= 0 ce sont les solutions de l’équation différentielle

C (x, y)

(
dx

dy

)2

−B (x, y)
dx

dy
+ A (x, y) = 0.

• Si A = C = 0 ce sont les droites x = constante et y = constante.

Théorème 19

Démonstration. Soit Γ : x = ϕ (t) , y = ψ (t) une courbe caractéristique régulière de l’EDP

(3.1). Supposons A (ϕ (t) , ψ (t)) 6= 0 au voisinage de t0. Si ϕ′ (t) alors ψ′ (t) doit aussi être
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3.2. Courbes caractéristiques

nul et donc au voisinage de t0 cela ne peut définir une courbe, donc dans un domaine où

A (x, y) 6= 0, ϕ′ (t) 6= 0. La tangente à Γ n’est pas verticale, Γ est définie par un fonction

y = f (x) c’est-à-dire x = x, y = f (x) et ψ′(t)
ϕ′(t)

= f ′ (t) donc ∆ = 0 est alors équivalente à

A (x, y)
(
dy
dx

)2 −B (x, y) dy
dx

+ C (x, y) = 0.

On raisonne de façon analogue au voisinage d’un point où C 6= 0. Dans un domaine où

A = C = 0, ∆ = 0 devient B (ϕ (t) , ψ (t))ϕ′ (t)ψ′ (t) comme il s’agit d’une équation du second

ordre B 6= 0 et donc soit ϕ′ soit ψ′ est nul.

On voit que la recherche de caractéristiques (dans les cas non triviaux, i.e. A 6= 0) se ramène

à la résolution d’un problème du second ordre en dy
dx

. L’existence de solutions réelles dépend

alors du signe du discriminant B2 − 4AC, qui caractérise la nature de l’équation aux dérivées

partielles.

Ainsi, dans le cas hyperbolique, il existe deux caractéristiques réelles, dans le cas parabolique

une caractéristique réelle et dans le cas elliptique deux caractéristiques complexes conjuguées :

pour a 6= 0,


B2 − 4AC > 0⇒ dy

dx
= B±

√
B2−4AC
2A

B2 − 4AC = 0⇒ dy
dx

= B
2A

B2 − 4AC < 0⇒ dy
dx

= B±i
√
4AC−B2

2A

Exemple 24

On considère l’équation uxx − uyy = c, où c est une constante réelle.

Cette équation est hyperbolique dans R2 tout entier. Les courbes caractéristiques sont les

solutions de (
dy

dx

)2

− 1 = 0.

Il y a donc deux familles de courbes caractéristiques :

dy

dx
= 1 et

dy

dx
= −1.

Ce sont donc les droites y = ±x+ constante.

Exemple 25

On considère l’équation x2uxx − y2uyy = c, où c est une constante réelle.

Pour cette équation B2 − 4AC = 4x2y2. Cette équation est donc hyperbolique en dehors des

axes de coordonnées.

Les courbes caractéristiques sont les solutions de

y2
(
dy

dx

)2

− x2 = 0.
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3.3. Réduction à la forme standard

Il y a donc deux familles de courbes caractéristiques :

dy

dx
=
x

y
et

dy

dx
= −x

y

ou encore :

xdx = ±ydy.

Ce sont donc les courbes x2 ± y2 = constante.

Exemple 26

On considère l’équation uxx + uyy = c, où c est une constante réelle.

Pour cette équation B2 − 4AC = −4. Cette équation est donc elliptique.

Les courbes caractéristiques sont les solutions de(
dy

dx

)2

+ 1 = 0.

Il y a donc deux familles de courbes caractéristiques (non réelles) :

dy

dx
= i et

dy

dx
= −i.

Ce sont donc les courbes y = ±ix+ constante.

3.3 Réduction à la forme standard

3.3.1 Changement de variables

Soient ξ = ξ (x, y) et η = η (x, y) deux nouvelles variables qui sont des fonctions de x et y

ayant au moins leurs dérivées partielles d’ordre m ≤ 2 continues sur le domaine Ω.

La transformation de coordonnées (ξ, η) = (ξ (x, y) , η (x, y)) est dite régulière sur le domaine

Ω si

J =

∣∣∣∣∣∣∣
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
∂η

∂x

∂η

∂y

∣∣∣∣∣∣∣ =
∂ξ

∂x

∂η

∂y
− ∂ξ

∂y

∂η

∂x
6= 0 sur le domaine Ω.

Définition 20

Il est important d’observer que la classification ci-dessus est préservée par tout changement de

coordonnées régulier. Plus précisément, si ξ = ξ (x, y) et η = η (x, y) sont deux nouvelles vari-

ables, alors nous obtenons une nouvelle équation en utilisant ces nouvelles variables et celle-ci est
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3.3. Réduction à la forme standard

hyperbolique (respectivement parabolique, elliptique) au point (ξ0, η0) = (ξ (x0, y0) , η (x0, y0))

si et seulement l’équation (3.1) est hyperbolique (respectivement parabolique, elliptique) au

point (x0, y0). Nous allons maintenant vérifier ceci.

Le type de l’EDP du second ordre (3.1) est invariant par les transformations régulières.

Proposition 21

Démonstration. En utilisant les formules de dérivation composée, nous avons

ux = uξξx + uηηx, uy = uξξy + uηηy,

uxx = uξξξ
2
x + 2uξηξxηx + uηηη

2
x + uξξxx + uηηxx,

uxy = uξξξxξy + uξη (ξxηy + ξyηx) + uηηηxηy + uξξxy + uηηxy,

uyy = uξξξ
2
y + 2uξηξyηy + uηηη

2
y + uξξyy + uηηyy.

En substituant ces dérivées partielles dans l’équation (3.1), nous obtenons

A′uξξ +B′uξη + C ′uηη +D′uξ + E ′uη + F ′u = G′,

où

A′ = Aξ2x +Bξxξy + Cξ2y ,

B′ = 2Aξxηx +B (ξxηy + ξyηx) + 2Cξyηy,

C ′ = Aη2x +Bηxηy + Cη2y,

D′ = Aξxx +Bξxy + Cξyy +Dξx + Eξy,

E ′ = Aηxx +Bηxy + Cηyy +Dηx + Eηy,

F ′ = F et G′ = G.

Nous obtenons alors que (B′)2 − 4A′C ′ = J2 (B2 − 4AC). Parce que J 6= 0 sur le domaine Ω,

nous avons que (B′)2 − 4A′C ′ > 0 (respectivement = 0, < 0) si et seulement si B2 − 4AC > 0

(respectivement = 0, < 0). Ceci termine la preuve que la classification des équations en EDP

hyperboliques, paraboliques ou elliptiques est invariante sous des changements de coordonnées

réguliers.

On va maintenant voir que les courbes caractéristiques permettent de définir un changement

de variable conduisant à une forme simple de l’équation aux dérivées partielles (forme dite

standard) ou certains termes parmi A,B ou C ont été annulés.
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3.3. Réduction à la forme standard

3.3.2 Formes standards

En utilisant ce qui précède, nous pouvons maintenant nous demander s’il existe des coordonnées

(ξ, η) telles que A′ = 0 ou C ′ = 0. Le but ultime de ceci est de déterminer une forme canonique

ou standard d’une EDP comme dans l’équation (3.1). Nous pouvons tenter de déterminer un

tel changement de coordonnées. Ainsi nous voulons que

A′ = Aξ2x +Bξxξy + Cξ2y = 0 ou C ′ = Aη2x +Bηxηy + Cη2y = 0.

Ces deux équations sont de la même forme

Aζ2x +Bζxξy + Cζ2y = 0 avec ζ = ξ ou ζ = η. (3.3)

Nous supposerons dans ce qui suit que ζy 6= 0 pour les points du domaine Ω. En divisant les

deux côtés de cette dernière équation par ζ2y , nous aurons

A

(
ζx
ζy

)2

+B
ζx
ξy

+ C = 0. (3.4)

Rappelons que si f est une fonction continue de x et y ayant des dérivées partielles continues

sur le domaine Ω et que nous considérons la courbe de niveau

Cα = {(x, y) ∈ Ω / f (x, y) = α} ,

alors la pente de la tangente y′ en un point de cette courbe est

y′ =
dy

dx
= − ∂f

∂x

/
∂f

∂y
.

En effet, si nous dérivons par rapport à x les deux côtés de l’équation f (x, y) = α définissant

la courbe Cα, nous obtenons au moyen de la règle de châınes

d (f (x, y))

dx
=
dα

dx
= 0⇒ ∂f

∂x
+
∂f

∂y

dy

dx
= 0,

ce qui donne
dy

dx
= − ∂f

∂x

/
∂f

∂y
.

Nous avons illustré ceci à la figure ci-dessous pour la courbe de niveau f (x, y) = x2 + 4y2 = 4.

Dans ce cas,
∂f

∂x
= 2x,

∂f

∂y
= 8y et y′ = −2x

8y
= − x

4y
.

Ainsi une équation de la droite tangente à la courbe de niveau passant par le point
(

1,
√
3
2

)
est

y −
√

3

2
= − 1

2
√

3
(x− 1) .
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3.3. Réduction à la forme standard

y

xo

−1

21

Courbe de niveau

Droite tangente

43

Conséquemment si nous considérons la courbe de niveau Cα = {(x, y) ∈ Ω / ζ (x, y) = α},

alors en utilisant la substitution

y′ =
dy

dx
= −ζx

ζy

dans l’équation (3.4) on trouve que la pente de la tangente y′ à cette courbe de niveau satisfait

l’équation

A

(
dy

dx

)2

−B
(
dy

dx

)
+ C = 0. (3.5)

Puisque la formule ci-dessus est une équation quadratique, elle a 2, 1 ou 0 solutions réelles, selon

le signe du discriminant, B2−4AC. Nous obtenons ainsi les équations différentielles ordinaires :

pour a 6= 0,



dy

dx
=
B ±

√
B2 − 4AC

2A
si B2 − 4AC > 0,

dy

dx
=

B

2A
si B2 − 4AC = 0,

dy

dx
=
B ± i

√
4AC −B2

2A
si B2 − 4AC < 0.

(3.6)

Celles-ci sont appelées les équations caractéristiques.

Équations hyperboliques

Étant donnée une équation hyperbolique (B2−4AC > 0), les caractéristiques sont les solutions

de
dy

dx
=
B ±

√
B2 − 4AC

2A
.

Après intégration, on obtient les courbes caractéristiques sous forme implicite :

φ1 (x, y) = c1 et φ2 (x, y) = c2,
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3.3. Réduction à la forme standard

où les c1, c2 ∈ R sont des constantes.

Soient φ1 (x, y) = c1 et φ2 (x, y) = c2 les deux familles de courbes caractéristiques d’une

équation hyperbolique (B2 − 4AC > 0).

En posant ξ = φ1 (x, y) et η = φ2 (x, y), cette équation hyperbolique se met sous la forme

uξη =
1

B′
(G′ −D′uξ − E ′uη − F ′u) . (3.7)

En posant ensuite α = ξ + η et β = ξ − η elle se met sous la forme

uαα − uββ =
1

B′′
(G′′ −D′′uα − E ′′uβ − F ′′u) . (3.8)

Ce sont les deux formes standards d’une EDP hyperbolique.

Théorème 22

Démonstration. Si a = c = 0, on a déjà la première forme standard. Si a 6= 0, alors,d’après ce

qui précède (voir la section changement de variables), on voit que le choix ξ = φ1 (x, y) conduit

à annuler A (x, y). Également, le choix η = φ2 (x, y) conduit à annuler C (x, y). Noter que si C

est nul on garde η = y et si A est nul on garde ξ = x.

Pour la suite, par dérivation composée :

uξ = uααξ + uββξ, uy = uααη + uββη,

uξη = uαααξαη + uαβ (αξβη + αηβξ) + uβββξβη + uααξη + uββξη

= uαα − uββ.

En substituant ceci dans l’équation (3.7), nous obtenons l’équation (3.8).

Exemple 27

Illustrons comment obtenir l’équation canonique dans le cas de l’EDP linéaire d’ordre 2 suiv-

ante : y2uxx − x2uyy = 0.

Comme B2 − 4AC = 02 − 4y2 (−x2) = 4x2y2 ≥ 0, nous obtenons facilement qu’aux points

(x0, y0) pour lesquels x0 = 0 ou y0 = 0, l’EDP est parabolique; alors qu’aux points (x0, y0)

pour lesquels x0 6= 0 et y0 6= 0, l’EDP est hyperbolique. Considérons un domaine Ω pour lequel

l’EDP est hyperbolique à tous ses points. À ces points, les équations caractéristiques sont

dy

dx
=

0 +
√

4x2y2

2y2
=
x

y
et

dy

dx
=

0−
√

4x2y2

2y2
= −x

y
.

En utilisant la méthode de séparation de variables, nous obtenons ou encore :

ydy = xdx⇒ y2

2
− x2

2
= c et ydy = −xdx⇒ y2

2
+
x2

2
= c′,
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3.3. Réduction à la forme standard

où c, c′ sont des constantes. Ainsi les deux courbes caractéristiques sont

φ1 (x, y) =
y2

2
− x2

2
= c et φ2 (x, y) =

y2

2
+
x2

2
= c′.

Les coordonnées caractéristiques sont

ξ (x, y) =
y2

2
− x2

2
et η (x, y) =

y2

2
+
x2

2
.

En utilisant ce changement de coordonnées, la dérivation composée et en observant que x2 =

η− ξ et y2 = η+ ξ, alors l’EDP y2uxx−x2uyy = 0 est transformée et nous obtenons la nouvelle

équation

uξη =
η

2 (ξ2 − η2)
uξ −

ξ

2 (ξ2 − η2)
uη.

En effet, par la dérivation composée, nous obtenons

ux = −xuξ + xuη, uy = yuξ + yuη,

uxx =
∂

∂x
(−xuξ + xuη) = x2uξξ − 2x2uξη + uηη − uξ + uη,

uyy =
∂

∂y
(yuξ + yuη) = y2uξξ + 2y2uξη + y2uηη + uξ + uη

et finalement

y2uxx − x2uyy = −4x2y2uξη −
(
x2 + y2

)
uξ +

(
y2 − x2

)
uη = 0.

Alors

uξη = −x
2 + y2

4x2y2
uξ +

y2 − x2

4x2y2
uη =

η

2 (ξ2 − η2)
uξ −

ξ

2 (ξ2 − η2)
uη,

qui est la première forme standard de l’EDP aux points pour lesquels celle-ci est hyperbolique.

Si nous utilisons plutôt les coordonnées α = ξ+η, β = ξ−η, alors ξ = 1
2

(α + β), η = 1
2

(α− β)

et l’EDP obtenue sera

uαα − uββ = − 1

2α
uα +

1

2β
uβ.

Nous obtenons ceci par la dérivation composée car

uξ = uα + uβ, uη = uα − uβ et uξη = uαα − uββ.

Alors la première forme standard devient

uαα − uββ = η
2(ξ2−η2) (uα + uβ)− ξ

2(ξ2−η2) (uα − uβ) = − 1

2α
uα +

1

2β
uβ.

Cette dernière équation est la seconde forme standard de l’EDP aux points pour lesquels celle-ci

est hyperbolique.
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3.3. Réduction à la forme standard

Nous allons maintenant discuter de ce qu’il faut faire dans les cas où l’équation est parabolique

ou elliptique. Pour chacun de ces cas, nous obtenons soit une seule équation caractéristique ou

deux équations caractéristiques complexes.

Équations paraboliques

Si notre EDP est parabolique sur le domaine Ω, alors B2−4AC = 0 en tout point de Ω et nous

obtenons qu’une seule équation caractéristique

dy

dx
=

B

2A
.

Après intégration, on obtient une courbe caractéristique sous forme implicite :

φ1 (x, y) = c1,

où c1 ∈ R est une constante.

La première coordonnée caractéristique est alors ξ = φ1 (x, y). Pour obtenir la seconde coor-

donnée caractéristique η = φ2 (x, y), il suffit de prendre une fonction φ2 (x, y) quelconque ayant

au moins des dérivées partielles d’ordre m ≤ 2 continues sur le domaine Ω et telles que

J =

∣∣∣∣∣∣∣
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
∂η

∂x

∂η

∂y

∣∣∣∣∣∣∣ =
∂ξ

∂x

∂η

∂y
− ∂η

∂x

∂ξ

∂y
6= 0 sur Ω.

Si ξ = φ1 (x, y) et η = φ2 (x, y) alors notre EDP parabolique peut s’écrire sous la forme :

uηη =
1

C ′
(G′ −D′uξ − E ′uη − F ′u) .

Théorème 23

Démonstration. On suppose que A 6= 0. Le changement de variable ξ = φ1 (x, y) permet

alors d’annuler A′.

Sachant que B2−4AC = 0 et B2−4AC = J2
(
(B′)2 − 4A′C ′

)
, on voit que l’on a automatique-

ment B′ = 0 pour η choisi de manière à ce que le changement de variables soit régulier.

On se retrouve donc uniquement avec C ′ 6= 0, ce qui correspond à la forme standard.

Exemple 28

Soit l’EDP

uxx + 6uxy + 9uyy − ux + 2uy = 0.
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3.3. Réduction à la forme standard

Cette équation est linéaire d’ordre 2 et parce que B2 − 4AC = 62 − 4(1)(9) = 0 pour tous les

points de R2, elle est parabolique sur R2. Nous n’avons qu’une seule équation caractéristique

dy

dx
=

B

2A
=

6

2
= 3,

et, en utilisant la méthode de séparation de variables, nous obtenons comme solution de cette

équation

φ1 (x, y) = 3x− y = c, où c est une constante.

Nous avons donc pour l’instant qu’une seule coordonnée caractéristique

ξ = 3x− y.

Pour obtenir une seconde coordonnée caractéristique, nous avons beaucoup de choix. Par

exemple, nous prendrons

η = x.

Cette fonction a bien des dérivées partielles d’ordre m ≤ 2 continues et

J =

∣∣∣∣∣∣∣
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
∂η

∂x

∂η

∂y

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ 3 −1

1 0

∣∣∣∣∣∣ = 1 6= 0 pour tout point de R2.

En utilisant ce changement de coordonnées ξ = 3x − y, η = x et la dérivation composée nous

obtenons

ux = uξξx + uηηx = 3uξ + uη, uy = uξξy + uηηy = −uξ,

uxx =
∂

∂x
(3uξ + uη) = 3uξξξx + 3uηξηx + uξηξx + uηηηx = 9uξξ + 6uξη + uηη,

uyy =
∂

∂y
(−uξ) = −uξξξy − uηξηy = uξξ,

uxy =
∂

∂x
(−uξ) = −uξξξx − uηξηx = −3uξξ − uηξ.

Alors

uxx + 6uxy + 9uyy − ux + 2uy

= 9uξξ + 6uξη + uηη − 18uξξ − 6uηξ + 9uξξ − 3uξ − uη − 2uξ

= uηη − 5uξ − uη = 0.

La forme standard de l’équation uxx + 6uxy + 9uyy − ux + 2uy = 0 est donc

uηη − 5uξ − uη = 0.
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3.3. Réduction à la forme standard

Équations elliptiques

Si notre EDP est elliptique sur le domaine Ω (B2 − 4AC < 0), alors ses deux équations

caractéristiques

dy

dx
=
B − i

√
4AC −B2

2A
et

dy

dx
=
B + i

√
4AC −B2

2A

sont à valeurs complexes (avec une partie imaginaire non-nulle) et les solutions de ces équations

sont

φ1 (x, y) = c1 et φ2 (x, y) = c2,

où φ1 et φ2 sont complexes conjuguées entre elles.

Si nous posons ξ = φ1 (x, y) et η = φ2 (x, y), ces variables ne prennent pas des valeurs réelles.

La modification nécessaire est de prendre ξ égal à la partie réelle de φ1 (x, y) et η est la partie

imaginaire de φ1 (x, y).

Si ξ+ iη = φ1 (x, y) et ξ− iη = φ2 (x, y) alors notre EDP elliptique peut s’écrire sous la forme

standard

uξξ + uηη =
1

C ′
(G′ −D′uξ − E ′uη − F ′u) .

Théorème 24

Démonstration. L’équation des caractéristiques (3.3) devient, en injectant les formules de

changement de variables :

0 = A

(
∂

∂x
(ξ + iη)

)2

+B

(
∂

∂x
(ξ + iη)

)(
∂

∂y
(ξ + iη)

)
+ C

(
∂

∂y
(ξ + iη)

)2

= A′ − C ′ + iB′,

ce qui implique puisque A′, B′ et C ′ sont des fonctions réelles : A′ = C ′ et B′ = 0.

Exemple 29

Considérons l’équation uxx + x2uyy = 0. Dans ce cas, B2 − 4AC = −4x2. Conséquemment

cette équation est parabolique aux points (x0, y0) où x0 = 0, sinon elle est elliptique. Sur

un domaine pour lequel l’équation est elliptique, ses équations caractéristiques sontequations

caracteristiques sont
dy

dx
= ix et

dy

dx
= −ix.

Les solutions seront

φ1 (x, y) = y − i

2
x2 = c1 et φ2 (x, y) = y +

i

2
x2 = c2,
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3.3. Réduction à la forme standard

où les c1, c2 ∈ R sont des constantes. Les coordonnées caractéristiques sont alors

ξ = Re (φ1 (x, y)) = y et η = Im (φ2 (x, y)) =
1

2
x2.

Cette fonction a bien des dérivées partielles d’ordre m ≤ 2 continues et

J =

∣∣∣∣∣∣∣
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
∂η

∂x

∂η

∂y

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ 0 1

x 0

∣∣∣∣∣∣ = −x 6= 0 pour tout point de R2
∖
{x = 0} .

En utilisant ce changement de coordonnées ξ = y, η = 1
2
x2 et la dérivation composée nous

obtenons

ux = uξξx + uηηx = xuη, uy = uξξy + uηηy = uξ,

uxx =
∂

∂x
(xuη) = uη + x (uξηξx + uηηηx) = uη + x2uηη,

uyy =
∂

∂y
(uξ) = uξξξy + uηξηy = uξξ.

Donc

uxx + x2uyy = x2 (uξξ + uηη) + uη = 0⇒ uξξ + uηη = − 1

2η
uη.

3.3.3 Équations linéaires à coefficients constants

Dans le cas de coefficients constants, il est possible d’aller plus loin dans la simplification

de l’expression d’une équation aux dérivées partielles : à l’aide d’un changement de fonction

inconnue

u (x, y) = ϕ (ξ, η) eλξ+µη

on peut éliminer les termes contenant des dérivées premières.

Exemple 30

On considère l’équation

uxx − uyy + 2ux + u = 0.

Pour cette équation B2 − 4AC = 4 > 0 pour tout point de R2. L’équation donnée est alors

hyperbolique.

Les courbes caractéristiques sont données par(
dy

dx

)2

− 1 = 0⇒ dy

dx
= 1 et

dy

dx
= −1.
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3.3. Réduction à la forme standard

Les solutions seront

φ1 (x, y) = x− y = c1 et φ2 (x, y) = x+ y = c2,

où les c1, c2 ∈ R sont des constantes. Les coordonnées caractéristiques sont alors

ξ = x− y et η = x+ y.

Cette transformation a bien des dérivées partielles d’ordre m ≤ 2 continues et

J =

∣∣∣∣∣∣∣
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
∂η

∂x

∂η

∂y

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣ 1 −1

1 1

∣∣∣∣∣∣ = 2 6= 0 pour tout point de R2.

On alors

ux = uξξx + uηηx = uξ + uη, uy = uξξy + uηηy = −uξ + uη,

uxx =
∂

∂x
(uξ + uη) = uξξ + uηη + 2uξη,

uyy =
∂

∂y
(−uξ + uη) = uξξ + uηη − 2uξη.

Donc

uxx − uyy + 2ux + u = 4uξη + 2uξ + 2uη + u = 0,

ce qui conduit à la forme standard

2uξη + uξ + uη + 1
2
u = 0.

On pose alors

u (ξ, η) = ϕ (ξ, η) eλξ+µη.

D’où

uξ = (ϕξ + λϕ) eλξ+µη, uη = (ϕη + µϕ) eλξ+µη,

uξη = (ϕξη + µϕξ + λϕη + λµϕ) eλξ+µη.

Par suite

2uξη + uξ + uη + 1
2
u =

(
2ϕξη + (1 + 2µ)ϕξ + (1 + 2λ)ϕη + 1

2
(1 + 2µ) (1 + 2λ)ϕ

)
eλξ+µη.

En choisissant λ = µ = −1
2

on élimine les dérivées premières

2ϕξηe
λξ+µη = 0,
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ce qui conduit à

ϕξη = 0 ⇒ ϕ (ξ, η) = f (ξ) + g (η) ,

où f et g sont deux fonctions arbitraires, de classe C2. On a donc, finalement

u (x, y) = ϕ (ξ, η) eλξ+µη = (f (x− y) + g (x+ y)) e−x.

3.3.4 Équations de dimension supérieure

Dans le cas d’équations aux dérivées partielles impliquant 3 variables (mais toujours d’ordre

2), la démarche est similaire lorsque les termes d’ordre deux sont de la forme

Auxx + 2Buxy + Cuyy + 2Duxz + 2Euyz + Fuzz,

où A,B,C,D,E, F sont des fonctions de (x, y, z). On étudie les valeurs propres de la matrice

suivante 
A B D

B C E

D E F

 .
Dans un domaine où toutes les valeurs propres sont du même signe on parle de problème

elliptique.

Dans un domaine où une valeur propre est nulle et les autres de même signe, on parle de

problème parabolique.

Dans un domaine où au moins deux valeurs propres sont de signes opposés, on parle de problème

hyperbolique.

3.4 Exercices

Exercice 3.1

Déterminer pour quels points (x, y) du plan, chacune des EDP linéaires d’ordre 2 suivantes

est a) hyperbolique, b) parabolique et c) elliptique.

i) xuxx − xyuxy + y2uyy − 3ux = 0, ii) xuxx + xyuxy + yuyy − (x+ 3)uy = u,

iii) exuxx + xyuxy − uyy + 5yux = ex, iv) x2uxx + 2 (x− y)uxy + uyy = 0,

v) uxx − 5uxy − (x+ y)uyy + 4ux − xuy = sinx
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Exercice 3.2

Pour chacune des EDP linéaires d’ordre 2 suivantes

a) déterminer les points du plan xy où ces équations sont hyperboliques,

b) déterminer les coordonnées caractéristiques de ces équations sur le domaine où celles-ci

sont hyperboliques,

c) effectuer le changement de coordonnées pour celles trouvées en b) de façon à obtenir

l’équation canonique correspondante.

a) 2y2uxx − xyuxy − x2uyy + 4yux − 3u = 0, b) x2uxx − xyuxy − 6y2uyy + ux = 0.

Exercice 3.3

Pour l’EDP linéaire d’ordre 2 suivante.

x2uxx − 2xyuxy + y2uyy − ux = 0,

a) déterminer les points du plan xy où cette équation est parabolique,

b) déterminer les coordonnées caractéristiques de cette équation sur le domaine où celle-ci

est parabolique,

c) effectuer le changement de coordonnées pour les coordonnées trouvées en b) de façon à

obtenir l’équation canonique correspondante.

Exercice 3.4

Pour chacune des EDP linéaires d’ordre 2 ci-dessous, déterminer le type de l’équation, les

équations caractéristiques, les coordonnées caractéristiques et ensuite réduire l’équation sous

sa forme canonique

a) uxx − 2uxy + 2uyy + ux − 3u = 0, b) uxx + 4uxy + 2uyy + ux = 0.
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