Année universitaire : 2022-2023

Date : 13/11,/2022

Module : Analyse 5

Corrigé de ’Examen Partiel

Exercice 1 (6 points) : a) 1 pt. b) 1.5 pts, ¢) 2 pts, d) 1.5 pts.

z2
Soient a > 0 et f, la fonction définie sur R par f, (z) = \/%efﬂ.

On note F, (w) = F (f, (z)) (w) la transformée de Fourier de f,.
a) Montrer que f, est solution de I’équation différentielle y' (z) 4+ zy (z) = 0.

b) En appliquant la transformation de Fourier a cette équation différentielle, en déduire une équation

n

différentielle vérifiée par F,, (w). Indication : F (2™ f (z)) (w) = z'”d F(f(z)) (w).
wn
+oo
c) Sachant que / e dg = V/E, calculer F, (0). En déduire F, (w).

d) Pour b > 0, en passant par la transformation de Fourier, calculer f, * f;.
Corrigé.

a) En dérivant la fonction f, par rapport a x on obtient

f/ (Qj) — i ( 1 6_22) — 1 e_zji (_x_Z) — Le_ij (_2_1.) — -z e_flj
@ dx \\/2a V2a dx 4a V2a 4a 2av/2a ’
Alors

—T _ﬁ 1 1 z2
e 4+ —x

2av/2a 2a /2a

ce qui montre que f, est solution de I'équation différentielle 4 (z) + 2y (z) = 0.

ixfa (x) =

fula) + 5

b) On note Y (w) = F (y (2)) (w).

En appliquant la transformation de Fourier a I'équation différentielle ¥/ (z) + 5=zy (z) = 0 on trouve

1
F ' (@) + 5 F (wy () = 0.
D’apres les propriétés de la transformée de Fourier on a

F ' (@) =iwF (y() =Y (W) et Flzy (@) (@) =i~F(y(2) (W) =i¥" ().

I vient alors que iwY (w) + 5-iY” (w) = 0 ou beaucoup mieux

Y (w) 4 2awY (w) = 0,

qui est Iéquation différentielle vérifiée par F, (w).
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c) On a

+o0o +o0o 2 )
Folw) = F(fa@) (@) = o= [ ful@)e ™ da = / e Hrerds,

[ee)

Pour w = 0, on obtient

+oo 22
F,(0) = 2\/1%/ e dadx.

+oo
On prend a = ﬁ dans l'intégrale / o~ o — \/g on trouve

— 00

m
Fu(0) = 5[4 = 5 Viar = 1.

4a
Pour déduire F, (w) on résout 'équation différentielle Y’ (w) + 2awY (w) = 0.

On peut résoudre cette derniere équation différentielle par séparation de variables :

Y’ dy
Y (w) + 2awY (w) =0 = v <(:))) = —2aw = / v (Euw)) =— / 2awdw + constante
= In|Y (w)| = —aw® +c.

Puis on compose par ’exponentielle des deux cotés pour obtenir
Y (W) =€ e ou Y (w)=Ke ™ avec K =+e® =Y (0).

On en déduit que

Ce qui signifie que
2

F(fa(2))(w)=F (ﬁ(%) (W) = e,

d) Pour b > 0, en passant par la transformation de Fourier, on a
F(fax fo) = F (f) F(fy) = e e = (@b,

On remarque que e~ (<" — F (fats). Alors en passant par la transformation de Fourier inverse

F~1, on trouve

22

g e 1 " 4(a+d)
fa* fo = far T .

Exercice 2 (4 points) : 2 pts + 2 pts.

A Paide de la transformée de Fourier de la fonction

1—|z| size]-1,1]
fx) = (= fa]) xj-1a (2) = :
0 sizé]|—1,1]

sin?

4

—+00

dz.

calculer I'intégrale /

—00

T
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Corrigé.

On remarque que la fonction f est paire, alors

F(f(2)) (W) = Foos (f (2)) (w) = \/2/0%0][ (7) cos (wz) dox = \/%/01 (1 — z) cos (wr) dz.

Par intégration par parties on a

/(1—@ cos (wz) dx:/(l—x)% (Sinf:‘)x)> dz = (1 — 1) <Si“f:"‘”)) —/Si“fdwx)%(1 _2)d

o () [anten,
in (

Il vient donc

FU@)e) =20 () - W]m_l SNE

2
w W 2=0

En utilisant I'identité 1 — cos (26) = 2sin? @ pour 0 = %, on obtient

2

COS W 1
I + w?

2 Vrw? B V21

F(f (@) (W) = —(

™

2 sin? (g)) _2V2sin (5) 1

w

“+o0o
es calculs ne sont valables que s1 w . D1 w = 0, on doit calculer /= T)dr. e vaut
C lcul labl iw # 0. Si 0 doi lcul fr f dz. Ell

0

™

2

vers 0.

—+00 “+o00

En utilisant 1'égalité de Parseval /

2
/+°° 1 (sin 5)2
oo | V2T %

Ou encore

o0

dw:/_l (1—yx\)2dx=2/01(1—x)2dx:

1

400 w4
= 4
/ <SH: 2 ) dw = 571’.

En faisant le changement de variable ¥ = x, on obtient

+m . 4
2
/ (smx) g — 2
oo T 3

Exercice 3 (5 points) : 1) 1.5 pts. 2) 2 pts, 3) 1.5 pts.

N

o ap+b+ c

1) Déterminer a, b et ¢ de sorte que F(p) = I = o T e

2) En déduire la fonction causale f dont la transformée de Laplace est F'(p) =

3) Déterminer alors la fonction causale g dont la transformée de Laplace est

3/5

20, 1,21t 1 /2 1 ; 5 ’ ; 408 ;
[x 5T ] 0= 3 \/; = 735 ce qui est cohérent avec 'expression précédente en faisant tendre w

|f (33)\2d96 = /_ |F (f (z)) (w)\2dw, on trouve

w2
Sln2
z .
2

__ b
(p?+4)(p+2)°

G(p) =ePF(p).




Corrigé.

1) Pour déterminer ¢ on multiplie les deux cotés de 'égalité T 4])’ oD = ggjj; + -3 par p+ 2 puis on
remplace p par —2. On trouve que ¢ = (72’)—§+4 ==L
Pour déterminer a on multiplie les deux cotés de 1'égalité T 4’)7(p =y = gg’jg + i3 par p puis on fait
p tendre vers +00. On obtient a = —c = %;
Il reste a déterminer b. Par exemple pour p = 0, on obtient 0 = % + 5, ce qui donne b = —2¢ = %
Alors
Fo)= P _PTa, 5

P+4)(p+2) pPP+4 p+2

2) La fraction F'(p) peut étre écrite sous la forme

1 p 12 11
F(p) == . - .
V=1 et pre 1 pe2
Sachant que L (cos(ax))(p) = e, L(sin(ax)) (p) = iz et L(e™)(p) = p%a, il vient que

I’original recherché est
() = (cos(2) + Jsin(2) - 3¢ U )
z) = | g cos (2z) + 7 sin (22) — Ze ),
ou U (x) est la fonction d’Heaviside définie par

1 siz >0
U(z) = .
0 sixz <0

3) Pour trouver l'original de la fonction G(p) = e PF(p) on utilise le théoreme de translation ou de

retard
L(f(x—a)U(z—a))(p)=e"L(f(z)U(z))(p)

et on trouve que l'original est

g@)=fle-NU(x-1)

(1 _ L. oy Lo _
—<4cos(2x 2)+4s1n(2x 2) 1€ )Z/{(x 1).

Exercice 4 (5 points) : 1) 1.5+1.5 pts. 2) 1+1 pts.

1) Déterminer la transformée de Laplace des fonctions suivantes :

T

f(x)= /tme_o‘tdt, a>0,meN", g(z) = /6_4t sin(2t)dt.
0 0

2) En déduire la valeur des intégrales suivantes :

+oo +oo
/ t"edt, o > 0, m € N*, / e~ sin(2t)dt.
0 4/5 0




Corrigé.

1) D’apres les propriétés de la transformée de Laplace on a

r L(h |
c ( [rw dt) )= SR f (o) ) = L @) p+a) et L6 ) =

0
Alors N

t 1 m —at 1 m '

et

c ( 0/ et sin(2t)dt) (p) = %c (¢~ sin(20)) (p) = %E ) o+ = +i)2 -

2) En utilisant le théoreme de la valeur finale :EEI—POO f(x)= lirélJr pL (f (x)) (p) on trouve
+00 [ ’ ! !

/o tme M dt = zgrfoo 0/ tme M dt = pllr(% pL (0/ tmeatdt) (p) = pli}r(%p (p T _:na)mH) = O;ZH

et

r—r+00 p—0t
0

+o0 €T x
/ e *sin(2t)dt = lim /e_4t sin(2t)dt = lim pL (/ et Sin(Qt)dt) (p)
0

= P (p((p+4)2 +4)) T 10
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