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Corrigé de ’Examen Partiel

Exercice 1 (6.5 points) : a) 2 pts. b) 1.5 pts, ¢) 1 pts, d) 2 pts.

Soit a > 0. Soient f et g deux fonctions définies par

- e  six € [0, +o0]
f (@) = e X400 (¥) =
0 six ¢ [0, +o0|
- e siz € ]—o00,0]
g (ZE) =€ X]—o00,0] (l’) - .
0 six ¢ ]—00,0[
a) Calculer les transformées de Fourier de f et g.
+o0 1
b) En déduire la valeur de I'intégrale / ————dw.
oo Wt a

c) Vérifier que e~ = f (z) + g (z).
alel.

d) En déduire les transformées de Fourier de ze~l et z%e~
dTL
'

Indication  F (z"f (2)) (w) = i"+—F (f (#)) («).

Corrigé.
a) On a
+00 ' 1o ‘ oo |
F(f (@) (w) = \/%—W/_OO f(x)e “dx = \/%7/0 O e TIWT [0 \/%7/0 o (atiw)z g,
z=+0c0
- L/g(alnt z‘w)e(a+iw)x] 2=0 B m
et
+00 0 0
Flg(@) (w) = == / Cola)enan = / ety = /Of(a_w)x o
1 1

b) On remarque que

1

F(f(2) +g(x) (@) = F(f(2) (w) +F (g (2)) (@)

feme
)_ w2+ a2’
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B 2a

V27 (a? + w?

+\/ﬂ(a—iw)




Alors la représentation de f 4 ¢ par une intégrale de Fourier est

400 2 a ) a +o00 1 )
fla)+g(x) = 7= / \/j e“dw = —/ e“dw.
ver | o Vo mw? + a? TJ oo w4 a?

Pour z = 0 on obtient

T T T
| rmte=TU@rso) =T

2 2
o Wt a

c) On a

f (@) + 9 (2) = € “"Xjo oo () + €7 X001 (2)

e si x € |—o00,0[ e =" sigx € ]—00,0]

e ™  six€e[0,4o0f e si z € [0, 400

= el

d) Comme e~ = f (x) + g (z), alors

F () ) = F( (0) + 9 (@) ) =2 2
Pour n = 1 et n = 2 avec f(z) = el dans la formule F (2" f (z)) (w) = i”dcfnf(f (2)) (w) on

obtient

d d a -
F (wem) (w) = i F (7)) (w) = i (\Eﬁ) - —2fm

et

F (33267"'1‘) (w) = —dd—;F (67(1':0‘) (w) = Z_ ( 2a1 [(w2+a2 > - a\/gd(i < era2)2>

_ 9 g(w2+a2)2—w(4w)(w +a): "
2 \/Z (w2—|—a2)4 2

a? — 3w?
(a® + w2)3'

2
s

Exercice 2 (3.5 points) : 2 pts + 1.5 pts.

A Paide de la transformée de Fourier de la fonction

1 size[-1,1]
@) =Xy (@) = ;
0 sizé¢[-1,1]

Tgin?

calculer I'intégrale /

—00

dx.
)
Corrigé.

On remarque que la fonction f est paire, alors

F(f (@) (@) = Feos (f )= /2 /+Oof(x)cos(wx)dx:\/g /Olcos(wx)dm
R e
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400
Ces calculs ne sont valables que si w # 0. Si w = 0, on doit calculer \/g / f (z) dz. Elle vaut \/g,
0
ce qui est cohérent avec I'expression précédente en faisant tendre w vers 0.

+o0 +o0
En utilisant I’égalité de Parseval / |f (2))? dz = / |F (f () (w)|? dw, on trouve
/ too \/5 sin w
oo T ow

+002 102
/ 2sin wdw:2,

T w?

o0

2 1
o — / 12 de =[], = 2.
1

Ou encore

o0

ce qui donne

+00 (142
/ sin"z
U
Exercice 3 (5 points) : 1) 1.5 pts. 2) 2 pts, 3) 1.5 pts.
1) Déterminer a, b et ¢ de sorte que F(p) = FIeTD = ZQIZ + 553

2) En déduire la fonction causale f dont la transformée de Laplace est F(p) = (R eTEE

3) Déterminer alors la fonction causale g dont la transformée de Laplace est G(p) = e PF(p).

Corrigé.

1) Pour déterminer ¢ on multiplie les deux cotés de I’égalité T &p 5 = Zé’ﬁ + -3 par p+ 2 puis on

—2 -1

(—2)°t4 4

remplace p par —2. On trouve que ¢ =

= atb L < har p puis on fait

Pour déterminer a on multiplie les deux cotés de I'égalité s 47; ) — o T iz

p tendre vers +00. On obtient a = —c = }l.
1

< i
3

5, ce qui donne b = —2c =

Il reste a déterminer b. Par exemple pour p = 0, on obtient 0 = % +

Alors

1 1 —1
Fp)= gt = 02y T
P2+4)(p+2) p*+4 p+2

2) La fraction F'(p) peut étre écrite sous la forme

P 2 11

1 1
F(p) = — - - =
W =1 izt e 1 12

Sachant que L (cos(az))(p) = 't L(sin(az)) (p) = iz et L(e*)(p) = il vient que

L
p—a’

I'original recherché est

1 1 1
f(x)= (Z cos (2r) + 1 sin (2z) — 1621> U(x),
ou U (x) est la fonction d’Heaviside définie par
1 stx>0
U(z) = :
0 sixz <0
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3) Pour trouver l'original de la fonction G(p) = e PF(p) on utilise le théoreme de translation ou de

retard
L(f(x—a)U(z—a))(p)=e"L(f(z)U(z))(p)

et on trouve que l'original est

g(@)=flz-1U(x—-1)

(1 L. [ _
—<4COS(2£E 2)+451n(2:r 2) 1€ )L{(:); 1).

Exercice 4 (5 points) : 1) 1.5+1.5 pts. 2) 1+1 pts.

1) Déterminer la transformée de Laplace des fonctions suivantes :

x T

fax) = /tmeatdﬂ@ >0,m € N, g(x)= /e‘“ sin(2t)dt.
0 0

2) En déduire la valeur des intégrales suivantes :
+o00 400
/ t"e dt, o > 0,m € N¥, / e~ sin(2t)dt.
0 0

Corrigé.

1) D’apres les propriétés de la transformée de Laplace on a

L(h(t o m m!
e fuwa) e == een @) o) = Lo o) e L6 0) =
0
Alors N
L /tme_o‘tdt (p) = lﬁ (tme_atdt) (p) = lﬁ ") (p+ «a) = Lmﬂ
) p p p(p+a)
et
L /xe_‘“ sin(2t)dt | (p) = lﬁ (e *sin(2t)) (p) = 1L', (sin(2t)) (p+4) = 2 5 .
/ p p p((p+4)"+4)
2) En utilisant le théoreme de la valeur finale hIJP f(x)= liI£l+ pL (f (x)) (p) on trouve
Tr—r+00 p—
/ T meatdr = lim / tme=otdt = lim pL / tme=etdt | (p) = lim m! _m
0  ao+oo N p—>0+p 2 p—>0+p p(p+ a)m+1 - amtl
0 0
et
+o0 xT x
/ e *sin(2t)dt = lim /6_4t sin(2t)dt = lim pL /6_4t sin(2t)dt | (p)
0 T—+00 p—0+
0 0

2 1
= lim = —.
pao+ P <p((p+4)2 +4)) 10
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