Département de Mathématiques et Informatique

Module: Analyse 5

Série N°1
Transformées de Fourier

Exercice 1 : Calculer les transformées de Fourier des fonctions suivantes, et représenter f a [’aide
d’une intégrale de Fourrier.

t
1), f(t)=e ol 0 2). flt)=—5—5.
) 1) = e oua > ) F) = )
. . 1, si |t <1
sint, si |t| < T
3). )= skt Doofm={ L si p=1
0, si |t|>= .
0, si [t{>1
1, si —1<t<0 14+t si —1<t<0
5. fO)={ —1,si 0<t<1 6). ft)=4 1—t, si 0<t<1
0, si [t|>1 0, si |t|>1

1 si|z]<a

Exercice 2 1. Trouver la transformée de Fourier de f(x) = { 0 si |z|>a

2. Représenter les graphes de f et de sa transformée pour a = 3.

Exercice 3 Calculer la transformée de Fourier des fonctions suivantes

1. f(x)=e"
2. f(z) = ze47*
1
3. = -
sin x
4- flz) = 21
1
5. =
f(@) 22 +2rx+5
. . ) , : ) +oo Sin(aa) cos(ax)
Exercice 4 1. Utiliser les résultats de l’exercice 2 pour évaluer f_oo da
@
2. En déduire la valeur de f0+o° Smxda:
x
Exercice 5 : Représenter les fonctions suivantes par une intégrale de Fourier
[ 1, pour0 < |z| <aq; | x, pour0 < |z| <aq;
fl@) = { 0, pour |z| > a. 9(z) = 0, pour|z|> a.
x2, pour 0 < x < a;
h(t) = e 1ol + 672:’52, J(x) =< —x2, pour —a <z <0;
0, pour |z| > a.



Exercice 6 1. En utilisant la transformée de Fourier montrer que

+oo
1-— T .
/ Coswwsinwtdw:{ T, pour 0 <t < m;
w 0, pourt>m.
0
2.
+oo
coswt us
dw = e !
/ 14 w? 2
0

1 st0<x<1
0 st x>1

Exercice 7 Soit f(z) = {
1. Trouver la transformée de Fourier de f en sinus
2. Trouwver la transformée de Fourier de f en cosinus

3. Donner la représentation graphique de f et de ses transformées.

4. Utiliser les résultats précédents pour montrer que :

—")de = - b Jo

sin x T

Qd .

— COST

o) fii

[R— 2 1
Exercice 8 Soit f(z) = { 10 ! S;Z |;?||><11

1. Trouver la transformée de Fourier de f .

+OO(JI‘COSJI' —Smx

2. Evaluer lintégrale suivante : |

x
3 )cos(g)dx

Exercice 9 Soit f(x) = exp(—mz), m >0
1. Trouver la transformée de Fourier en cosinus de f.

2. Montrer que f0+o° COS(pU)d

T
2 5 v:%exp(—pﬁ), p>0,8>0.

+00 dx

3. Par application de 'identité de Parseval, évaluer 0 m
T

Exercice 10 1. Trouver la transformée de Fourier en sinus de exp(—z), = >0
too T sin(me) s
2. Montrer que [, Wd:c =3 exp(—m), m > 0.
L . . too  TdT
8. Par application de l'identité de Parseval, évaluer fo m
Exercice 11 1. La convolution de deux fonctions f et g est définie par
(fxg)(z) = fj;o flx —u)g(u) du (sous réserve de convergence)
a) Montrer que fxg=gx* f
b) Montrer que F( f*g) = F(9)F(f)

2. Résoudre l’équation intégrale suivante : y(x) = g(x) + fj;o y(u)r(x — u)du

0é g et v sont des fonctions données.

Exercice 12 1. Résoudre les équations intégrales suivantes



“+00

y(s) 1
. ds = b
2 /($_5)2+a28 x2—|—b270<a< s

+oo
1
. t t)dt =
5. [ u®costatyit =
0

Exercice 13 En utilisant la transformée de Fourrier, trouver une solution de [’equation intégro-
différentielle:

400
y (u) + / y(t —u)e U dy = el

—00
Exercice 14 : Soit a > 0; et la fonction f définie par f(t) = e—ot’

167"6

1. On pose F(s) = F[f](s), montrer que F est solution d’une équation différentielle du ordre.

2. Trouver F.

Exercice 15 Résoudre, en utilisant la transformée de Fourier, 'équation différentielle
y'(t)+2t () +2y(t) =0, y(0) =1, y'(0)=0

Exercice 16 1. Calculer la transformée de Fourier en cosinus de f(t) = (1 +t) exp(—t)

2. Résoudre pour t > 0, le systéme d’équations différentielles suivant :
z"(t) —x(t) +2y(t) =0
y'(t) + 2"(t) — x(t) = — exp(—t)
z(0) =0, 2'(0) =1, y(0) =0, y'(0) = -1
Indication : Utiliser la transformée de Fourier en cosinus.

Exercice 17 Résoudre l'équation de la chaleur suivante :

ou(z,t)  O*u(w,t)
5 =0 t>0zcR

u(z,0) = f(x) relR

fo f', " étant des fonctions absolument intégrables sur R.
Indication : Utiliser la transformée de Fourier de u(x,t) par rapport é x.

Exercice 18 Résoudre I’EDP suivante :

0?u(x,t) Ou(x,t)

BT +4 52 =0 t>0,2z€[0,n]
u(z,0) = sin(z) x € [0,7]
Ou(z,0) )

T— 2sinx xG[O,Tr]

Indication : Utiliser la transformée de Fourier en cosinus de u(x,t) par rapport o t.



