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Holomorphie - Harmonicité

2.1 Exercices

Exercice 2.1

En utilisant les regles de dérivations, calculer les dérivées des fonctions suivantes.

a) f(2)=(2—i)2° +i2' =322 +45,  b) f(2) =5(iz)" — 1022 + 3 — 4,

¢) f(2)=(F—1)(22—2+1-5i), d) f(z)=(22+2z+T7i) (z* — 4iz)’,
122 — 2z 2+1

e) [(z) = Fy— £) f(2) = —5iz° + 5
_ (A ) 10 - (44 2i) 2z 3
g) f(2)=(z"—2iz" +2) ", h)f(z)_(—(Q—i)z2+92’) _

Exercice 2.2

Montrer que la fonction f (2) = z + 4iy n’est dérivable en aucun point.

Exercice 2.3
Soit la fonction f(z) = \2\2 ; montrer que f est dérivable qu’a l'origine (méme chose pour

g(z)=zet h(z)=|z]).

Exercice 2.4

Montrer que la fonction dé nie par

0 si z=0

3 3 3 3
x2+y2 + Zl’2+y2 S1 2 # 0

f(z) =
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2.1. Exercices

est non dérivable a 'origine. (on pourra considérer les chemins le long des axes).

Exercice 2.5

Etudier 'holomorphie des fonctions suivantes (en précisant leurs domaines).

a) f(z) =23, b) f(z) = 32* + 5z — 64,
c) f(z) =Rez, d) f(z) =e *cosy —ie “siny,
e) [(z)=a+ 9>, f) f(2) =2 +sinzChy+i(y+ coszShy),
g) f(z) =y+ iz, h)f(z):4z—62+3
i) f(2) =7 §) f(2) =€ cos (2zy) + ie ¥ sin (2uy),
k) f(z) = 42®+bx -4y’ +9 1) f(2) = &y Timha
+i (8xy + by — 1),
m) f <Z> = (x_gi;21+y2 - i(x—1:§2+y2’ n) f (Z) = £ :Qxfy;—x + i? :22_;/2_?/

Exercice 2.6
Déterminer les constantes a,b,c et d de telle sorte que la fonction f soit holomorphe dans

chacun des cas

a) f(2)=3x—y+5+i(ar+by—3), b) f(z) =2+ avy+by* +i(cx® +dvy +y*).

Exercice 2.7
En utilisant les conditions de Cauchy-Riemann montrer que les fonctions suivantes ne sont pas
holomorphe sur C, néanmoins elle sont dérivables sur les chemins indiquées
a) f(z) = 2%+ y* + 2ixy, Paxe des abscisses,
b) f(z) = 3z%y? — 6iz*y?, les deux axes,
c) f(z) =23+ 3wy? —x +i(y> + 32%y — y), les deux axes,
d) f(2) =2’ —z+y+i(y’—dy—a), y=z+2.
Exercice 2.8
Soit f(z) = u(x,y) + iv (z,y) une fonction complexe, on pose x = rcosf et y = rsinf.

1. Montrer que

@—@c sg—i—a—sm@ et @——%Tsmﬁ—l—a—urcosé’

or Oz oy ol ox dy
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2.1. Exercices

2. Exprimer les conditions de Cauchy-Riemann en coordonnées polaires et montrer que

ou N ,8@) _ e_wﬁf

f'(2) = (cos @ — isin ) (5 5 a3

3. Appliquer les résultats trouvés pour étudier I’holomorphie des fonctions

cosf  sinf

fe) =0

r r

et g(z) =5rcosf+r*cos (40) +i (5rsin 6 + r*sin (49)) .

Exercice 2.9
Soient U un ouvert connexe non vide de C et f une fonction holomorphe sur U. Prouver que

les conditions suivantes sont équivalentes
1. f est constante.
2. P =Re(f) est constante.
3. @ =Im(f) est constante.
4. f est holomorphe sur U.
5. | f] est constante.

Exercice 2.10

Vérifier que les fonctions données sont harmoniques et déterminer leurs conjuguées harmoniques

dans chacun des cas suivants.

a) u(ac,y):x, b) u(a:,y):2x—2xy, C) u(x,y)::vQ—yQ,

d) u(z,y) = —e*siny, e)u(zr,y)=2>—3zy*, f)u(z,y)=c"(rcosy—ysiny).

Exercice 2.11

Vérifier que la fonction u donnée est harmonique et déterminer sa conjuguée harmonique v,

puis expliciter la fonction complexe f(z) = u + iv en fonction de z dans les cas suivants

a) u(z,y) =axy+x+2y avec f(2i) = —1+ 5i,
b) u(z,y) = 4xy> — 423y +x avec f(1+1) =5+ 4i.

Exercice 2.12

X

Soit v la fonction définie par v (z,y) = ——.
par v (,y) = — vy

1. Montrer que v est harmonique dans un domaine D qui ne contient pas 1’origine.
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2.1. Exercices

2. Trouver une fonction complexe f(z) = u(z,y) + i (z,y) qui soit holomorphe sur le

domaine D.
3. Exprimer f en fonction de z.

Exercice 2.13

Soit f(z) = w(r,0) + iv(r,0) une fonction holomorphe sur un domaine D. En utilisant les
conditions de Cauchy-Riemann sous forme polaire monter que u et v satisfont a I’équation de

Laplace sous forme polaire

Application : montrer que les fonctions suivantes sont harmoniques :

1072 — sin (26)

a) u(z,y) =r’cos(30), b)u(xy) = 2

Exercice 2.14

Trouver toutes les fonctions conjuguées harmoniques qui correspondent aux formes suivantes

a)u=F(2*+¢°), b)u=F(ax+by), c)u=F(zy), d)uzF(%)

Exercice 2.15

Déterminer les fonctions holomorphes f = P + () de la variable z = x + iy dans chacun des

cas suivants :
1. P ne dépend que de x cos ¢ + ysin ¢ ou ¢ est un angle donné.
2. P2 4+ % ne dépend que de x.

P
3. @ ne dépend que de .
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2.2. Solutions

2.2 Solutions

Exercice 2.1

En utilisant les regles de dérivations, calculer les dérivées des fonctions suivantes.

a) f(2)=(2—0)2"+iz* =322+, b) f(2) =5(iz)* — 1022 + 3 — 4,

) f(2)=(F—1)(22—2+1-5i), d) f(z)=(22+22+7i) (z* — 4iz)°,

iz? —22 2—|—z
Bl f = -5
—— ) £ () = =5i +

e) [(2) =

g) f(2) = (= — 2i? + z>1°, h) f(2) = (@(ft—ﬂﬂ '

Solution.

On rappelle que les regles de dérivation des fonctions de la variable complexe, concernant
sommes, différences, produits, quotients et compositions (lorsqu’elles sont définies) sont les
mémes que celles utilisées dans le cas des fonctions réelles.

Ainsi les dérivées des fonctions élémentaires dans le cas complexe sont identiques a celles dans

le cas réel.
a) f'(2) =5 (2 — i) 2* + 4iz — 6.
b) f'(2) = 15i (iz)* — 20z = —15iz% — 20z.
Q) f(2)=(—1) L (2> —2+1-5)+ (22— 2+1—5) L (25 —1)
= (5= 1) (22— 1) + (22— 2+ 1 — 5i) (62%)
=827 — 725 + (6 — 304) 25 — 22 + 1.
d) f'(2) = (2 + 22+ Ti)° L (24 — 4iz)’ + (2* — 4i2)” L (22 + 22 + 7i)°
= (224 22+ 7i)° 3 (423 — 40) (2* — 4iz)? + (2* — 4i2)° 2(22 4 2) (2% + 22 + Ti)
= (24 —4i2)? (22 + 224 Ti) (3 (22 + 22 + Ti) (42° — 4i) + 2 (2* — 4iz) (22 + 2))

= (2* — 4i2)” (22 + 22 + 7i) (162° + 282* + 84i2% — 28i22 — 40iz + 84) |
(Bz+ 1 —1) 4L (iz* — 22) — (iz* — 22) £ (32 + 1 — 1)
(3z+1—1)

e) ['(z) =
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2.2. Solutions

B4 1—4)(22—2)— (22 —22)(3)  3i2®+(2+20)z2—242i

B (3z+1—1i) B (3z+1—1i) '

4+ 2
3

g) f'(z) =10(42% —diz + 1) (z* — 2iz% + 2)°.

-(a5%) (o)

—24 (3 +4i) 2% (52° + 9 — 180)
((2 —14) 22+ 9i)* '

£) f'(z) = —10iz —

h) f7(2)

Exercice 2.2

Montrer que la fonction f (z) = x + 4iy n’est dérivable en aucun point.

Solution.
Par définition, la fonction f n’est pas dérivable en zy = xg + iyg si la limite lim M
2—20 zZ— 2
n’existe pas, i.e. la limite dépend de la maniere dont z tend vers z.
Soit zg = xg +1yg € C. On a
B i — A _ i (4 —
lim f(z) = f(20) ~ lim T+ y (zo + 'lyo) — lim © Ty + ! (y 1/0).
22— 2 1200w +iy — (2o +iy) 5% x— 2o +1 (Y — Yo)

T — 2o
=1

Pour y = yy et x — g, la limite cherchée est lim
rT—x0 L — ‘TO

4i (y —
Pour x = xq et y — 1o, la limite cherchée est lim M
y=v0 i (Y — Yo)

La limite obtenue dépendant de la facon dont z — zg, la dérivée n’existe pas i.e. la fonction f

=4.

n’est dérivable en aucun point.

Exercice 2.3

Soit la fonction f(z) = |z|2 ; montrer que f est dérivable qu’a 'origine (méme chose

pour g (z) =Z et h(z) = |2]).
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2.2. Solutions

Solution.

a) Soit zp = zg +iyo € C* i.e. (xg,yo) # (0,0). On a
)= f() _ =l 2 gy — g

lim —————= — = lin , )
R —_ xr X —_ —_
z—20 Z— 2 z=z20 2 — 2 y—yo T — Lo +1(y — vo)
2 2
. , . It = . r — Xo) (T + X9
Pour y = yy et © — x¢, la limite cherchée est lim 0 — lim ( ) ) = 2x0.
rT—x0 T — Xy T—x0 r — T

Pour x = xg et y — yo, la limite cherchée est

2 .2 _
lim y—% — lim (y . Yo) (¥ + yo)
Y=y 1 (y - yo) Y=o 7 (y — yo)

Pour 2y = z¢ + 1y € C*, la limite lim M

Z—r20 z — ZO
la fonction f n’est dérivable en aucun point de C*.

dépendant de la facon dont z — 2y, donc

Si zg =0 id.e. (zo,v0)=(0,0). On a

2
i LG = F20) B g
zZ—20 Z— 2 z—0 z z—0 zz

Donc f est dérivable qu’a l'origine avec f'(0) = 0.

9(2)—9(20)2111115—50 r—x0—1(y — yo)

b) Si z = z+iy et zg = xo+iyy alors lim = lim : )
) Y 0 0ty 2—20 Z— 2 z—=z20 2 — 2 z:;zg T— X+ (y - yO)
Siy =y, lim —g(z) —9(20) = lim T % 1.
Z—20 zZ— 20 =20 T — X
Siz = xg, lim M: lim M:_l,
220 2 — 2 y=vo 1 (Y — o)

Pour tout 2y dans C, la limite n’existe pas donc la fonction g n’est dérivable en aucun point.

c) Soit zg = xg + 1y € C*. On a

h —h — 2 2 _ 2 2
i G =G0 e =l VR Y Ve s
Z2—20 Z — 20 =20 2 — 2o :53:58 T — X +1 (y _ yO)
h —h 2 2 _ 2 2

Siy = o, limM:hm Va2 +yg \/x0+y0: To

z2—20 Z— 20 T—T0 T — X \/m

h —h 2 2 _ 2 2 s

Si z = 9, lim M — lim \/wo +.y \/xo Y% _ 1o .

2—20 Z— 20 Y—Yo 1 (y — yO) /113(2) + y(%

h —h (0 ret .
Ainsi lim —(Z) ©) = lim M = lim ‘ . ‘ = ¢ la limite en z = 0 n’existe pas car elle

z—=0 z—0 z—0 z r—0 retf

dépend de . La fonction h aussi n’est dérivable en aucun point.
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2.2. Solutions

Exercice 2.4

Montrer que la fonction définie par

0 si z2=0

z 34y8 :
xg +y2 iz St z2#0

f(z) =

est non dérivable a l'origine. (on pourra considérer les chemins le long des axes).

Solution.
On a s
z3 _y oty
lim f(z) = f(0) — lim &Y x2+y2 ‘
2—0 z— 538 T+ 1y
.. , . x+iz )
Pour y = 0 et x — 0, la limite cherchée est lim =141
—0 x
. . L4
Pour x =y =t et t — 0, la limite cherchée est lim ! ! - = i !
=0t + it 1 +1 2

La limite lim Lgm)

1 dépend de la fagon dont z — 0, donc la fonction f n’est pas dérivable
z2— z —

a 'origine z = 0.

Exercice 2.5

Etudier ’holomorphie des fonctions suivantes (en précisant leurs domaines).

a) f(z) =
c) f(2)

e) f(z) =2+

= Rez,

g) f(z) =y +iz,
i) f(2)=%
k) f(2) =

42? + 5x — 49> + 9

+i (8zy + 5y — 1),

m) f(2) = (l‘—gcl)_zlJrz,l2 B i(z—l‘q);2+y2’

b) f(z) = 32% + 5z — 61,

d) f(2)

f) f(2) =2z +sinzChy +i(y + cosx Shy),

— —T —T o3
=e “cosy —ie Tsiny,

h)f(z):4z—65+3
i) f(z

)= = sin (2zy),
D) f(2) = o

v cos (2ay) + ie”

Yy
$2 +y2 )

3 2 .3 2,
n) f(z) = S rertu
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2.2. Solutions

Solution.

ou Ov Ou  Ov ,
— et —sont continues dans

Nous rappelons que si f = u+iv et les dérivées partielles —, —,
Or dy dy  Ox

un domaine D, alors les équations de Cauchy-Riemann

ou_ov  ou_ ov
or Oy oy Oz

sont nécessaires et suffisantes pour que f soit holomorphe dans D.
+7z Z

z—Z
En notant que z = ety = 5 les conditions de Cauchy-Riemann aussi peuvent étre
7

écrites sous la forme

0

o7,
0z

a) La fonction f(z) = 2® ne contient pas le terme z, donc d’apres la condition de Cauchy-

Riemann 8_]_” = 0, la fonction f (z) = 2% est holomorphe dans C.

0z
b) Comme précédemment f(2) = 322 + 5z — 6i ne contient pas le terme z, donc elle est

holomorphe dans C.

c) Ona f(z) =Rez=ux. Posonsu=uzet v=0.
u , Ov

Il est claire que 9z #* N la premiére équation de Cauchy-Riemann n’est pas satisfaite. Alors
x ' Oy

la fonction f n’est holomorphe en aucun point de C.

d) Onau=-e""cosy et v = —e “siny. Les dérivées partielles de u et v sont
ou _ac v Cw ou e v .
— =—e "cosy, — =—e “cosy, — = —€ “siny, — =e “siny.
ox Y oy 4 dy Y o 4
Les équations de Cauchy-Riemann sont satisfaites pour tout x,y € R, c¢’est-a-dire
ou Ov _m ; ou ov e
— = — = —¢ cosyet — = —— = —e smy,
or 0Oy 4 dy ox 4

la fonction f est donc holomorphe sur C.
On remarque aussi que f (z) n’est que e~*, qui est holomorphe sur C car elle ne contient pas le

terme Z.

0
e) Ona f(z) =22 +y® = |2|° = 2Z et donc 6_]; = 2. La condition de Cauchy-Riemann 5 = 0

n’est satisfaite qu’en zy = 0. La fonction f est dérivable en zy = 0 car

lim —f () = 7 (0) = lim 2

z—0 z — 0 z—0 2z z—0
mais elle n’est pas holomorphe en 0 car il n’y a pas d’un disque ouvert centré en 0 sur lequel f
est dérivable.

Alors la fonction f n’est holomorphe en aucun point de C.
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2.2. Solutions

f) Onau=2z+sinzChy et v =y + cosx Shy et donc

0 0 0 0
u—1+cos:cChy, —vzl—l—costhy, —u:sinxShy, —U:—sinxShy.
ox dy dy ox

Les conditions de Cauchy-Riemann sont satisfaites pour tout z,y € R car

gz ZZ =1+ coszChy et gz = (92 = sinz Shy.

La fonction f, qui n’est que z + sin z, est alors holomorphe sur C.

g) On au =y et v=2x et donc

ou ov ou ov
g oy oy ar

ou  Ov
La premiere condition de Cauchy-Riemann — = — est satisfaite, mais la seconde condition

or Oy
ou ov

= n’est pas satisfaite en aucun point. Donc la fonction f, qui est iZ n’est holomorphe

3_y Oz

en aucun point de C.

0
h) On a f(z) =42z — 6z + 3 et donc —f = —6 # 0. Alors f n’est holomorphe en aucun point

0z
de C.

i) On a f(z) = z2 et donc g_]_f = 2Z # 0 sauf en 0. Alors f n’est holomorphe en aucun point
z
de C. Mais elle est dérivable en 0 car
_ =2 =2
LTS

= lim — = 0 a cause de lim |—
z

= lim|z| = 0.
2z—0 z2—0 z—0 2 z—0 Z—

j) On au=e""" cos(2xy) et v = ¥ sin (2zy) et donc

ou ov 2_ .2

_— = — = -y — i

9 oy 2e (x cos (2zy) — ysin (2zy))

ou ov 2,2

A 2 in (22y)) .
9 o e (y cos (2zy) + sin (2zy))

Les conditions de Cauchy-Riemann sont satisfaites pour tout x,y € R. La fonction f, qui n’est

que 622, est alors holomorphe sur C.

k) On a u = 42® + 5x — 4y?> + 9 et v = 8xy + 5y — 1 et donc

8u 811 ou ov

Les conditions de Cauchy-Riemann sont satisfaites pour tout x,y € R. La fonction f, qui n’est

que 422 4+ 5z + 9 — 4, est alors holomorphe sur C.

34



2.2. Solutions

x oy z z 1 of -1 ,
1) On a f(z) = PR +2x2+y2 = W === %et donc el # 0. Alors f n’est
holomorphe en aucun point de C.
—1 1
— z—1 —1 y — < — 1
m) Ona f(z) = e e ST Ay qui est holomorphe sur C\ {1}.
25 | 5 2 1 1
n) On a f(z) = x3+293f’2jx + iygt“fy;y _ Zj— G z + —, qui est holomorphe sur
vy vy ZZ z z

C~.

Exercice 2.6

Déterminer les constantes a, b, c et d de telle sorte que la fonction f soit holomorphe

dans chacun des cas

a) f(z)=3zx—y+5+i(ax+by—3), b) f(z):x2+azy+by2+z’(C$2+dxy+y2).

Solution.

a) Onau=3r—y+5etv=azr+by— 3. Les dérivées partielles de u et v sont continues et

elles sont données par

ou ov ou v
— =3, —=b —=-1, —=a.
Ox oy Oy Cor ¢
Les équations de Cauchy-Riemann
ou Ov
et @ = —@ —a=1
oy  Ox N

sont alors nécessaires et suffisantes pour que f soit holomorphe. Dans ce cas

f(z)=3z—y+5+i(z+3y—3)=0B+i)z+5-3i

b) On a u = 2% + axy + by? et v = cx?® + dry + y*. Donc

u ov ou v
Oz T+ ay, By T+ 2y, y azr + 20y, Oz cx + ay
0 0 0 0
Les équations de Cauchy-Riemann g _ % Y — _ % donnent

8:6_5_ye 8_y ox
2 +ay =dx + 2y et ax + 2by = —2cx — dy.

Ce qui implique que a =d =2 et b =c = —1. Dans ce cas
f(z)=a"+2zy —y* +i (-2 + 22y +y°) = (1 —1) 2°
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Exercice 2.7

En utilisant les conditions de Cauchy-Riemann montrer que les fonctions suivantes ne
sont pas holomorphe sur C, néanmoins elle sont dérivables sur les chemins indiquées

a) f(z) = x* +y* + 2ixy, Paxe des abscisses,

b) f(z) = 3xy* — 6ix®y?, les deux axes,

c) f(2) =34 3xy* —x +i(y> + 32%y — y), les deux axes,

d) f(2) =2’ —z+y+i(y’—dy—a), y=z+2

Solution.

a) On a u = 2?4+ y* et v = 2xy. Donc

@—Zx @—Qx — @—@
or 7 oy or Oy’
ou ov ou ov

— =2y, — =2y — —F——=.
Jy 4 ox 4 dy ox
La deuxieme équation de Cauchy-Riemann n’est satisfaite qu’aux points de 1’axe des abscisses

y = 0. Si zyp = xo un point de cet axe des abscisses, alors la fonction f est dérivable en zj

car
i J ) = (o) @ 4y o+ vy — o
2—20 z— 2 nR T+ 1y — T
B 2 — y? + 2izy — xf 29/
—xlggo< TH+iy— +sc—|—z' -
y—0 0 ) 0
B x? — y? + 2ixy — 292
—zlggo< T+ 1y — o +x+z’y—x0
y—0
22
:llm x+zy+mo++>
yﬁO T+ 1y — To
:2:607

mais elle n’est pas holomorphe en zy car il n’y a pas d'un disque ouvert centré en zy sur lequel
f est dérivable.

Alors la fonction f n’est holomorphe en aucun point de C.

b) On a u = 3z%y? et v = —62%y>. Donc
Ju 5 Ov 9 ou 5,  Ov 9

— = 6ay”, — = —1227%y, — =6x"y, — = —12zy".
ox x
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Les équations de Cauchy-Riemann ne sont satisfaites que lorsque xy = 0 c¢’est-a-dire aux points

des deux axes y = 0 et x = 0. Sur les deux axes la fonction est dérivable car si zp = x,

f(2) = fz0) _ o 32%7 = Gia?y®

lim ———————= = i : 0
Z—r20 Z— 2 A + 1y — g
et si zg = 9o,
2) — f(z 3x%y? — Gix’y?
limM:hm y' 'y:()-
220 Z— 2 ;332) T+ 1y — o

Pour la méme raison que celle qui précede f n’est pas holomorphe sur C.

c) On au=2%+3zy* —x et v=19>+32%y —y. Donc

B
T 32?4+ 3y% - 1,

v
=2~ 6ay.
ox vy

ov ou 0
— =3 +32°-1, — =6

Comme précédemment, les équations de Cauchy-Riemann ne sont satisfaites que lorsque xy = 0.

Sur les deux axes xy = 0 la fonction est dérivable car si zg = x,

. ()= f(20) 2+ 3ry —x+ i (P + 30ty —y) — a3 + 1
lim —%—————+ = lim -
z2—r20 Z = 2 fyjfoo T+ — X

i 3+ 3xy? +i (y?’ +32%y) — x5 .

l’y—;%o T+ — o
=322 —1 (en posant x = ¢+ rcosf et y = rsind),
et si Z20 = iyo,

fim £ )= f ) @t Bay® — o iy + 2%y —y) — i g5 — o)
Z—20 Z— 2 z—0 T + Y — 1Yo

Y—Yo

=3y; — 1 (en posant x = rcosf et y =y + rsind).

Alors la fonction f n’est holomorphe en aucun point de C.

d)Onau=2?—x+yetv=1y>—>5y—z Donc

ou ov ou ov
=2 —1, —=2y—5 —=1 —=—1.
Ox T oy Y=o " Ox

Les équations de Cauchy-Riemann ne sont satisfaites que lorsque 2x — 1 = 2y — 5 ou bien

y =+ 2. Sur la droite y = x + 2 la fonction est dérivable car si zg = zg + i (¢ + 2),

po FE = f ) et —a by iy’ by — @) — (L) af — 2iag +2 — i)
2—z0 Z— 20 yi?(‘f_%Q T+ 1y — x —i(x0+2)

=2x9—1—1 (en posant x = xy+ rcosf et y = xy+ 2+ rsiné).
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Alors la fonction f n’est holomorphe sur C.

f(z)=a"+2zy —y* +i (-2 + 22y +y°) = (1 —1) 2°

Exercice 2.8

Soit f (2) = u(x,y) + v (z,y) une fonction complexe, on pose x = rcosf et y = rsin 6.

1. Montrer que

8_u — @0059+a—usin9 et @ = —%rsinejt%rcos&

or Oz dy 00 Oz y

2. Exprimer les conditions de Cauchy-Riemann en coordonnées polaires et montrer

que

. ou 0Ov _a0f
/ o . — 16
f'(2) = (cos@ — isin ) (_0r + @—(%) =e o

3. Appliquer les résultats trouvés pour étudier I’holomorphie des fonctions

cosf  sinf

flz) = —1

. . et g(z) =5rcosf+r*cos(40) + i (5rsinf + r* sin (469)) .

Solution.

1. Onaz=rcosf et y=rsinf our = /22 + y? et 6 = Arctg (g) D’ou

ou Oudr Oudy OJu ou .
o~ awor Tayor  ax 0T g, s 21)
Ou Oudxr Oudy  Ou . ou
%" 9500 + 87;% = @x'r sin 0 + ayr cosf. (2.2)

2. De la méme fagon

ov OJvdx Ovdy Ov ov

— =——+4+ ——==—cosf+ —sinb 2.

or  OxOr * oyor  Ox cosv+ oy S (2:3)

Oov OJvdx Ovdy ov . ov

Dt A 0+ — 0. 2.4

90 0200  oyon  ox SV g, (24)
D’apres les équations de Cauchy-Riemann @ _ o t ou _ —%, les équations (2.4) et

61_8_3/6 Ay Oz

(2.3) peuvent étre écrites comme

@ = —@rsine—i— @rcose = @rsine—i- @T‘COSQ =r %COSQ-F @sme
00 Oz oy Oy Ox -\ 0z oy ’
% = g—ZCOSGJr g—ZSinﬁ = —g—Zcosé’—l— %Sin@ = — (—%sin@—k %COS@) )
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En tenant compte de (2.1) et (2.2), on trouve les conditions de Cauchy-Riemann en

coordonnées polaires

ou 10v ov 10u
o —ros o= v (25)

On rappelle que si f = u + v est holomorphe dans un domaine D de C, alors la dérivée

de f est donnée par

ou  Ov ov 8u Ju  Ou
/ _ > - = - i = = _ i D. 2.

sin 0
En multipliant (2.1) par cos 8, (2.2) par ~27 et en additionnant, il vient, tenant compte
r

de (2.5)

ou Ou  sinf Ju ou ov
o e — 3 = C° 595 +sm9§ (2.7)

De méme en multipliant (2.1) par sin 6, (2.2) par et en additionnant, il vient, tenant

compte de (2.5)
ou . Ou cosfou ou ov

= — = sinf— — cos—. 2.
oy — %y * r 00 = sin ar " or (2:8)
En tenant compte de (2.7) et (2.8), la dérivée de f peut s’écrire
f(z) = % - zg—Z = cos@% + sm@% -1 (sm@% - cos&%)
B . ou v\ = _,0f
= (cos@ —isin) (54—@5) =e o
. Pour f(z) = cost _ Z,sme’ onau= cos? et v = _sme’ et donc
r r r

Ou  cosf 1 [ cosf) 10v
or r2 r r ) rof’
dv _sinfg 1/ sinf)  1du
o 2 r r r o

Les conditions de Cauchy-Riemann en coordonnées polaires sont satisfaites, alors la fonc-
tion f est holomorphe sur C*.

Pour ¢ (z) = 5rcosf+r*cos (40) +i (5rsinf + rtsin (40)), on a u = 5r cos 6 + r* cos (40)
et v = Brsinf + rsin (40). D’ou

ou 1 4 10v

o = = 5cosf + 4r° cos (40) = . (57“0089 + 4r* cos (4«9)) =5

ov 1 10u
. 5sin 6 + 4r° sin (46) 7“( 57 sin r sin (49)) ~ 55

Il vient alors que la fonction f est holomorphe sur C.
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Exercice 2.9

Soient U un ouvert connexe non vide de C et f une fonction holomorphe sur U. Prouver
que les conditions suivantes sont équivalentes
1. f est constante.
. P =Re(f) est constante.

2

3. @ =Im(f) est constante.
4. f est holomorphe sur U.
5

. | f] est constante.

Solution.

Il est clair que la condition 1) implique les autres. Comme f = u + iv est holomorphe sur U,

alors po +iyelU e R,il 'etau 6vet8u Ov

rs pour z = x +1 x il vient — = — et — = ——.

P Y Y ’ dr  Jy 0y ox

La connexité de U implique alors ’équivalence de 2) et 3). Par suite, la condition 2) implique
la condition 1). D’ou ’équivalence 1) <= 2) <= 3).

De 2u = f + f, on déduit que, si 4) est vérifié, on a u holomorphe sur U. Comme Im (u) = 0,
'équivalence de 2) et 3) nous fournit alors I'implication 4) = 2). On en déduit 1’équivalence
des conditions 1) a 4).

Si 5) est vérifié, il existe C' € R tel que |f|2 =u? 4+ v? = C pour tout z € U. Si C = 0, il vient
f =0. Supposons C' # 0. Pour z € U, on a

ou Ov ou ov

Compte tenu des conditions de Cauchy-Riemann — = — et — = —— on obtient
or 0Jy Oy or
ou ou 0
U— —V— =
or dy
ou ou
v—+u—=0
Oox Jy
N ’ ’ . au au \ ’, . 2 2
Le systeme précédent aux inconnues — et 90 est homogene, et a pour déterminant u* + v* =
x Y
) ou  Ju .
C # 0. On voit donc que il 0. Comme U est connexe, u est donc constante. Ainsi
T Y

5) = 2). Par suite, les conditions 1) & 5) sont équivalentes.
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Exercice 2.10

Vérifier que les fonctions données sont harmoniques et déterminer leurs conjuguées har-

moniques dans chacun des cas suivants.

a) u(m,y)zx, b) U(l‘,y)ZQZC—QZL‘y, C) u(x,y)::cQ—yQ,

d) u(z,y) = —eTsiny, e)u(r,y)=a>-3xy*> f)u(r,y)=e"(rcosy—ysiny).

Solution.

On rappelle qu'une fonction u de  C R? dans R de classe C? sur  est dite harmonique si

Pu  Ou )
@—l—a—?ﬂ:Opourtou’c (x,y) € Q C R
2 2,
La fonction — + —— est notée Au et est appelée laplacien de u.
or?  Oy?

Notons que toutes les fonctions de a) a f) sont de classe C* sur R2.
Ainsi si u une fonction harmonique dans € C R2. Alors une fonction v est dite harmonique
conjuguée de u si les fonctions u et v vérifient les conditions de Cauchy-Riemann et dans ce cas

f = u+ v est une fonction holomorphe sur €2 C C.
ou . 0u ou 0%u Pu Ou

a)Ona —=1,— =0,— =0et — = 0. Donc Au = — + — = 0 ce qui montre que

Ox Ox? " Oy oy? ox?  Oy?
u est harmonique.

Pour trouver une fonction v conjuguée harmonique de u, on utilise les conditions de Cauchy-

Riemann. Ces conditions s’écrivent sous la forme

ov  Ou

a_y — % — ]_, (2.9)
ov ou

= oy~ (2.10)

En intégrant ’équation (2.9) par rapport a y, il vient
v=y+C (), (2.11)

ou C (x) est une fonction réelle de .
Par substitution de (2.11) dans (2.10) on obtient

d
%Cl (Q?) =0 — CI (33) =,

ol ¢ désigne une constante dans R. D’ou de (2.11), v =y + ¢.
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ou 0%u ou 0u Pu  O*u
— =2—-2y,—=0,— = —2zet — =0. D Au=—+—-—=0+0=0
Ox Y og? " Oy ve Oy? ORe 2= 5 * oy? * ’

d’ou la fonction u est harmonique.

b) On a

Les conditions de Cauchy-Riemann s’écrivent sous la forme

ov  Ju
9y~ oz 2 — 2y, (2.12)
ov ou

En intégrant ’équation (2.12) par rapport a y, il vient
v=2y—y*+C(z), (2.14)

Par substitution de (2.14) dans (2.13) on obtient

d
%Cl (r) =22 — Cy(z)=2"+c,

oll ¢ désigne une constante dans R. Dot de (2.14), v = 2y — y* + 2% + c.

ou 0%u ou 0%u 0Pu  0%u
c) Ona%:2x,@:2,a—y:—2yet a—y2:—2. Doncw%—a—yZ:Q—Q:O, alors u est
harmonique.

Les conditions de Cauchy-Riemann s’écrivent sous la forme

ov  Ou

22 _9 2.1
ov ou

T 2.1
o oy (2.16)

En intégrant ’équation (2.15) par rapport a y, il vient
v=2zy+ C)(x), (2.17)

Par substitution de (2.17) dans (2.16) on obtient

d d
2y—|—%C'1(x) =2y — %Cl(l‘) =0 — Ci(z)=c,
D'ou de (2.17), v = 2zy + c.
ou Y. 0% Y. Ou . d%u Y 0*u

d) On a el e smy,@ = —e smy,a—y = —e “cosy et a—yQ = e *siny. Donc 922 +
o*u e e :
a7 = —e *siny + e *Fsiny = 0, alors u est harmonique.
Les conditions de Cauchy-Riemann s’écrivent sous la forme

0 0

a—Z = a—z = e “siny, (2.18)
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Jv ou
— = =¢° . 2.1
e o e “cosy (2.19)

En intégrant ’équation (2.18) par rapport a y, il vient
v=—e "cosy+ C (), (2.20)
Par substitution de (2.20) dans (2.19) on obtient

d . d
e “cosy + %C’l () =€ Tsiny — %C’l (x)=0 — Ci(z)=c,

Dot de (2.20), v = —e " cosy + c.
ou 0*u Pu  O*u

= 6r, — = —6zxy et — = —6x. Donc — + — = 6x—6x =0,

ou 0
e) Ona — = 322 -3y 9 e 92t o

2u
Ox " 02
alors u est harmonique.

Les conditions de Cauchy-Riemann s’écrivent sous la forme

ov  Ou B

2 27 2 2
9y oz 3z° — 3y°, (2.21)
ov ou

En intégrant ’équation (2.21) par rapport a y, il vient
v =32y — 1y + O (), (2.23)

Par substitution de (2.23) dans (2.22) on obtient

6xy+d%jCl (x) =6xy — %C’l(x):() = O (z) =c,
Dot de (2.23), v = 32%y — y> + c.
f) On a
%:ex((l—i-x)cosy—ysiny), %:ex(@—l—x)cosy—ysiny),
g—Z:—e“((1+x)siny+ycosy), %z—e“((?—l—x)cesy—ysiny).
D’ou %—i—% =e" ((2+2)cosy —ysiny) —e” ((2+4 x) cosy — ysiny) = 0 ce qui montre que

u est harmonique.
Les conditions de Cauchy-Riemann s’écrivent sous la forme

81}_816_

=1 — s 2.24
oy oz e’ ((1+z)cosy —ysiny), (2.24)

43



2.2. Solutions

v ou . .
%__5?_3/_6 (14 2)siny + ycosy) . (2.25)

En intégrant ’équation (2.24) par rapport a y, il vient
v=e"(rsiny +ycosy)+ C; (x), (2.26)

Par substitution de (2.26) dans (2.25) on obtient

d
e ((14+z)siny + ycosy) + %Cl (x) =e" (1 +a)siny +ycosy) — Ci(z)=c,

Dot de (2.26), v = € (zsiny + ycosy) + c.

Exercice 2.11

Vérifier que la fonction u donnée est harmonique et déterminer sa conjuguée harmonique

v, puis expliciter la fonction complexe f (z) = u+iv en fonction de z dans les cas suivants

a) u(z,y) =xy+x+2y avec f(2i) = —1+ bi,
b) u(z,y) = day® — 423y + & avec f(1+1i) =5+ 4i.

Solution.

Remarquons que les fonction u des deux cas a) et b) sont de classe C? sur R2.

0 o? 0 0? 0? 0?
a) Ona—u:y+1 —u:O,—u:met—uzo. Donc—u+—u:0cequimontrequeu

Ox " Ox? dy Oy? ox?  Oy?
est harmonique.

Pour trouver une fonction v conjuguée harmonique de u, on utilise les conditions de Cauchy-

Riemann. Ces conditions s’écrivent sous la forme

ov  Ou
8—y—%—y+1, (2'27)
ov ou

En intégrant ’équation (2.27) par rapport a y, il vient

1

ou C () est une fonction réelle de z.

Par substitution de (2.29) dans (2.28) on obtient
o) = —2—2 > Ci(z)——2a?—2p 4
dmlx_m 1x—2x T+ c,
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ou ¢ désigne une constante dans R. D’ou de (2.29),

1 1
v:§y2+y—§x2—2x+c.

Nous présentons trois méthodes pour expliciter f en fonction de z :

Meéthode 1.
Ona f(2)=f(z+iy) =u(x,y) +iv(x,y). Posonsy =0, f(z) =u(x,0)+iv(x,0).
En remplacant = par z on trouve f (z) = u(z,0) + iv (z,0). Comme u(z,0) = z et v(z,0) =

—12% =2z + ¢, alors f(2) =z — 1iz? — 2iz + ic. La condition f (2i) = —1 + 5 donne

f(z):(1—2i)z—%iz2—3+z’.

Méthode 2.
On a
- (1, L,
f(2) =u+iv=ay+x+2y+i Y Y-t =2t
1., 1 5 . . .
:xy+§zy — iz +x+ 2y +iy — 2ix +ic
1
:—§i(x2—y2+2ixy)+:1:+iy—2i(x+iy)+ic
I, . .
:—522 + 2z — 21z +ic.
M¢éthode 3.

2 o y = : 2_ . Do par substitution dans f(2) = u (z,y) + iv (x,y) on
i

On sait que x = :
trouve, apres des calculs fastidieux, que z disparait et que seul subsiste le résultat (1 — 2i) z —
%iz2 + 1c.

En général la méthode | est préférable aux méthodes 2 et 3 quand a la fois u et v sont con-

nus.

Méthode 4.
Pour une fonction f holomorphe sur un domaine D on a f (2)+ f (Z) = 2u (z,y). En remplagant

z z
T par 5 et y par —i§ on trouve

Alors
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1
= —52'22 + (1 — 214) 2 + 2ic.

En général la méthode | est préférable aux méthodes 2 et 3 quand a la fois u et v sont con-

nus.
0 0? 0 0?

b) On a a—z = 47 — 122%y + 1’3_9; = —241:y,3—Z = 12zy? — 423 et 8_;;; = 24zy. Donc

Pu 0%u . . :

— + — = —24ay + 24xy = 0, d’ou la fonction w est harmonique.

ox?  Oy?

Les conditions de Cauchy-Riemann s’écrivent sous la forme
ov  Ou
B 122y + 1 2.30
oy Ox 4 Ty (2.30)
Ov ou
= 2T A — 12202, 2.31
b oy ™ Ty (2.31)

En intégrant ’équation (2.30) par rapport a y, il vient
v =y — 62%y* + Oy (), (2.32)
Par substitution de (2.32) dans (2.31) on obtient
d d
—12zy* + —Cy (v) = 42® — 120> — —Cy(z) =42 — C)(2)=2"+¢
dz dx
oll ¢ désigne une constante dans R. D’ott de (2.32), v = y* — 622y + 2* + . Alors

f(z) =u(z0) +iv(z0) =z +iz* +ic.

Avec la condition f(1+ i) =5+ 4i on trouve f (z) =iz + z + 4 + 7i.

Exercice 2.12

x
2+ y?
1. Montrer que v est harmonique dans un domaine D qui ne contient pas l’origine.

Soit v la fonction définie par v (z,y) =

2. Trouver une fonction complexe f(z) = u (z,y) + v (z,y) qui soit holomorphe sur
le domaine D.

3. Exprimer f en fonction de z.

Solution.
Remarquons que la fonction v est de classe C? sur tout domaine D C R? qui ne contient pas

’origine.
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1. On a

v 2 —y? 0% (3y* — %)
_— = — 39 5 = —2[’[)—37
Ov (22 +y?)° Or (22 +y?)
ov —2zy 0% (3y? — 2?)
dy (a2 +y2)" Oy (22 +12)

v 0™ , ,

Donc — + — = 0 ce qui montre que v est harmonique.
ox?  0y?

2. Pour trouver une fonction u pour que f = u + iv soit holomorphe sur le domaine D, on

utilise les conditions de Cauchy-Riemann, qui s’écrivent sous la forme

0 0 —2
gu _ov _ iQ (2.33)
Ox Oy (a*+y?)
o o 2,2
BTV (2.34)
Oy Or (a*+y7)
En intégrant 1’équation (2.33) par rapport a z, il vient
o Y
u= L0, (2.35)

r? + y?
ou C (y) est une fonction réelle de y.
Par substitution de (2.35) dans (2.34) on obtient
2 _ 2 2 _ .2
ﬁ L4 oY
ol ¢ désigne une constante dans R. D’ou de (2.35),

Y
u=—-+¢c
x? + 52

3. On a

fE) =ul@y) +iv(ey) = G5 +etig—rs

_ i(x —1y) . )
(x —1iy) (z +1iy) T+ 1y

7
z
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Exercice 2.13

Soit f (z) = u(r,0) + iv (r,0) une fonction holomorphe sur un domaine D. En utilisant
les conditions de Cauchy-Riemann sous forme polaire monter que u et v satisfont a

I’équation de Laplace sous forme polaire

Oor? or 062

Application : montrer que les fonctions suivantes sont harmoniques :

107 — sin (20)
2

a) u(z,y) =r’cos (30), b)u(ry)=

Solution.

D’apres le probleme 2.8, les conditions de Cauchy-Riemann en coordonnées polaires sont

ov ou
ov 10u
ov_ _louw 2.
or r 00 (2.37)
Pour éliminer v on dérive (2.36) par rapport a r et (2.37) par rapport a 6, d’ou
0%v 0 (0ov 0 ou ’u  Ou
_ 9 (ovy_ 0 ( ou)_ Ow  Ou 9.
oro0 ~ or (ae) ar (T 87”) "o T o (2.38)
2 1 1 2
Ov _ 0 (ov_ 0 ( 1ou) 107 (2.39)
000r 00 \ Or 00 r 00 r 002
Mais v = O si Pon suppose les dérivées partielles secondes continues. D’ou d’apres
9ro8 000 bp P ‘ P

(2.38) et (2.39)
O*u  Ou 1 0%u ,0'u  Ou  Du

"o Tor = voe " "o o T o =0
0? o 02

De la méme facon, par élimination de uw on trouve 7“28—;2} + ra—: + 8_912) =0.
Application :

du 0%u du _ 0*u
a) On a a3 = 3r? cos (36), 57 = 61 cos (39),% = —3r¥sin (30) et 3 = —9r3 cos (36).
Donc

2 2
7“2@ + r@ + Ju_ r? (61 cos (30)) + r (3r* cos (36)) — 9r® cos (30) = 0,

or? or 002

ce qui montre que u est harmonique.
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2 _ . .
b) On a u (z,y) = 10r 2111 (20) _1p_8in (229) donc
r r

ou 2Sin (20) O*u _sin(20) Ju 508 (20) ; Pu 4sin (20)

or 37 or? i 700 R A r2
Alors

Pu Ou  Du sin (26) sin (26) sin (20)
2 2
o o T o T (‘6 " )”(27«—3)“ e

ce qui montre que u est harmonique.

Exercice 2.14

Trouver toutes les fonctions conjuguées harmoniques qui correspondent aux formes suiv-

antes :

a)u=F (2"+y*), b)u=F(ax+by), c)u=F(zy), d)u:F<%>

Solution.

a) Il faut d’abord déterminer la fonction F' pour laquelle u soit harmonique.

On a

Ou = 20F (2% + y°) @ = 2F' (:)32 +y°) + 42’ F" (2 + )
ox T Ox? ’
du ’ (2 2 Ou ) 2 27w (2 2
a—yzQyF(:B +y), a—y2:2F(:v +y)—|—4xF(9: —i—y).
Pu  Pu (02 g 2 2 L2\ W (2 1 2 : .
DoncAu:m—i—mzélF (" +y°) + 4 (z* + y°) F" (x* 4+ y?), alors u est harmonique si et
x Y

seulement si

F'(s) 4+ sF" (s) =0,
qui est une équation différentielle d’ordre 2 et elle est équivalente a

F" (s) 1

F' (s) s

En intégrant par rapport a s, on trouve

InF'(s) =—Ins+c¢;, ¢ €Roubien F'(s) = %, co € R.

En intégrant une autre fois par rapport a s, on obtient

F(s)=clns+cs, c3eR
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Donc l'expression de F' doit étre F (2® + 4?) = coIn (22 + y?) + ¢35 avec ¢y, c3 € R.

D ou 2z ; ou 2y
ans ce cas — = Cp——— et — = co———.
dr a4y dy 2ty
Maintenant, on utilise les conditions de Cauchy-Riemann pour trouver une fonction v conjuguée

harmonique de u. Ces conditions s’écrivent sous la forme

ov  Ou 2x

D 2.40
v ou 2y
= = e 2.41
Ox oy 2y y? (241)
En intégrant 1’équation (2.40) par rapport a y, il vient
v =20, Aretg (2) + G (2), (2.42)
T

ou C (x) est une fonction réelle de .

Par substitution de (2.42) dans (2.41) on obtient

2y d 2y d
m + %Ol (l’) = _C2m — %Cl (ZL‘) =0 — Ol (l’) = (4,

ou ¢4 désigne une constante dans R. D’ou de (2.42), v = 2¢, Arctg (%) + c4.

b) Pour u = F' (ax + by), on a

ou 0%u ou @ B

P aF' (azx + by), i a’F" (ax + by), oM =bF" (ax + by) et o V' E" (ax + by) .
Pu O 5 on 1w - . : :
Donc Au = 92 + 92 = (a® +b°) " (ax 4 by), d’ou la fonction u est harmonique si et
w y

seulement si u = F (ax + by) = ax + by + ¢, ou ¢; une constante dans R. Les conditions de

Cauchy-Riemann s’écrivent alors sous la forme

ov Ou

ov ou

7 . 2.44
ox Jy b (244)

En intégrant ’équation (2.43) par rapport a y, il vient
v=ay+ C (), (2.45)

ou C (x) est une fonction réelle de .

Par substitution de (2.45) dans (2.44) on obtient

d
%C’l (x)=—=b — Cy(z)=—br+cy,

ol ¢y désigne une constante dans R. D’ou de (2.45), v = ay — bz + co.
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c) Pour u = F (zy), on a

ou ) Pu o, ou ) Pu 5,

%:?JF (I?J)a—axg =y F (I?/)aa—y:xF (zy) et 8_y2:x F' (xy).

aQu aQU 2 2 " 9 N : : : :
Donc Au = E) + 8_3/2 = (z*+y*) F" (zy), d’ou la fonction u est harmonique si et seulement si

u = F (zy) = cyxy+ce, ol ¢1, ¢ sont des constantes dans R. Les conditions de Cauchy-Riemann

s’écrivent alors sous la forme

Jv Ou

== 2.46
ov ou
I 2.47
ox oy at (247)
En intégrant ’équation (2.46) par rapport a y, il vient
c
v = éyZ +C (2), (2.48)

ou C () est une fonction réelle de z.

Par substitution de (2.48) dans (2.47) on obtient

d
d—Cl (.T) = —C1r — Cl (IE) = —21’2 + Ca,
T

oll ¢, désigne une constante dans R. D’ou de (2.48), v = < (y* — 2%) + co.

d) Pour u = F (%), on a

Ou_ 3 (Y, @ZQ_yF/(y)ﬂ_QF//(y),

ox 2

T ox? 23 T x4 x
Ou _ 1, (£) e Pu_ 1, (4).
dy « x dy> x? x

Donc
2

CPu Pu 1y, (Y y 0 (Y
A“‘@*a—yz—ﬁ@f (E>+(EH>F (;))’

d’ou la fonction u est harmonique si et seulement si
2sF' (s) + (s> + 1) F" (s) =0,

qui est une équation différentielle d’ordre 2 et elle est équivalente a

F" (s) 2s

F'(s)  s2+1

En intégrant par rapport a s, on trouve

Co

InF'(s)=—In(s*>+1) +c1, ¢ €Roubien F'(s) = , g €R.

52 +
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2.2. Solutions

En intégrant une autre fois par rapport a s, on obtient

F (s) = co Arctgs + c3, co,c3 € R.

Donc 'expression de F' doit étre F (%) = 9 Arctg (%) + c3 avec cg,c3 € R. Dans ce cas
0 0
v _ —Cy—L— et au_ co——. Les conditions de Cauchy-Riemann s’écrivent alors sous la
ox Tty ay Te+y
forme
ov  OJu Y
== T 2.49
dy Ox 2y y?’ (249)
ov ou x
e 2.50
Ox dy ‘12 4 y? (2:50)
En intégrant ’équation (2.49) par rapport a y, il vient
= _%2 In (2% + ) + Cy (x), (2.51)

ou C (x) est une fonction réelle de .

Par substitution de (2.51) dans (2.50) on obtient

x . d
_C S — JE—
2+ da

Ol (.’L’) =

—co———7 — Ci(z)=cy,
231 2 1 (7) = ¢4

ol ¢4 désigne une constante dans R. D’ott de (2.51), v = =2 In (2* + ) + c4.

Exercice 2.15

Déterminer les fonctions holomorphes f = P +i() de la variable z = x + 4y dans chacun
des cas suivants :

1. P ne dépend que de x cos ¢ + ysin ¢ ou ¢ est un angle donné.

2. P? + Q% ne dépend que de z.

P
3. 6 ne dépend que de z.

Solution.

1. Soit P (x,y) = F (xcosp +ysing). D’apres la question b) de I'exercice 2.14 pour a =
cosp et b = sinp, la fonction P = ¢; (xcosp + ysinp) + o, ¢1,¢0 € R et la fonction
v conjuguée harmonique de u est @ = ¢; (ycosp —sinpzx) + c3, c3 € R. Les fonctions

holomorphes f = P + () dans ce cas sont

f(z)=c1(xcosp+ysing) + cy+icy (ycose —sinpz) +ics

52



2.2. Solutions

= c1 008 (T +1iy) + crsing (y —ix) + co + ic3
= C12COS Y — 1Cc12 8N Y + ¢o + ic3

=ce Y24 cy+ics, c1,09,03 €R.

. Soit f = P+iQ telle que P? (z,y) + Q? (z,y) = F (x) ou F est une fonction positive non

identiquement nulle sur un domaine connexe. En dérivant par rapport a x et puis y on

trouve
oprP oQ ,
oP oQ
2P (z,y) n (z,y) +2Q (z,y) By (z,y) = 0.
Compte tenu des conditions de Cauchy-Riemann 8_@ = 8_P et 6_@ = —8—P on obtient
Jdy O ox dy
oP oP 1,
P (z,y) e (z,y) — Q () 8_y(x’y) = éF (z),
oP oP
— P — = 0.
Q(x,y) 5 (2,y) + P (z,y) a9 (z,y) =0
Le déterminant de ce systéme en g et 88_P est D = P?(z,y) + Q*(z,y) = F (x) # 0.
T Y
En résolvant ce systeme on obtient
oP 1 F' (x) oP 1 F' (x)
bl _-p bl - -
5 (&Y = 5P (2.y) Fa) D (7,y) = —5Q (v,9) @)
oP oQ
ou encore comme — = ——— 0N aura
dy Ox
oP oQ

oz Y 1P (@)
Qley)  2F (1)

En intégrant par rapport a x puis en prenant I’exponentielle des deux cotés on trouve

%(ay) _ lF/ (7)
P(zy) 2F(z)

et

P(r,y) =G (y)vF(z) et Qx,y)=Ga(y) VI (1),

ot Gy et Gy sont des fonctions de y. Comme P? (z,y) + Q? (z,y) = F (x) alors G? (y) +
G3(y) =1 et donc

P(z,y) =G (y) VF (2) et Q(z.y) = F(2)y/1-G2(y),

ot G est une fonction qui ne dépend que de y et qui satisfait la condition 1 — G? (y) > 0

sur un domaine connexe.

23



2.2. Solutions

Pour déterminer la forme des fonctions F' et GG on utilise les conditions de Cauchy-

Riemann,

OP 00 1 F'(z) G(y) G (y)
== oG (y) = —— = F (2),
dr Oy 2 /F (z) V1-=G*(y)
a_P__a_Q:G/<> F()__EMWQ_GQ()
oy Oz Y o 2\/F (x) ”

Ces deux équations sont identiques et peuvent s’écrire
G'(y) _1F(x)
V1I—-G2(y) 2F(x)

En intégrant on trouve

= ¢1, ol ¢; est une constante dans R.

F (1) = c2¢*™" et G(y) =cos(cry +c3), ci,6,03 €R.
Les fonctions holomorphes f = P + () dans ce cas sont

f(2) = e cos (1y + c3) + icsesin (cry + ¢3), ¢4 €R

=ae”, ceRetacC.

. Soit f = P +1iQ telle que % = F'(x) ou bien P (x,y) = F (z) Q (z,y) ou F est une
LY

fonction non identiquement nulle sur un domaine connexe. En dérivant par rapport a x

et puis y on trouve

oP oQ

%(x,y) = F’(x)Q(x,y)%—F(ﬂJ)%(l’ay%
oP Q)
8—y(9c,y) = F(x)a—y(x:y)

oP  9Q 9P  AQ

Compte tenu des conditions de Cauchy-Riemann — = t — = ——— on obtient

ax_a_ye dy  Ox

e, e,

F(ZL’)% (I,y) - a_y(‘r7y) =-I (CL’)Q(QJ,y)

0 0

e (0) + F (@) 52 (1) = .

En résolvant ce systeme en 8_@ et 8—Q on obtient
ox dy

oQ  F(x)F' (x)
a7 (z,y) = _WQ (2. ), (2.52)
Q) F' (x)

a_y (‘7:7 y) = HTQ(:L_)Q (.1', y) . (253)
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2.2. Solutions

En intégrant ’équation (2.52) par rapport a z, il vient

G (y)

x’ == e 254
Q) = 2.5
ou G (y) est une fonction réelle de y.
Par substitution de (2.54) dans (2.53) on obtient
Gy _ F G (y)
1+ F?(z) 1+F2(x)\/1+ F%(2)
ce qui implique
G’ F’
) = (z) =c, ¢ €R
Gy) 1+ F?(x)
Encore en intégrant cet équation on trouve
F(z)=tg(cax+c) et G(y) =ce™Y, c1,c9,c3 €R.
Alors
G (y)
r,Y) = ———sm— = 3 cos (12 + ¢2) .
Q(z,y) IR (17 + c2)
Pour déterminer la fonction P on utilise les conditions de Cauchy-Riemann,
oP 0
e (9_22 = c1c3eY cos (1 + ), (2.55)
oP 0
m = _8_5:2 = c1c3€V sin (10 + ¢9) . (2.56)
En intégrant ’équation (2.56) par rapport a y, il vient
P (z,y) = cze™sin (c1x + o) + C (x) , (2.57)

ou C' (z) est une fonction réelle de x.

Par substitution de (2.57) dans (2.55) on obtient

crezeY cos (a1 + ¢3) + O (2) = crezeY cos (1 + o) — C(x) =y, ¢4 €R.

Yy

La constante ¢4 doit étre nulle car
(2,y)

ne dépend que de x. D’ou
P (z,y) = czesin (c1x + ¢3), ¢1,¢9,c3 €R.
Les fonctions holomorphes f = P + i() dans ce cas sont

f(2) = c3eYsin (1 + ¢2) + icze™? cos (c1x + ¢2), ¢1,¢2,c3 € R,

=ae”, ceRetacC.
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