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Exercice 0.1

Soient z =2 —i,w =1+ 3.
2w

Ecrire les nombres complexes suivants sous forme = + iy : a) —, b) e
w z+w

Solution.

Pour écrire un quotient de deux nombres complexes sous forme algébrique = + iy, on multiplie

et on divise par le conjugué du dénominateur. Noter que le conjugué de a + ib est a — ib.

a)i:2—i:(2—i)(1—32’):2—6i—i+3i2:2—7i—3 -1 7
w o 1+30 (1+34)(1—37) 12 — (3i)° 149 10 10
b) 2w :(2—i)(1+3z’):5+5z’:(5+5z’)(3—2z‘):§+5.

z4+w  2—i+143i 3+2 (342)(3—2i) 13 13~




0. Les nombres complexes

Exercice 0.2

Trouver le module et I’argument principal des nombres complexes suivants :

a) z=4+3i,b) 2 =—cosZ +isinZ, c)z=cosf —isinf (r <0 <)
Solution.
Le module ou la valeur absolue d’'un nombre complexe a + ib est définie par r = |a + ib| =

va? + b?. L’argument principale d’'un nombre complexe non nul a + ib est 'angle 6 € |—m, 7]

P a
définie par cosf) = —,sinf = —.
r

,
a) r=14+3i| =v42+32 =5,
4 3
cosf = £ sinf = 3

alors 'argument principale 6 ~ 0,64 Rad.

b) r= ‘—cos%—kisin%‘ = \/(—cosg)Q—l— (sin%)2

= \/COSQ%+SiH2% =1,

T
d’ou I'argument principale 6 = =

Sin

sin

_ T 4w
cosf = COS T = COS %

. i T i Am
31110—51115 =sin %

¢) On note 'argument de z par ¢ pour ne pas confondre avec 6.

r=|cosf —isinf| = \/(cos 0)? + (—sin )
=Vcos?f +sin’f =1,

cos ¢ = g = cosf = cos (—0) = cos (2 — 0),
—&ind
sin¢ = Slm = —sinf = sin (—0) = sin (27 — 0),

On a ajouté 2w a — @ pour que ¢ soit dans l'intervalle

|—m, ], alors Pargument principale de z est ¢ = 27 — 0.

¢=2m—10

COs

———————

sin 0

cos ¢ = cosf = cos(2m — 0)
sin ¢ = —sinf = sin(2w — 0)



0. Les nombres complexes

Exercice 0.3

Représenter les ensembles des points suivants dans le plan complexe.
a){zeC/ |z-3i|<|z=3]},b){z€C/ |z —1i| <3},
c){zeC/ |z—1>3},d){z€C/ Rez—Imz < 1}.

Solution.

a)

b)

d)

Si z = x + iy, l'inégalité |z — 3i| < |z — 3| devient

alors, en prenant le carré de deux membres
>+ (y—3)°<(z—3°+1> ou —6y< —6a.

D’ou y — x > 0. L’ensemble |z — 3i| < |z — 3| est
donc la partie dessus de la droite y —x = 0, la droite
y comprise. Dans la figure ci-contre, c’est la partie

hachurée.

L’ensemble {z € C / |z —i| < 3} est un disque de
centre zp = ¢ = (0,1) et de rayon r = 3, le cercle

|z — 4| = 3 non compris. Voir la figure ci-contre.

L’ensemble {z € C / |z —i| > 3} est lextérieur du
cercle de centre zp = ¢ = (0,1) et de rayon r = 3, le
cercle non compris. C’est la partie hachurée dans la

figure ci-contre.

L’ensemble Re z — Im z < 1 s’écrit sous forme
r—y<louy—z+1>0.

C’est la partie dessus de la droite y — x + 1 = 0,

la droite non comprise.

Voir la partie hachurée dans la figure ci-contre.

—x >
N y—xz =0
X
1Y -il=3
|z —il <3
20 =1 E
//“J
b/
\*v




0. Les nombres complexes

Exercice 0.4

Résoudre les équations : a) 2° + 322 +32+3=0,b) (z —1)" = 1.

Solution.

a) Tout d’abord, on remarque que 2% +322+32+3 = (z + 1)3 + 2, donc notre probleme revient

a résoudre 1'équation (z + 1)3 = —2. En écrivant —2 sous forme polaire,
(24 1)° = 2{cos (7 + 2kn) + isin (7 + 2kn)} , k € Z,

alors, d’apres la formule de De Moivre,

2k 2

241 =23 cos T ehm + 7 sin m kel
3 3

2 =23 {cos <#> + 7 sin (L;kﬂ)}—l, k € Z.

(con T isin D) 1 =2
COS — 81 — ) — 1 =
3 3

ou

W=
W=

Sik=0, z2=2y=2

Sik=1 z=2 =23 (cosm+isinm) —1=—25 — 1.
5 5 1
Sik=2, 2=z =23 <cos§+isin§> _1=2} (——z'ﬁ) ~ 1

En considérant k = 3,4, ... aussi bien que des valeurs négatives —1, —2, ... on retrouve les trois
valeurs de z déja obtenues. Ce sont donc les seules solutions ou racines de 1’équation donnée.

En général, pour les racines n-iemes, k =0,1,..n — 1, et il y en a n.

b) Sous forme polaire 1 = cos (2kn) +isin (2kn) = (z — 1)*, k € Z. D’apres la formule de De

2k 2k k k
Moivre, z—lzcosTﬁ—l—isinTﬂ ouzzl—i—cosg—i—isin?ﬁ, k=0,1,23.

Sik=0, 2=20=14+cos0+isin0=1+1=2.

Sik=1, z:z1:1+cosg+ising:1+i.

Sik=2 z=2z=14cosm+isint=1-—1=0.

3 3
Si k=3, z:z3:1+cos§+¢sin§:1—z.

4



0. Les nombres complexes

Exercice 0.5

Donner les nombres complexes suivants sous forme x + iy.

a) (1+0)°,b) (vV3—i) (~1+iv3) .

Solution.

a) Sous forme polaire 147 = V2 {cos (% + 2]{:7r) + ¢ sin (% + 2]{:7r> } En élevant a la puissance

1000 les deux membres de cette égalité et a ’aide de la formule de De Moivre

(144)1%0 — 2" {cos (1000 (% + 2k7r>> +isin (1000 (% + 2k7r>>}
— /2" {cos (250 + 2000k) + i sin (2507 + 2000k) }

— 2500 (1 + ZO) — 2500.

b) Sous forme polaire

™

6
. 27 . (27
—1+iV3 :Z{COS (?%—ka)—msm <§+2]€7T>}.
D’apres la formule de De Moivre,
(\/3—2')3: 23 {cos <—g+6k7r> + isin (—g+6k7r)},

_ 1 1
(—1 + Z\/g) P 9b {cos (—% — 10k7r> + isin <—% — 10k7r) } )

V3 —i :2{C08< +2kﬁ)+isin<—g+2k’ﬂ>}a

Si on a deux nombres complexes s’écrivant sous forme polaire z; = r; (cos 6 + isinfy) et
29 = 19 (cos by + isin6y) , alors le produit 2129 = r119 {cos (6 + 62) + isin (6; + 67)} .
On en déduit que

(V3—i)’ (~1+iv3) " =223 {cos <—2377T - 4k7r) +isin (—2%” = 4kw)}

3 1
=272 (cos T + 2sin E) =272 (£ + i—)

6 6 2 2

+ =t

| S

1
8



0. Les nombres complexes

Exercice 0.6

Calculer i et représenter les résultats dans le plan complexe.

Solution. i = cos (g + 2k7r> + 7sin (g + 2k7r> ke Z.

1 2+ 2km 2+ 2km T km T km
Lo 2 c e 2 — ) Q1 N J— =
16—cos<—6 >+zsm(—6 ) 008(12+ 3)+zsm( + ), k=0,1,..5.

Si k=0, z:zozcos%—kisinl%20.97+0.26i.

5 5
Sik=1, 2=z =cos (14_1) —i—z’sin<l+z> :cos—ﬁ+z'sin—ﬁ:0.26+0.97z'.

12 3 12 3 12 12
Sik =2, z—zg—cos(%+2§)+isin<f—2+2§) —cos%%—l—z’sin?%——g—i—gi.
Si k=3, 2= 2 = cos (15 + ) +isin (1 +7) :cosll?)—;—l—isinll?)—;:—OQ?—O.Z&.
Sik =4, 2 =2z = cos(%jt%r) +isin(%+4§) = cos%—l—isinlf—; ~ —0.26 —
0.97:.
Sik =5, z=2z5 = cos (%+5§)+isin(%+5§) 2008211—;+isin211—;:g—\/7§i.

Ces racines sont représentées dans la figure ci-dessous. On notera qu’elles sont également
réparties sur le cercle de rayon 1 centré a l'origine.

Y

5w

51 ..
1 = cos 25 + ¢sin
29 :cos%’r +isin377" / 12 12

20 = cos {5 +isin {5

— 137w s i 137
z3 = cos S5~ + isin 55

25 = COS 21127" + isin 2112"

— 177w s 177
zZ4 = COS 5 + 7 sin 15



0. Les nombres complexes

Exercice 0.7

Calculer les sommes suivantes :

a) sinx + sin 2z + ...... + sinnx, b) cosx + cos 2z + ...... + cosnzx.

Solution. Posons C,, = cosx + cos2x + ...... + cosnx et S, =sinx +sin 2z + ...... + sinnz. Si

z = cosx + isinx, alors d’apres la formule de De Moivre,

2

2% = cos 2z + isin 2z, 2°

= cos 3z + isin 3z, ...2" = cosnx + isinn.

Par addition membre a membre de ces formules,

24+ 224+ 42" =cosx+isinz + cos2z +isin2x + ... + cosnx + i sin nx

=C)p +15,.

Le terme a gauche est la somme de n termes d’une suite géométrique de raison r = z et de

premier terme z. Cette somme peut s’écrire sous la forme

5 " 1—2" 7 — 0t
z2+z24+...+2" =z =
11—z 11—z

1—=2 —

7z — "t z — "l
Alors C,, = Re (—) et S, = Im (1—) , donc il nous reste a séparer les parties

n+1
, . .. z—2z
réelle et imaginaire de ——.
1—2
Nous avons X I )
n n ntl _n n
z—z2" (=22 2 22 (z 2 — 22)
— e 1 et 1 1
1-% (I—2z)z2 (z’§—z§>
. _n n n+1
Puisque 272 — 22 = —2isin % et 272 = cos (”T ) + 7 sin ("*1 ), alors
z— 2" —2isin % {cos (”Jrl ) +isin (”T“x)} sin % cos ( ntly)  sinZsin ()
= = —|— VA
_ _ z z h &
1—2 2080 5 sin £ 5 sin 5
D’ou
sin %F cos ("Tlx)
C, =cosx + cos2x + ...... + cosnx = —
SHI§
et
' ' _ sin % sin (2t )
S, =sinx +sin2x + ...... + sinnx = —
Slni
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Exercice 1.1

Séparer les parties réelles et imaginaires des fonctions suivantes :

a) f(z)=e* b) f(z)=sinz, c) f(z) =Chz d) f(z) =27, e) f(z) = 22"

Solution.

a) f(z)=e* =e (W) = ¢7%e™W = =% (cosy — isiny) = e % cosy — ie” " siny,

b) f(z) =sinz =

12

— iz ei(eriy) _ efi(a:+iy) e~ ytiT _ py—iz

2 2 21

2 21 21

e Y(cosr+isinz) —e¥(cosx —isinz) (e7¥ —eY)cosx N i(e7¥+e¥)sinx



1. Fonctions élémentaires

Y _ ey Y1 ey
= i% cos T + %sinx = Chysinz +iShycosz.

Autre méthode : sin z = sin (x + 1y) = sin z cos (iy) + cos z sin (iy) .

Puisque cos (iy) = Chy et sin (iy) = i Shy, on trouve sin z = sinz Chy + i cosz Sh y.
c) f(2) =Chz = Ch(z+ i) = Cha Ch (iy) + Shx Sh (iy) .
En notant que Ch (iy) = cosy et Sh (iy) = isiny, on obtient
f(z) =Chzcosy +iShxsiny.
d) ¥ (z) — 972 _ o2?Log(2) _ e(oc+iy)2(1n( +2m7r) keZ
_ €(x27y2+2ixy)(ln(2)+2ik7r) _ e(foyQ)ln(2)74k7rxy+2i{(foyz)kﬂ+a:y1n2}

2

— ¢(#*v*) In(2)~dkmay {cos [2 (2 — y*) km + 22y In 2] + isin [2 (z* — y?) k7 + 22y In 2]} .
Pour la détermination principale (k = 0), f (2) = 2 (=) {cos (2zyIn2) +isin (2zyIn2)}.
e) f(2) = 2271 = (-)LoB(2) — C-i)(n(el)+iarg()) — (2Mnlel)+arg(z) iC2arg()—In((2))
e2n(lzD+are(2) Leog (2arg (2) — In|z|) 4+ isin (2arg (2) — In|z|)}.
1
Puisque arg (z) peut s’écrire sous forme arctg (£) et In(|z]) = 5 In (2% + y?), on trouve

Re (f (2)) = (22 +v?) e8(2) cos (2 arctg (£) — %ln (2% + yz)) et

Im (f (2)) = (22 + 3?) eet2(¥) sin (2 arctg () — %ln (2% + y2))

Noter que arctg (%) = Arctg (%) + km,k € Z, et donc f est une fonction multiforme.

Exercice 1.2

Démontrer les relations suivantes :
a) |sin z| = v/Ch?y — cos? z, b) |cos z| = v/Ch?y — sin’ z,
c) |Shz| = \/Ch®z — cos?y, d) |Ch z| = \/Ch®z — sin’y.

Solution.

Nous pouvons calculer le module d’un nombre complexe w, soit par définition en identifiant ses

. , . . . s, 2 __
parties réelles et imaginaires ou par la propriété |w|” = ww.



1. Fonctions élémentaires

s 12 .
Nous allons utiliser la propriété |w|” = ww ici.

) | . ‘2 ' ' eiz _ iz ez _ oiZ ei(z—E) _ ei(z+2) — e—i(z47) =+ e—i(z—?)
a) (Sl 2zl = SINZSIn 2z — = .
24 21 4

Puisque z —z = 2iy et 2+ % =2z, on a . .
) 9 672y _ 621:1: _ 67211 + e2y 1 62y + 672y 621:1: + 672% 1
|sin z|” = == _ _ =
4 2 2 2 2
En utilisant les transformations Ch (2y) = 2Ch?y — 1 et cos (22) = 2cos’>x — 1, on trouve le

(Ch (2y) — cos (22)) .

1
résultat demandé |sin z|* = 3 (2Ch*y —1— (2cos?’z — 1)) = Ch’*y — cos® .
b) o o L
N eir 4 etz e~ 4 iz ez(z Z) + ez(z+z) Te i(z+7) Te i(2—%)
|cos z|” = cos zCos Z = =
2 2 4
B 672y +62ix + 6721’% +62y B 1 €2y + 672y N 622':1: + 6722‘:):
B 4 2 2 2

(Ch (2y) + cos (22)) .

N | —

Par les transformations Ch (2y) = 2Ch®y — 1 et cos (22) = 1 — 2sin? z, on obtient la relation
1
cherchée |cos z|* = 5 (2Ch*y — 1+ 1 —2sin’z) = Ch’y —sinz.
ety _ ef(eriy) ei(yfiz) _ efi(yfix)

c¢) Nous avons Shz = Sh (z + iy) = 5 = 5 = isin(y —ix).

D’apres la relation a),

|Shz| = |isin (y — iz)| = |sin (y —ix)| = \/Ch2 (—x) — cos?y = \/Ch23: — cos?y.

T+iy —(z+iy) i(y—iz) —i(y—ix)
d) ChZZCh(x—i-iy):e +26 = ¢ —{_26 = cos (y — ix) .

D’apres la relation b), |Ch z| = |cos (y — iz)| = \/Ch2 (—x) —sin®y = \/Ch® z — sin®y.

Exercice 1.3

Résoudre dans C les équations suivantes :

a) Im (sinz) =0, b) Re(Shz) =0, ¢) sinz = 3i, d) Shz =%, e) e* = —2.

Solution.

a) D’apres I'exercice 1.1 b), sinz = sinz Chy + i cosx Shy.
La partie imaginaire de sin z s’annule si cosxz Shy = 0, ce qui est équivalent a cosx = 0 ou

Shy = 0. D’oﬁx:g%—lm, keZouy=0.

b) Tout d’abord, nous séparons les parties réelles et imaginaires de la fonction Sh z.

10



1. Fonctions élémentaires

Nous avons

Sh z = Sh (x + iy) = Shz Ch (iy) + Cha Sh (iy) = Shz cosy + i Chxsiny.

La partie réelle de Sh z s’annule si Shxcosy =0, dotz =0ouy = g +kn, ke Z.

4
c) D’apres 'exercice 1.1 b), sinz = sinzChy + icoszShy. Alors sinz = §Z entraine

4
sinx Chy = 0 et cosxShy = 3 Puisque Chy > 1, on aura sinx = 0 ou x = kmw,k € Z. En

remplagant dans la deuxieme équation on obtient

4 4 4
cos (km) Shy 3 ou Shy Teos (k1) 3(_1)"

4
d’ou y = Argsh ( ) = (—1)k Argsh (5)’ et donc les racines cherchés sont

3(—1)"

4
2 = km +i(=1)" Argsh (5) ,keZ.

d) D’apres la question b), Shz = Shzcosy + i Chzsiny. Donc I'équation Shz = % est

1
équivalente a Shxzcosy = 0 et Chasiny = 3

Si Shx =0, ie. =0, on aura

1 5
siny:§ ou {y:%—l—Zlmouy:g—i—le,kGZ}.

Sicosy = 0ie y = g+ km,k € Z, on obtient Chxsin (g—l—k}W) = (-1)"Chz = = ou

k
Chzx = ( 2) et ceci n’est pas possible car Chz > 1.

Alors, les racines de ’équation Sh z = % sont
(T (o
zk:z(g—i—%‘ﬂ) ou zk:z<g+2k7r),k:ez.

e) Sie* =e”cosy +ie”siny = —2, alors e cosy = —2 et e siny = 0.
Puisque € > 0, on aura siny = 0 ou y = k7, k € Z. Donc la premiere équation devient

—2 —2 k+1
e” cos (k) ou e’ = — &)~ (C1F (—1)

Ceci est possible seulement si k + 1 est un nombre pair. Dans ce cas x = In2. Alors les racines

de I'équation e* = —2 sont 2, = In2+i (14 2k) 7,k € Z.

11



1. Fonctions élémentaires

Exercice 1.4

(Log 2)

Démontrer que e = z et montrer que

I'égalité Log (e*) = z n’est pas toujours vérifiée.

Solution.
Soit z un nombre complexe, nous avons
elbos?) — eln(lzN+iare(z) — oIn(2) foog (arg (2)) + isin (arg (2))}
= |z|{cos (arg (2)) + isin (arg (2))} .
La derniere formule est exactement 1’écriture du nombre complexe z sous forme trigonométrique,
i.e. |z| {cos (arg(z)) + isin (arg (z))} = 2z, d’ou Log (¢*) = z.

En ce qui concerne la deuxieme partie de ’exercice, par exemple dans le cas de la détermination
principale, si nous prenons z = 4im, nous obtiendrons Log (¢*) = Log (¢*™) = Log (1) = 0 ce

qui est différent de 4im.

Exercice 1.5

Calculer  a) Log (1 +1), b) i, ¢) (1 —14)* .

Solution.

a) Log(14+1) =In(|1+i|) +iarg (1 +4) = Inv2+i (% +2k7)  k € Z.
b) it = eilogi = i (nlil+iargd) — oi(In1ti(F+2km)) _ e—(gﬂkw)7 Lc.

c) (1 _ Z-)3—3i — o(38-3)) Log(1—i) — (3-30) {In(|1—i|)+iarg(1—i)}

— (330 {InVati(—f+2km) } _ 3Inv243(—F+2km)+3i(~ §+2kn-Inv2)

= 2§e3<_i+2k)” {Cos (3 (—% +2km —In \/5)) + 7 sin (3 (—% +2km —In \/5))}

= 2\/563(_%4_%)” {cos (%71’ +3In \/5) — ¢sin (%7‘(’ +3In \/5)} kel

12



1. Fonctions élémentaires

Exercice 1.6

Calculer les limites suivantes :

_ cos (2z) _
a) I S s isngay D) LA

62Z+1

2——ig e? +1 )

Solution.
, cos (2z) cos (%) 0 0
l —= = - - = f
%) I G ) 1S (z) © Ch (i%) +i9h (i) Zri(ig) F-F 0 e

indéterminée.

Donc on doit trouver un moyen pour enlever l'indétermination, pour cela on va remplacer

Ch (iz) par cos z et i Sh (iz) par —sin z. On obtient

lim cos (22)
2= Ch (iz) +iSh (iz)

= lim

= lim

cos (22) . cos?z —sin®z
— m —_—

22 oSz —sinz 2%

2

CoSz — sin z

(cos z — sin z) (cos z + sin 2) T T

jus
Z—>4

. e+l e+l —141 0
b) lim - = =
z——i% €% +1 e 'z 44 —1+1

:Cosz—i-sin—:\/i.

CoS z — sin z 4

= — forme indéterminée.

Par décomposition de numérateur 2% 41 = (e?)* —i2 = (e — i) (¢* + i) nous voyons que

. e +1
lim =

z=—if €7 +1

lim
z——ig

Exercice 1.7

(=) (e +1) s

e +1

.z, .
Montrer que lim — n’existe pas.
z—0 2

Solution.

Si la limite existait elle serait indépendante de la fagon dont z tend vers 0.

Siz — 0 le long de I'axe des x, alors y =0 et z = x+1iy = x, Z = x — 1y = z ; la limite cherchée

T
est donc lim — = 1.

z—0 1
Siz — 0 le long de I'axe des y, alors z =0 et 2z = +1y =1y, Z = v — iy = —iy ; la limite
cherchée est lim —_zy =—1.
x—0 1Y

Les deux expressions étant différentes, dépendant de la fagcon dont z — 0, il n'y a pas de

limite.
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Exercice 2.1

A T'aide de la définition calculer la dérivée de f (z) = 2% — .

Solution.

Par définition, la dérivée en 2z, si elle existe est

lim f(z) = 1 (20) — lim 2 — 2 — (2 — %) — lim 22 — 25 — (2 — 20)
Z—20 Z — ZO Z—r20 Z — ZO Z—r20 z — ZO

gy B (ta) —(mz) . (2- ) (2420 - 1)

2—20 Z— 2 Z—Z20 Z— 20

= 220 —1.
La limite existe pour tout zy dans C, donc la dérivée de f est donnée par

f'(z)=22—-1,z€C.

14



2. Dérivation dans le domaine complexe

Exercice 2.2

Montrer que les fonctions complexes suivantes ne sont pas dérivables aux points indiqués.

a) f(z) =z, pour z€ C, b) f(z) =Rez, pour z € C, ¢) f(z) =Imz, pour z € C.

Solution.

z2)— f (=
Par définition, la fonction f n’est pas dérivable en z; si la limite lim —f () = 1 (z0)
Z—20 Z— 2y

n’existe pas,

i.e. la limite dépend de la maniere dont z tend vers z.

f(z)— f(20) Z—Zo x — 1y — (xo — iyo)

a) Si z =z +iy, lim = lim = lim g .
z—20 Z— 2 2oz — 2y DT x4 iy — (xo + iyo)
T — 2o

Pour y = yy et x — g, la limite cherchée est lim =1

T—xo T — T

—iy4i —i(y —
Pour x = xg et y — 1o, la limite cherchée est lim M = lim M =—1.

y—yo 1Y — 1Yo y=vo 1 (Y — Yo)

La limite obtenue dépendant de la fagcon dont z — zj, la dérivée n’existe pas i.e. la fonction f

n’est dérivable en aucun point.

by i L= FCo) _ Be(@)—Re(a) o wmg
220 Z— 29 220 Z— 29 zjzg T+ iy — (Q}O + 2y0) :
Siy =y et x— xp, la limite est lim T g,
T—w0 T — T
Siz=xet y— 1y, lalimite est lim ——— = 0.
y—yo0 1Y — 1Yo
c) lim f(z) = f(20) — lim Im (z) — Im (20) — lim Y—Y% ‘
z—3z0 zZ— 2 z—z0 zZ— 2 T30 g+ iy — (zo + iy0)
Siy =y et z— xg, la limite est lim = 0.
x—x0 L — :L’O
y—y 1

Six=uxety— yo, lalimite est lim - — = — = —1.
y—yo 1Y — 1Yo @
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2. Dérivation dans le domaine complexe

Exercice 2.3

Examiner si les fonctions suivantes sont holomorphes sur le domaine indiqué.
a) f(z) =eY(cosz+isiny), sur C, b) f(z) = o i " + ixQ i 7 sur C\ {0},
c) f(z)=a*—y?*+ 2ixy, sur C, d) f(2) = (2% — y? — 2xy) + i (2* — y* + 2zy) , sur C.

Solution.

Si les dérivées partielles sont continues dans le domaine indiqué, les équations de Cauchy-

Riemann

ou_ov  ou_ 0w
or Oy oy Oz

sont nécessaires et suffisantes pour que f = u + v soit holomorphe.

. ou ) ov )
a)u=eYcosxretv=eYsiny. — = —e ¥Ysinz, — = —e Ysiny + e Y cosy.
ox dy
. ou , Ov N . . , e
Il est claire que — # —, la premiere équation de Cauchy-Riemann n’est pas satisfaite. Alors

or " 0y

la fonction f n’est pas holomorphe sur C.

T )
b) u = , V= . Alors
) 22 + o2 22 o2

ou  a®+y® — 227 y—a? v P4yt -2 2t -y

or (@t @+ Oy (@+)? (P te?)

Pour la méme raison que celle qui précede f n’est pas holomorphe sur C\ {0}.

ou ov ou ov
—a? o v =2ny o=, oo, o gy gy

Les équations de Cauchy-Riemann sont satisfaites, la fonction f est donc holomorphe sur C.
d) u=2?—y*—2zy, v=2a>—y>+2zy. Alors

0
—U:2x+2y.

— = =2y + 2z, ou = —2y — 2z,
Y ox

Les équations de Cauchy-Riemann sont ainsi satisfaites et la fonction f est holomorphe sur C.

16



2. Dérivation dans le domaine complexe

Exercice 2.4

a) Montrer que la fonction u définie ci-dessous est harmonique.
u(z,y) =2 —y* — 2y — 22+ 3y, v,y €R.

Trouver une fonction v pour que la fonction f = u + iv soit holomorphe.

b) Mémes questions pour la fonction

u(z,y) =ycosyCha + xsinyShz, z,y € R.

Solution.
ou 0%u ou 0%u
a) —=2r—2y—2, —=2. —=-2y—2 3, — = —2.
) or A ox? dy y-art oy?
. 0*u P . .
On obtient — + — =2 — 2 =0, ce qui montre que u est harmonique.
ox?  0y?

Pour trouver une fonction v pour que f = u + v soit holomorphe, on utilise les équations de
Cauchy-Riemann.
Les équations de Cauchy-Riemann s’écrivent

ov  Ou

a—y:%:2x—2y—2, (2.1)
ov ou

En intégrant I’équation (2.1) par rapport a y, il vient
v="2wy—1y*—2y+C (2), (2.3)

ou C (z) est une fonction réelle de z.
Par substitution de (2.3) dans (2.2) on obtient

d d
2y+%01(x):2y—|—2x—3 — %C’l(:ﬁ):2x—3 — Oy (z) =231+

ou ¢ désigne une constante. D’ou de (2.3)

v=2xy —y’ —2y+a’—3z+c

b) % =ycosyShz +sinyShz + zsiny Chx = (ycosy + siny) Sha + zsiny Chz,

2
% = (ycosy +siny) Chx + siny Chz + xsiny Shz = (ycosy + 2siny) Cha + xsiny Shz.

T
(2.4)

17



2. Dérivation dans le domaine complexe

0
a—u =cosyChz —ysiny Chx 4+ zcosySha = (cosy — ysiny) Cha + xcosy Shz,
Y
d%u : : .
m:(—smy—smy—ycosy)Cha:—xsmyth, (2.5)
Y
0 0?
Par addition de (2.4) et (2.5) on obtient 8—1; + a—z = 0, la fonction u est donc harmonique.
€ Y
Les équations de Cauchy-Riemann s’écrivent
0 0
a—v:a—u:(ycosy—i—siny)th+xsinyCha:, (2.6)
Yy x
0 0
a—v:—a—u:(—cosy—i—ysiny)Chm—xcosyth. (2.7)
€T )

En intégrant (par parties) 1’équation (2.6) par rapport a y, il vient

v = (ysiny + cosy — cosy)Shx — xcosyChz + C; () = ysinyShx — xcosy Chz + Cy (z) .
(2.8)
Par substitution de (2.8) dans (2.7) on obtient

d
ysiny Chx — cosy Chx — xcosy Shx + d—C’l (x) = (—cosy+ysiny) Chz — zcosyShx
T

d
— d—C’l (x)=0 — C} () = ¢, ou c désigne une constante.
x

D’ou de (2.8) on obtient

v=ysinyShx —xcosyChzx + c.

Exercice 2.5

Quelle est la nature des singularités de chacune des fonctions suivantes?
z+3 1
a , b .
)P @)
Solution.
3 3
a) Nous avons f (z) = ;t 1= E —i)—i_(z s puisque
z+3
li -1 =li =2+#0
lim (2 — 1) f (2) = lim Y # 0,
le point z = 1 est un pole simple.
De méme z = —1 est aussi un pole simple a cause de
. . z+3
Jim, (2 +1)f () = lim 7y = =140,

18



2. Dérivation dans le domaine complexe

Nous pouvons déterminer d tel qu’il n’existe pas d’autre singularité que z = 1 dans le cercle
|z — 1| = ¢, il suffit de choisir 6 = 1, on en déduit que z = 1 est pont singulier isolé. De la

meéme fagon z = —1 est aussi un point singulier isolé.

1 1
b) On obtient des singularités pour sin (Z%) =0,le. - =kmouz==x——k¢€Z" De plus
z Vkm
comme ¢ (z) n’est pas définie pour z = 0, ce point est aussi une singularité. De méme, puisque
1
z = 0 est une singularité de g (%) = ﬁ, z = 00 est une singularité de g (2).
sin (2
Décrivons maintenant la nature de ces singularités. En utilisant la regle de L’Hopital

1
: 1 Y.~ : 1 -1
lim |2z—-— z) = lim —%< = lim = 0
2= ( \/lm) 9(2) 2= - sin (%) v T Z2cos (%) 2knvkn cos (k) 7
et
1 2+ o= 1 1
lim (z+ — 2)= lim —Y< = lim = 0.
sl ( \/lm) 9(2) 2——L sin (%) a2k =2cos (%) 2knvkm cos (k) 7

Les singularités z = + ,k € Z* sont donc des poles simples. Comme nous pouvons entourer

1
Vi
chacune de ces singularités par un cercle de rayon J, n’en contenant pas d’autre, on en déduit
qu’elles sont isolées.

Etant donné que I'on ne peut pas trouver d’entier n tel que BB% (z—=0)"g(z) =A#0, on en
déduit que z = 0 est une singularité essentielle. De plus comme tout cercle de rayon ¢ centré

en z = ( contient d’autres singularités que z = 0, on en déduit que z = 0 est une singularité

non isolée.
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Exercice 3.1

(2:4)

Calculer / (2y + 2%) dx + (3x — y) dy le long de
(0,3)

a) la parabole x = 2t, y = t? + 3,

b) la ligne brisée formée par les segments de droite (0,3) a (2,3) et (2,3) & (2,4),

c) le segment de droite d’extrémités (0,3) et (2,4).

Solution.

a) Les points (0,3) et (2,4) de la parabole correspondent respectivement a ¢ = 0 et ¢t = 1.

L’intégrale donnée a alors pour valeur

/1 {2(t2+3)+(2t)2}2dt+{3(2t)—(t2+3)}2tdt_/1 (2442 + 12 — 26 — 61) dt_§.
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3. Intégration dans le domaine complexe

b) Le long du segment de droite d’extrémités (0,3) et (2,3), y = 3, dy = 0 et Uintégrale

curviligne vaut

2 2 44
/ (6+x2)dx+(3x—3)0:/ (6+x2)da::?
=0 0

Le long du segment de droite d’extrémités (2,3) et (2,4), z = 2, dz = 0 et U'intégrale curviligne

vaut
4 4 5
/ (2y+4)0+(6—y)dy=/ 6-y)dy=3.
y=3 3
1
Le résultat demandé est donc = 3 + g = %

c) Une équation de la droite joignant (0,3) a (2,4) est 2y —2 = 6. On en tire z = 2y —6. D’ou

la valeur de l'intégrale curviligne

4 4
97
/ {2y + (2y — 6)2}2dy+{3 (2y —6) —y} dy —/ (8y* — 39y + 54) dy = N
y=3 3

1
Ce résultat peut aussi étre obtenu en utilisant y = 3 (x +6).

Exercice 3.2

Evaluer / zdz de z =0 a z = 4+ 2i le long de la courbe C' dans les cas suivants.
c
a) la courbe C définie par z = 2 + it,

b) la courbe C formée des segments joignant 0 a 2i et 2i a 4 + 2i.

Solution.

a) Les points z = 0 et z = 4+ 2i sur C correspondant a t = 0 et a t = 2. L’intégrale curviligne

considérée vaut donc

2 2 2
/ (t2 +dt)d (£ + it) = / (£ —it) (2t + i) dt = / (26> —it* +t) dt =10 — gi.
t=0 0 0

Autre méthode. L’intégrale donnée s’écrit

/(m—iy)(dx+idy):/a:dx+ydy+i/mdy—ydx
c c c

Les équations paramétriques de C sont x = t?, y =t de t = 0 & t = 2 ; I'intégrale curviligne a

donc pour valeur

/fo () (2tdt)+(t) (dt)—l—i/: (£%) (dt)—(t) (Qtdt):/: (26° + 1) dtﬂ./: (—) dt:m_gi'

0
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3. Intégration dans le domaine complexe

b) L’intégrale donnée vaut

[ o= iv) (o tidy) = [ wdo -+ ydy 1 [ oy yi.
c c ¢

La droite qui joint 0 & 2 joint les points (0,0) et (0,2), on a donc sur cette droite z = 0, de =0

et la valeur de l'intégrale est

/;0(0)(0)+ydy+z'/y;(0)(dy)_y(o):/: Yy =

=0
Sur le segment de droite 2¢, 4 +2i on ay =2, dy =0, d’'ou

/;Oxdx—F(?)(O)—Iri/;O(x)(O)—de:/04xdx+i/04(—2)dm:8_8i_

Et le résultat demandé est = 2 4 (8 — 8i) = 10 — 8i.

Exercice 3.3

Evaluer les intégrales f dz, 7{ zdz et j{ z —1dz, ou C' est une courbe fermée simple.
c c c

Solution.

Ce sont des conséquences du théoreme de Cauchy car les fonctions 1, z et z—1 sont holomorphes
dans C et ont des dérivées continues.

Ces résultats peuvent aussi étre établis directement a partir de la définition de I'intégrale.

Exercice 3.4

, 1 ,
Evaluer ]{ dz ou C' désigne une courbe fermée et z = a est
—a

a) a l'extérieur de C, b) a l'intérieur de C.

Solution.

a) Sia est al'extérieur de C, alors f(2) = est holomorphe a l'intérieur de C et sur C.

zZ—a

1
dz = 0.
z—a

Alors d’apres le théoreme de Cauchy ]{
c
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3. Intégration dans le domaine complexe

b) Supposons a intérieur a C' et soit I' un cercle de rayon c
g, centré en z = a, tel que I' soit a l'intérieur de C' [ceci
peut étre réalisé car z = a est un point intérieur]. r
D’apres une conséquence du théoreme de Cauchy I
1 1
f dz = f dz. (3.1)
z—a z—a
c r v

D’autre part sur I', |z —a| = ou 2 —a = ce?, ie. 2 =a+ee?, 0 < < 27. D’ou tenant

compte de dz = ice?df), le deuxieme membre de (3.1) devient

21 - z@de 27
/ e :i/ 9 = 2,
p—o €€ 0

qui est le résultat cherché.

Exercice 3.5

Soit C le cercle |z| = 3. Evaluer

)%smz_l—l—cosgz )dz, b) f%d% c) ]{(z+1)6z(2_4)dz.

C C

Solution.

) D 1 1 1 .
a) De = — on tire
z=1)(z-2) z-2 =z-1’

%sm + cos (mz? )dz _ fsin (72%) + cos (WZQ)dZ B ]{sin (m2?) + cos (72%) s
(z—1)(z—2) z—2 z—1
C C C

L’application de la formule de Cauchy pour a =2 et a = 1 donne

. 2 2
7{ . if‘;os T 42 = i {sim (2%) + cos (72%)} = 2,

C

. 2 2
%Sm (72 itios (72 )dz = 27 {sin (71%) 4 cos (71%) } = —2mi,
C

car z = 1 et 2 = 2 sont a l'intérieur de C' et sin (72?) + cos (72?) est holomorphe dans C'.

L’intégrale considérée vaut donc 2mwi — (—2mi) = 4i.
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3. Intégration dans le domaine complexe

b) Soit f (z) = €** et a = —1, la formule intégrale de Cauchy s’écrit

™ (a) = ij{%dz (3.2)

271

Si n = 3, alors " (z) = 8€** et f”(—1) = 8¢ 2. Dans ces conditions la formule (3.2) de-

| 2z
e ? = 3_% € 7dz,
27TZC (z—a)

2

vient

d’ou l'on tire la valeur de 'intégrale considérée gm'e_

62

(z+1)(z2—4)
de C. Alors la fonction f(z) =

c) Les singularités de z — sont z; = —1 et 29 = 4. Seul z; = —1 est a l'intérieur

1 est holomorphe dans C' et donc par I'application de la

formule intégrale de Cauchy on aura

) Y NG 2
]{(Z+1)(2—4)d2_z{z+1dz_27”f(—1)——gme .

c

®

Exercice 3.6

En utilisant la formule intégrale de Cauchy, montrer que

2w

/0054 0do = Zﬂ'.

0

. d 1 1
Indication : Poser z = ¢¥ C le cercle unité |z| = 1, d’ot df = £ et cosh = 5 (z + —) :
iz

Solution.

. . d
On pose z = €. Dol dz = ie?df = izdf ou df = —Z et cosf =
iz

(ew 4 e—i@) — % (Z + 1) .

N | —

On a donc, si C' désigne le cercle unité |z| =1 :

27
1 1\*d 1 [1 1 1 1 1
/00849d¢9:7{ — | z4+ - ,—Z:—, 4222 4622 = +42— + — | dz
2 z 1z 24 ) 2 z 22 AR
0 C C

11, 401 1 , 6 4 1
= — Q- 4 6+—+—|dz=— 4 -+ —=+—=]d
162' Z(z—l—z—i— +22+z4>z 161 (Z+Z+z+z3+z5 :
C
1 1 1
4z)d — d d — P —
=1 p (& Hae)det f{ Z+4z LT
C C
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3. Intégration dans le domaine complexe

La fonction z3+4z est holomorphe dans C, donc d’apres le théoréme de Cauchy 7{ (2% +42)dz =

c
0.

! 1
Pour f(z) =1 et a = 0, la formule intégrale de Cauchy s’écrit f™ (0) = S

omi P 4%
1 1 1
]{—dz = 271, j{—dz =0, j[—dz =0.
z 23 20

c
C c c

Sin =0, 2, 4, on obtient

27
3 3
D’ou /0054 0do = — (2mi) = —m.
81 4

0
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Exercice 4.1

Déterminer le domaine de convergence des séries
n 1 2n 1

“+o0o
a)z I b) Zn!z”.
n=1

Solution.
-1 n—1 Z2n71 -1 nz2n+l
a) Si u, = <(2)—1)|, alors u,,1 = <(2>f1)' D’ou si 'on ne tient pas compte de la
n—1)! n !
valeur z = 0, valeur pour laquelle la série converge, nous avons
. Un41| 2= s |22 (2n—1)! T 2|2 _
ngrfoo THJFOO ‘ Gl | = ngrfoo Cn-1)@niD)@n) HETOO e — 0 < L

pour tout z fini. La série converge donc quel que soit z, ce que l'on traduit en disant la série
converge pour |z| < +oo. De fagon équivalente on peut dire que le cercle de convergence est

infini ou que le rayon de convergence R = +o0.
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4. Séries infinies, séries de Taylor, séries de Laurent

b) Si u, = n!2", u,y = (n+1)!2"" En excluant z = 0 valeur pour laquelle la série donnée
converge, nNOus avons

(n+ 1)zt

nlzn

un+1
U,

= lim

n——+o0o

lim
n—-+o0o

= lim (n+1)|z| = 4o0.

n——+oo

La série converge donc seulement pour z = 0.

Exercice 4.2

Soit f (2) = Log (1 + z), ot 'on considere la branche qui prend la valeur zéro pour z = 0.
a) Développer f (z) en série de Taylor au voisinage de z = 0.

b) Déterminer le domaine de convergence de la série de (a).

Solution.
a) On a
F(5)=Log(1+2)  f(0)=0,  f()=——=(+2" fO)=1

142
frz)==0+27 ff0)=-1, f"(z)=—(=2)(1+2)"  [f"(0)=2,

FO(2) = (1) 0l (L42)" " 0D (0) = (—1)" nl.

Ao PO, 10
f(z)=Log(1+2) = f(0)+ f(0)z+ o 2%+ 30 22+ ..
22 N 23 24 n . '
=z——4+ == —4..
2 3 4
1
Autre méthode. Si |z] < 1, 117 1 — 2422 —2%+ ... On obtient alors par intégration entre
z
Oetz
22 B3 2
Log (1 =z—— 4+ ———4..
og(l+2)==2 ) + T 1 +
(_1)7171
b) Le n-ieme terme est u,, = ~————2" = a,,z". D’apres le critere de d’Alembert
n
1 1
R = lim ~ lim ‘—’“L ‘:hm”+ _1
n—oo an+1 n—oo n n—oo n
et la série converge pour |z| < 1.
On peut montrer que la série converge pour |z| = 1 sauf pour z = —1.

Ce résultat est aussi une conséquence du fait que la série converge dans un cercle qui s’étend

jusqu’a la singularité la plus proche (i.e. z = —1) de (f (2)).
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4. Séries infinies, séries de Taylor, séries de Laurent

Exercice 4.3

Déterminer le développement en série de Laurent des fonctions suivantes au voisinage

des singularités indiquées.

a) f(z) = —

T AL e T

Solution.

a) Soit z—1=wu. Alors z =14 u et

€2z 24-2u 62 o 2 L (2u)2 (2u)3 <2u)
(z—17  wd WP ud 2 3! 41
e 2 27 de? 2,
T N TR
e? 2¢? 2¢? 4e* 2,

- - -
(z—1° (z—1%* z—-1 3 3
Le point z = 1 est un pole d’ordre trois, ou pole triple. La série converge pour toute valeur de

z # 1.

b) Soit z+ 2 = u. D’ou

(z+1)(z+2) (u—1)u v 1-u  u

-2 2— 1 2 —
° = = St utu ot 4

+ 24 2u+ 2+ .. )—(1+u—|—u2—|—u3+...)

I
:Iw/—\
SN

2 2
= ltut s o I (52 (242
Le point z = —2 est un poéle simple. La série converge pour toute valeur de z telle que

0<|z+2| <L
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Exercice 5.1

2 2 z
Trouver les résidus de (a) f(z) = G +21)2 (ZQZ+ " et (b) f(z2) = siz2 ~en tous les poles
a distance finie.
Solution.
(a) f(2) possede un pole double en z = —1 et des poles simples en z = +2i.
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5. Théoréme des résidus

Le résidu en z = —1 est

22— 22 } (P (20 -2) (2" —22)(22) 14
z——1 (z2 + 4)2 25

lim —— < (z+1)- =
zﬁll!dz{( ) (z4+ 1) (22 +4)

Le résidu en z = 27 est

22 — 2z }_ —4—4i T+

lim.{(z—Qi)- 5 : ; : 2N :
252 (z+1)" (24 2i) (2 — 20) (26 +1)° (44) 25

Le résidu en z = —2i est

(—2i+1)*(—4i) 25

IMy{@+QD- =

z2——21

22 — 2z }_ —4 + 4 7T—1
(24 1)% (2 4 26) (2 — 2i)

z

(b) f(2) = —

5— possede des poles doubles en z = 0, £, £27, ... i.e. z=mm, m € Z.
sin” z

Méthode 1.

Le résidu en z = mm est

lim ——
zZ—rmm 1' dZ 2 3

1d (z — m”)Q e* — lim e* [(z — m7r)2 sinz+2(z—mm)sinz —2(z — m7r)2 cosz]
sin“ z z—mm sind z

En posant z — mm = u ou z = u + mm, cette limite peut étre écrite sous la forme

. €T [y? sinu + 2usinu — 2u? cos u] oo u?sinu 4 2usinu — 2u® cosu o
lim — =™ lim — = ™",
u—0 sin” u u—0 Sin” u
Méthode 2. (a 'aide des séries de Laurent)
eZ
Cette méthode consiste a développer f(z) = —5— en série de Laurent dans le voisinage de
sin” z
z = mm et a chercher le coefficient de qui est le résidu demandé. On pose pour
Z—mm
simplifier les calculs, z = u+mm. On doit alors développer la fonction en série de Laurent dans
emﬂu eu
le voisinage de u = 0 ; la fonction considérée prend alors la forme ———— = ™" ——.
sin® (mm + u) sin” u

A Taide des développements de Maclaurin de e* et sinwu on trouve par division

u? u u? ud

=€ w3 ud z — € 9 u2 ut 2
(U—g—i‘ﬁ—...) U(—y—f—y—)

=€

mﬂl—l—u—i—%—?%—%—?—i—... e [ 1 1 5 u_l_
' - =e ),
) 6 3

—+—-—+-=-+=
2 (1 _ u? 4 2ut 2
U (1 =+ 5 Uu U
le résidu en z = m7 est donc ™.
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5. Théoréme des résidus

Exercice 5.2

1 z
Calculer% j{z? & j22+2>dz le long du cercle C' d’équation (a) |z| = 3 et (b)
c
2| = 1.
Solution.
(a) La fonction a intégrer 20 _f 22+ 2) possede un pole double z = 0 et deux poles simples
en z = —1 41 [ racines de 2% + 22 + 2 |. Tous ces poles sont intérieurs a C': |z| = 3.

Le résidu en z = 0 est

1d(, e . (22 +2242)e* — e (22 +2)
im-——2=<2z = lim 5 = 0.
2—0 11dz 22(224+22+2) 20 (224+22+2)
Le résidu en z = —1 + ¢ est
. . e* A z—(—=141)
| — (-1 = 1 R | e S
T {(Z (=1+2) 22 (22 422+ 2) } i TP N o { (224224 2) }
o1+ 1 o—1+i
C(-14a)? 2 4
Lerésiduen z = —1 — 1 est

: : e* I L z—(—1—1)
zﬁhfnllfi {(z - (=1-1)) 22 (224224 2) } B z%hflllfi 22 zﬁhfrllfi { (22 4+22+2) }

On a alors par le théoreme des résidus

1 z
%7{;;2 E j T 2)dz = somme des résidus intérieur a |z| = 3.
c
T . -1
:0+e 1 +e 1 :%cos(l).

(b) Le seul pole intérieur a |z| = 1 est z = 0. Puisque le résidu en z = 0 est 0, on a donc

1 e®
— dz=0
27ri%22 (224+22+2) :
c
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5. Théoréme des résidus

Exercice 5.3

(e.o]

{E2

+ +o00

. 1

Evaluer (a) / dx et (b) / 5 dx.
/ 2641 (22 4+1)" (22 4+ 22+ 2)

Solution.

(a)

On considere dz, ou C désigne le contour fermé Im 2
2641 r
c
de la figure ci-contre formé du segment [—R,+R] et du
demi cercle I'p décrit dans le sens direct.
. T 37 511 Tmi 9mi 117
Puisque 2°4+1 =0pourz =e%6,e6 ,e 6 ,e6,e6,e 6 , Re
~R ’ R

ces valeurs de z sont les poles simples de .
26 4+1

Seuls les poles e%, e et €% sont A lintérieur de C , d’ou en utilisant la regle de L’Hopital :

s T 1 1 1 —57i
Résid 6 = | ( — F) = 1 — =—e 6
esidu en e m}n { Z—e pEC 1} 1mi 65 66

z—e 6 zﬁe%
e T 1 1 1 —57i
Résidu en e'6 = lim_{(z—esf%> 5 }: lim_—sz—e52 ,
Lo 2041 3mi Gz 6
s us 1 1 ]. —2571
Résidu en e6 = lim {(z — eST> 5 } = lim —=—e 5
D’ou
/ 1 d 2 . 1 5()3 + 1 7371'2' + 1 722571'1 27T
z =2mi < —e —e —e = —,
26 +1 6 6 6 3
C
i.e.
i 1 1 2
T
d dz = —. 5.1
/x6+1x+/26+12 3 (5.1)
-R Tr

Si 'on prend la limite des deux membres de (5.1) quand R — +oo et si l'on utilise le fait

que

1 .
lim dz= lim [—————Rie’d)=0,
R—too | 26 +1 R—+400 (R ew) +1
I'r 0

) . 1 1 2w
on obtient Rgrfoo o 1d:c = /xﬁ n 1dx = 5

-R —00
Vi N
70
Noter que /x6+1dx:§/x6+1dx:§.
0 —0o0
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5. Théoréme des résidus

22

(b) Les poles de 3
(22+1)" (22422 +2)
sont z =¢ d’ordre 2 et z = —1 + ¢ d’ordre 1.

situés a l'intérieur du contour C' de la figure de (a)

Le résidu en z = 7 est

. d N 22 —12 + 9@
lim — < (z —9) — — = )
=i dz (z—14)" (2 4+1)" (22 + 22 + 2) 100

Le résidu en z = —1 + ¢ est

lim {(z— (=141)) Z } _ 3;5‘”.

214 (22412 (2= (=1410) (z = (=1 —1))

22 [ —12497 3 -4 T
5 dz = 2mi + = —
J (224+1)" (22 4+ 22+ 2) 100 25 50

R

D’ou

ou

z? 22 T
5 dz + 5 dz = —.
(22 +1)" (22 4 22 + 2) (224+1)° (22 422+ 2) 950
“R Tr

En prenant la limite de ces expressions quand R — 400 et en remarquant que la deuxieme

intégrale tend vers 0

™

: 22 : (Rew)Q . i
Rgrfm/ 2 1 1)2 (2249 ) dz = RLHJIrloo 2 Rie"dd =0,
o (22 +1)7 (2 + 22+ 2) 0 ((R eif)? + 1) ((R €i0)® + 2R il + 2)

nous obtenons le résultat demandé. i.e.
—+oc0o

x? T
/ 5 dr = —.
(x2+1)" (22 +2x+2) 50

—0o0

Exercice 5.4

2m 2w
. 1 1
Eval df et (b) | ————db.
valuer (a) /3—20080+Sin9 et ( )/2+sin0
0 0

Solution.
0 _ —if -1 i0 | ,—if -1
(a) Soit z = €¥. Dot sinf = - 2,6 == 2',2 ,cos@ze 4—26 :Z+2Z , dz = 1zdf et
i i
alors
2m
/ 1 ” ]{ 1 dz ]{ 2 J
— - = z
3 —2cosf+sind 3—2zbl yzE gy (1—20)22+6iz—1—27
0 c ! C
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5. Théoréme des résidus

ou (' est le cercle de rayon 1 centré a l'origine.

2
(1—2i)22+6iz—1—2i

Les poles de sont les poles simples

—6i \f(6)° —4(1-20) (-1~ 20)  _gj 44 2
z = - = — =2 —10u
2(1—24q) 2(1—249) 5

2—1

Seul est & 'intérieur de C.

est

Le résidu en

. 2—1 2 . 2 1
lim z — y . - > = lim : - = —
2y 2 5 (1 —2i)224+6iz—1—2i am22i 2(1—20) 2+ 60 20

d’apres la regle de L’Hopital.

2 1
D’ou 7{(1 %) 2 + Gi ] 2,dz = 27rz'? = 7, qui est la valeur demandée.
—2i)z iz—1—2i i
C
. 0 _ =it _ -1 .
(b) On pose z = €. D’olt sin ) = 5 = dz = ie®dz = izdf et donc
) i
2
/ 1 40 % 1 dz j{ 2 d
B —— = _— = —_— A2
2+ sind 24—2—24_12'2 224+ 4iz -1
0 c ’ c

ou (' est le cercle unité centré a l'origine.

Les poles de sont obtenus en résolvant 22 + 4iz — 1 = 0 et sont donnés par

224+ 442 —1

Lo \/(22'12 —EVO gy V=3 = (—2 + \/§) i

Seul (—2 + \/g) 1 est a I'intérieur de C', car

’(—2+\/§)@' =2+V3>1.

—2-V3<let ’(—2—\/5)2’

Le résidu en (—2 + \/§) 7 est

. . 2 . 2 1
lim {<2—<—2+ﬁ>z>2+}: lim - = .
2= (—2+v/3)i 224+ 4iz—1 z—(—2+V3)i 2z 4+4i /30
d’apres la regle de L’Hopital.
2 1 2
D’ou }{ —————dz =2m— = —7T, qui est la valeur demandée.
22+ iz —1

V3i V3

C
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5. Théoréme des résidus

Exercice 5.5

+o0o
cos (mx) T
Montrer que /xQ——I—ldm = §e , m> 0.
0

Solution.

2241

On considere 7{ dz ou C' est le contour de la figure de 'exercice 3. La fonction a intégrer

c
possede des poles simples z = £, mais seul z = ¢ est intérieur a C.

Le résidu en z = 7 est

e e s

D’ou
imz —-m
]{ ¢ dz = 2mi e—_ =qme ™
2241 24
C
ou
i imx imz
e e m
/x2+1dx+/z2+1dz:7re
-R Tr
i.e.
R R )
COS T . [sinmx e'm* i
/x2+1d:v+z/x2+1dm+/z2+1dz:7re )
—R -R I'r
Puisque
R R R
sin mx cosmx cos mx
dr =0 et de =2 d
/$2+1$ ¢ /:c2—|—1 o /x2+1 o
R -R 0
on aura
R .
cos mx erm i
2/x2+1d95+/22+1dz:7re )
0 Tr

Si l'on fait tendre R vers +oo et si 'on utilise le fait que

imz 7 6'imR et 7 6imR cos 067mR sin 6
lim dz = lim —————df = lim / —— df =0,
R—too | 2241 R—+oo | (Rei?)? 4 1 R—+00 (Rei?)? + 1
Tr 0 0
—+oco
cosS mx s
on obtient le résultat demandé. i.e. de = —e ™.
241 2

0
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5. Théoréme des résidus

Exercice 5.6

o
S1n ™
€T

Jr
Montrer que / dr = 5
0

Solution.

La méthode de 'exercice 5.5 nous conduit a con-
sidérer l'intégrale de ; le long du contour de
la figure de 'exercice 5.3. Toutefois étant donné
que z = 0 appartient au contour d’intégration et

qu’une singularité ne peut appartenir a un tel con-

tour, on modifie celui-ci en évitant le point z = 0

comme il est montré a la figure ci-contre ; on ob-
tient ainsi le contour Cr, = [-R, —r|UL, U[r, RJUT'g ou T, et I'g sont des demi cercles centrés

a 'origine de rayons r et R.

eiz
Le point z = 0 étant a l'extérieur de Cg,, on a j{ —dz =0 ou
z

CR,T
—r R
el eiz T 12
—dr+ [ —dz+ | —dz+ [ —dz=
X z X z
R T, T I'r

En changeant x en —x dans la premiere intégrale et en combinant avec la troisieme, on

trouve
R

/ld:c—l—/e—dz—k/e—dzzo
T z z
T Fr FR

R

Qi/smxd:ﬁ = —/e—dz — /e—dz. (5.2)
x z 2
I, Tr

r

ou

On fait tendre r — 0 et R — +o00. La deuxieme intégrale du second membre tend vers zéro

car

™

eli? eiR(cos 0+isin 0) ) ) )
lim [—dz= lim [—————Rie?df = lim [iefesfe R0y~
R—+o00 z R—+o0 R et R—+o00

I'n 0 0
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5. Théoréme des résidus

Si 'on pose z = re? dans la premiere intégrale du deuxieme membre de (5.2), on voit que sa

limite est
0 0

1z iret® 0
. . . y . . y T .
—lim [ —dz = —lim _ire?df = —lim [ie""dh = wi
r—0 z r—0 ret? r—0
Iy ™ ™

par passage a la limite sous le symbole d’intégration.

On a donc
R ) +o0 )
sin z sin z T
lim 22’/ dr = 7 ou / de = —.
r—0 T T 2
R—+o00 e 0
Exercice 5.7
“+oco
Pl T
Montrer que / dr = ———, O0<p<1.
1+ sin (prr)
0

Solution.

p—1

Considérons 7{ i
1+

c
un point de branchement, on utilisera le contour

dz. Le point z = 0 étant
z

C=[r,RJUTRU[R,r|UT, de la figure ci-contre,

I, et I'r sont des cercles centrés a 1'origine de

rayons r et R, ou 'axe réel positif est la coupure
et ou [r,R] et [R,r] coincident avec l'axe des

x mais sont montrés séparés pour une meilleure

compréhension.

La fonction que 'on integre a un pole simple z = —1 intérieur a C.

Le résidu en z = —1 est
lim (z+41) > — (_1)17*1 _ (em')pfl — ep—D)mi
z——1 1 + 2z ’

2Pl .
On a donc 7{1 dz = 2mie®= V7 oy

4+ z
c
p—1 p—1 p—1 p—1 )
/ z dz + / © dz + / - dz + / : dz = 2mie®=1mi
1+2 1+ 2 1+ 2 1+=2
[T,R] FR [R,T] Iy
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5. Théoréme des résidus

On peut donc écrire

1

r o 0 o1

xP 1 19 p—1 ‘ (l,eQﬂ"L)p (reza)p ‘ .
R Zed@ ~ - d X7 g leda — 97 (p—1)mi

/1+:c /1+RZ”Z ‘ +/1+5g@2m $+/1+W9“"6 miel= T,

T 0 R 21

olt on a posé z = ze*™ pour l'intégrale le long de [R, 7], Pargument de z ayant augmenté de

27 en parcourant le cercle I'g.

Si 'on prend la limite quand » — 0 et R — +00, remarquant que la deuxieme et la quatrieme

intégrales tendent vers zéro, on trouve

+o0 0
p—1 2mi(p—1) ,.p—1 ‘
/ ! dx + /idaf; = 2mieP~ D™
1+2z 1+z
0 +00
ou
+oo -1
(1 — 62’”@*1)) / Y dr = 2mie- D
1+
0
si bien que
+m . y . . .
/ Pt p 2mielP—1)m 271 271 271 T
1 + 1— 627r7,(p—1) 6—(p—1)7rz _ ewz(p—l) e~ DPTipmi _ omippe—mi eTip _ o—pmi sin (pﬂ-)

0

Exercice 5.8

+o0o
Ch
Montrer que / (ax>dx = 7T7Ta , ol fa| <1
;s M zes(3)

Solution.
e I
Considérons / oh dz ot C est un rectangle de mz
z .
3
¢ : S 2
sommets —R, R, R+ ma,z —R + mi, voir figure  _p . o ) R+ i
ci-contre. Les poles de sont simples et sont
Chz 4 mi
o . . l . D) A
obtenus pour Chx = 0, ie. z = (k: + 2) i, \ Re s
keZ. —R ’ R
_mi
Le seul pole situé a I'intérieur de C' est 7. 2
az
Le résidu de en z = 2 est
Chz 2
] ez 60,%’ eag' in
lim (z — ¥ = = — = —ie2.
2miz (:-%) Chz Sh(%) ising



5. Théoréme des résidus

On a donc d’apres le théoreme des résidus,

e
/Chzd

i

. gin in
z =27 (—ze“2> = 2me2

o
ce qui peut s’écrire
R T ) —-R
P p e(R+iy) y ea(z+i) J e(—R+iy) d 5 in £ 3
— = @3 .
/Cha: $+/Ch(R+z'y)Z y+/Ch(x+m’) x+/0h(—R+z’y)Z y=eme (5:3)
— 0 R T

Quand R — +oo la deuxieme et la quatrieme intégrale du premier membre tendent vers zéro.

Pour montrer cela considérons la deuxieme intégrale ; de

1 . . 1
S T e B R

on déduit -

a(R+iy) et (@-DR
dy| < dy = 4me'*™
/Ch —Hyzy_/leRy e
0

4

eR¥iy | o~R—iy
2

ef,

|Ch (R +1y)| =

NNy

et le résultat en découle si ’'on remarque que le second membre tend vers zéro quand R — 400
car |a| < 1.
De la méme fagon on peut montrer que la quatrieme intégrale du premier membre de (5.3) tend

vers zéro quand R — +oo. L’égalité (5.3) devient alors

R R
e [ e i
lim dx + €™ dr p = 2mwe®2
R—+o00 Chzx Chzx
-R R
ou R
(1 4 eam
R—H—oo
R

car Ch (z 4+ mi) = Chz. On a donc

a az 2o azx 2 a’f 2
. e e etz m m
REIEOO ' Chde :_/ Chxdx T l4em €% + 7% " cos (%)
De o too .
/Cehxdx+ /Cehxdx: cos?%)
o 0

on tire en changeant x en —x dans la premiere intégrale

too 400 +ooCh( )
ax eaz ax T
pr— 2 = ————
/ Chxdm + / Chxdz / Chzx de coS (%) ’
0 0 0

d’ou 'on déduit le résultat cherché.
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5. Théoréme des résidus

Exercice 5.9

+oo
L 241
Démontrer que / de = 7 Log 2.
e+ 1
0
Solution.
M Im 2

On considere j{

o dz le long du contour C'
c
formé d’une portion de 'axe réel de —R a R et du

demi-cercle I' de rayon R, voir figure ci-contre. Le

Log (z + 1)
2241

simple z = 7, et le résidu est

seul pole de intérieur a C' est le pole

. . Log(z+1i)  Log(2i)
G- ery - 2

On a donc d’apres le théoreme des résidus

Rez

]

fwdz = 2miRes (f,i) = 2mi <L0g2(%)>

2241
C

en utilisant la détermination principale du logarithme.

forme "
/Log(x+i)d$+/Log(z+i)
2+ 1 22 +1
“R r
ou
oL ‘ RL ‘
/ og(:c+z)dx+/ 0g(a:+z)dx+/
2+ 1 241
“r 0 r

En changeant z en —x dans la premiere intégrale, on obtient

R R

/Log(z—:L‘)d$+/Log(z+x)dx+/
2+ 1 2+ 1

0 0 T

z

Log (z + 1)
22+

Log (z + 1)
e

= mLog (2i) = wln (2) + §7r2i,

dz=m7ln(2) + §7r2i

dz=7ln(2) + §7r2i.

1
dz=mln(2) + §7r2i,

ot puisque Log (i — x) + Log (i + x) = Log (i* — 2%) = Log (z* + 1) + 1,

R R

L 211 ' L ]
/ og (x* + )dx—i—/ i d:r+/ og (z + 1)
x?+1 241 22+

2

0 0 r

40

1
dz=mln(2) + §7r2i.

Ce résultat peut s’écrire sous la



5. Théoréme des résidus

Quand R — +o0 l'intégrale le long de I' tend vers zéro car

™

, Log (z + 1) _ Log (R e +1i) . . Log (R+ 1)+ 2w

_— — g < = .

e / 21 P TR / e gy p e = lim dre e =0
T 0

On a alors en prenant les parties réelles et imaginaires

R “+00
L 241 L 241
i fLes@+ D) /de N
R—too 2+ 1 2 +1
0 0
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