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Test 1

Exercice (5 points) : 1) 2 pts. 2) 1.5 pts. 3) 1.5 pts.

z+1
1). Montrer que |z|* =1 = @ = w.

1) Soit z € C /{1} et soit w =1

1
2) Déterminer la partie réelle et imaginaire des fonctions : a) f (z) = e, b) g(z) = cos z.

3) En utilisant 2) résoudre dans C les équations suivantes : a) e * = —1, b) cosz = 3.

Corrigé.

1) Supposons que |z\2 =1.0Ona

_ [ z4+1 (Z+1
w =1 = —1 .
z—1 z—1

1
En utilisant le fait que |z|° = 2% et comme |z|* = 1 on obtient Z = =. Alors

z
1
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W= —i =—i =—i =1 = w.
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2) Si z = x + iy alors
a) f(z) =e?=e @ =W = 7% (cosy — isiny)
=e Ycosy —ie *siny,
b)
ei? + e 1% ei(a:Jriy) + efi(x+iy) e~ ytiz + ey—iz
g(z) =cosz = = =
2 2 2
eV (cosx+isinz) +e¥ (cosx —isinz) (e Y+ e¥)cosx N (e7¥ —eY)sinx
—= = 7
2 2 2
= Chycosx —iShysinz.
3)
a) Si e # = —1, alors on a les deux équations e *cosy = —1 et —e “siny = 0.

Puisque e™ > 0, on aura siny = 0 ce qui implique que y = km, k € Z. Donc la premiere équation
devient

e~ cos (kr) = —1 ou bien e® = —cos (kr) = — (=1)*.

Ceci est possible seulement si k& est un nombre impair. Dans ce cas x = 0. Alors les racines de

I’équation e * = —1 sont 2, =i (2k+ 1) 7,k € Z.
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b) Si cosz = 3 alors on a les deux équations Chycosz = 3 et Shysinxz = 0. Donc d’apres la
deuxieme équation soit y = 0 ou x = km, k € Z. En remplacant dans la premiere équation on
obtient

y=0et cosz =3

ou
r=kn, k€Z et Chy = 3 = 3 )
cos (km)  (—1)"

Le premier cas n’est pas possible car |cosz| < 1. Dans le deuxiéme cas k soit pair car Chy > 1.

D’ou les racines cherchées sont

2z, = 2km £iArgch (3), k € Z.
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