Transformée de Fourier

Rappel de cours avec exercices

1 Définition de la transformée de Fourier

Définition 1 Une fonction f : R — C est dite :
1. absolument intégrable si fj;o |f(s)|ds converge

2. a carré intégrable si fj;o |f(s)]>ds converge.
Dans tout ce cours on désignera par L' (R) et par L?(R) les ensembles définis par
L'(R) = {f : R — C telle que f_+o°oo |f(s)| ds Converge} :

L*(R) = {f :R — C telle que [ |f(s)[* ds converge} :

Exemples 1
1. Toutes les fonctions f1, fo et f3 définies par

1 1—|z| si |2|] <1 [ 1lsiz <1
f1(9€)*x2+1, fo(@) = {Osz ] > 1 et f3(x) =9 ¢ & 2| > 1

appartiennent a L' (R) et a L* (R) ; en effet on a

f+oo |f1(s)ds = limg o0 [, 52+1ds = lim,, 1+ (arctg(a) — arctg(—a)) =,
TP as) ds = [ (1— [s)ds =2 [ (1 — s)ds = 1,
400 1
s)| ds = lds = 2,
Joo 1 f3(8)] I | S .
f ( 1(5 ) ds =limg oo f 2+1 —ads = hma—>+oo [m + arctg(s)] = 57
2
E ;

)
J23 (a(s))*ds = 2 f§ (1= 5)"ds =2 [ﬂfﬂéds:
[ (fs(s)) ds = [, 1ds = 2.

2. La fonction fy : R — R définie par fi(x) = \/117’ n’est pas absolument intégrable mais
fr€ L2(R). En effet, [T (fu(s))?ds = [T fi(s)ds = .

3. La fonction f5: R — R définie par f5(x) = 2\/1‘1__|, est absolument intégrable mais elle

n’est pas a carré intégrable.

Définition 2 Soit f: R — R une fonction dans L' (R).
1. La transformée de Fourier de f est la fonction F(f): R — C définie par

F == [ e



2. La transformée de Fourier inverse de f est la fonction F~1(f): R — C définie par

1 too -
F(fy(\) = —/ t)eMdt.
HW=—=[ 10
Exemples 2
1. Calculons la transforméé de Fourier de la fonction fs.

o 1 [t dtsix=0,
F(fs) (A) = Vo Jo e Mdt = Wor [e*i“

1
__7‘)‘i| Si )\ 7£ O,
-1
2 sin A
= \/%777 { Mt _ =it = \/g .
2 A

%

2. Calculons la transforméé de Fourier de la fonction f;.

Res (Fy,i) si A <0
F(fi)(A) = \/%—7r fj;o %i;tdt = #2#2’ Res (ﬁl,i) siA>0

TsiA=0
R =25 \ S
ol { ~ te® Dot F(f1)(\) =/ 2e .
{ Fi(z) = 1e+1—2 () \/;

Remarque 1 [ existe des fonctions qui ne sont pas dans L*(R) et qui admettent une trans-
formée de Fourier. A titre d’exzemple la fonction fg: R — R avec fo(t) = n’appartient
pas a L'(R) mais

t
14227

Res(G1,1) si A <0
Ffe) (\) = = [7 4t = L 2mi{ Res <é11> sid >0

400 st A=0
. Gi(z) = Zf;?; N ./ —e M siA>0
OU { G (2) = T Dou F(Jo) M) =i1y/Z1 e sinso0. -

Par le thoréme de Fubbini on démontre la proposition suivante :

Proposition 1 Soit f : R — C une fonction dans L'(R). Alors La transformeée de Fourier de
f, F(f) appartient aussi a L'(R).

Le cas ou une fonction est paire ou impaire est considéré par la propostion suivante :

Proposition 2 Soit f : R — C une fonction dans L*(R).

1. Si f est paire alors F(f) est une fonction paire et on a

+00
FU) ) = @ [ rweostnan

2. Si f est impaire alors F(f) est une fonction impaire et on a

F(HA) = —z'\/g /O N £(t) sin(At)dt.



En effet; On a que

f(f)()\)zi/+oof()cos)\tdt+— +Oof sin(A\t)d

o0

Ainsi si f est paire alors

+0° f(t)sin(At)dt = 0 et +OO f(t) cos(At)dt =2 +<>° f(t) cos(At)dt.

—00 0

_ \/g /0 ) cosO) e

F(f)(=A) = \/g/o Oof(t)cos(—)\t)dt
_ \/g /0 ) cos(M)dE = F(F) ().

Le cas f impaire s’obtient de la méme maniére.

Ce qui donne

et dans ce cas on a

La proposition ci dessus est valable aussi pour la transformée de Fourier inverse.

Définition 3 Soit f : R™ — C une fonction dans L*(R™"), c’est a dire f f(&)|dt converge.
On définit alors la transformée de Fourier en cosinus Feos(f) et la tmnsformee de Fourier en

sinus Fan(f) par
Feos(f)(A) = \/g/o Oof(t) cos(\t)dt

Falf) (V) = \/% /0 T R sin(M)dt

Ainsi définies, pour f: R — R une fonction dans L'(R) on a alors

{ F(F) ) = Feos(f) (AN)  FHf) (N) = Feos(f) (A) s [ est paire, et
‘F(f) ()‘) sln(f) (/\) Fﬁl(f) ()\) = Z]:sln(f) ()\) s f est impaire.

2 Propriétés de la transformée de Fourier et son inverse :

2.1 La C-linéarité :

Pour toutes fonctions f,g dans L'(R) et pour toute constante o € C, les transformées de
Fourier et leurs inverses des fonctions f 4 g et af existent et on a pour tout A € R :

F(f+9) (V) = F(F) (V) + Flg) (V)
9N =FHH N+ F e V)
Flaf) (N = aZ(f) (N
Haf)(N) =aF (N



2.2 Comportement avec L’homothetie

Pour toute fonctions f dans L'(R) et pour toute constante o € R avec a # 0. On dfinit la
fonction f, par f,(t) = f(at) pour tout t € R.
Alors la transformée de Fourier et son inverse de la fonction f, existent et on a pour tout

AER:
F(fa) X) = P () (3) et
() () = \alf (3
Si de plus A > 0 alors

Feos(fa) N) = 2Feos(f) (
]:sin(fa) (/\) = éfsin(f) (

Q>

)et

).

Q >

2.3 Transformée de la dérivée

Soit f : R — R une fonction dérivable telle que f et f’ appartiennent a L'(R) alors

F()N) =GN F(f) (A) et
) ) = (N FHH V).

Ces deux formules s’obtiennent par intégration par parties.

Par recurrence on obtient que si f est n fois dérivable telle que f, f’, f,...., f™ appar-

tiennent a L'(R) alors
F(f "))(A) (A" F(f) (A) et
D) = (=" FHH ).

FHM) (V)
2.4 Transformée de Fourier du produit de convolution

Définition 4 Soient f et g deuz fonctions appartenant a L' (R). Le produit de convolution des
fonctions f et g est la fonction fx g définie par

—+00

(fxg)(t) = f(s)g(t — s)ds.

Par le théoréme de Fubbini on démontre la proposition suivante :

Proposition 3 Soient f et g deux fonctions appartenant a L' (R), alors
1. fxg est une fonction dans L' (R),

2. fxg=gxf.
3.
F(fxg) (N) = V2rF(f) () Flg) ()
T rg) (V) =V2rFH N F ) (V).

2.5 Formules de Plancherel et Parseval

Soient f et g deux fonctions appartenant a L' (R) N L? (R), alors

—+00 —+00

fgt)dt = F(F) (N Flg) (A) dA.

—00 —00

Cette formule est appellée formule de Plancherel et dans le cas ot ¢ = f on a la formule dite

de Parseval
+o0 9 o0 9
| wera= [ iEnora

o0 o0



2.6 Formule de réciprocité
Soit f : R — C une fonction dans L*(R). Si au point a € R,

f(aJr) = hlnt—mJr f(t)a N f(ai) = limt_mf f(t), )
F(at) = limp e L= oy Z i, LD =@

t—a t—a

Y

existent et sont finies alors

P FE) @ = L)

Ainsi, si f est continue et admet des dérivées & gauche et a droite de chaque point alors
F Y (F(f)) (x) = f(z) pour tout z € R. Noter aussi que si de plus f est paire alors

FHF) (@) = Feos (Feos(f)) () = f(2),

ou impaire

Ceci montre que
Fil = Feos et Fot = Fan.

cos sin

Exemples 3 La fonction f, est continue et dérivable sur R et elle est paire, ona alors

“HF) (2) = filw),

autrement,
+oo

1
V2om -
En tennant compte de la parité de f on obtient

\/g i oofcos(fl) (A) cos(zA)dA = %/o h e cos(z\)d\ = ; (2)

1+ 22

1
14+ 22

, 1 [t ,
F(f) (V) e = — / e e d) =

Les formules (1) et (2) sont appellées représentations intégrales de Fourier de la fonction fi.

3 Solutions des exercices 1 et 2 de la sérien 7

Exercice 1

1. f(t) = e~ quvec a > 0. Puisque f est paire, on a

F() () = Foos \[ % oot cos(\t)dt
+oo a+i a—1i _ a
\/7 e( TV 4 e A)t) dt = \/_2% <(—aiu) + (—al—iA)> = \/ga%rv'

2. f(t) = ﬁ avec a > 0. Noter que f est paire et donc F(f) est paire. On a

F(f)(N) = mf+oo ;f@d = T2mRes (a2+22, ) \/_— siA<0
—a\
stA>0

FHKN =F(H (N Vi~
F(f)(0) = \/gf o Tt = 7 [arctg(ﬁ)]fi =1/

En conclusion on a F(f)(\) = \/§6




[ sintsi |t <7 o
3. f(t) = { 0 silt|>n Sachant que f est impaire on a

F(F) V) = —iFanl£) (A) = =iy /2 [ sin (1) sin(A)dt

= —z\/>f0 (cos ((1 — ) —cos ((L+A)t))dt
TSsiA=1,

@\/g{ —T SZ)\——l

in((1—\)m in((14+\)m
S((l_/\))—s((H/\ siA e R~ {-1,1}.

Exercice 2

[ 1lsitl<a : :
1. f(t) = { 0sift>a avec a > 0. Puisque f est paire on a

a st A=0,
F(f) (N) = Feos( [/ cos(\t)dt = \/j{ sin(Aa) o \ £ 0.

Puis par la formule de rciprocité, on a pour x ¢ {a, —a}

sin(\a

a

FFD) (@) = Fex (Ful ) @) = 2 7)o a)dh = fa).

0silt|>a

sm \/7/ t sin )\t dt \/7)\01 cos <)\a/)\2_ sin <)\a) .

Puis par la formule de réciprocité, on a pour x ¢ {a,—a}

2. f(t) = { bst [t <a avec a > 0. Puisque f est impaire on a

% X\a cos (Aa) — sin (\a)
2

Fan (Fan(f)) () = = /O sin(\)dA = F(x).



