Transtformée de Laplace

Par I’equipe d’analyse 11

1 Introduction

La théorie des transformées de Laplace (ou Transformation de Laplace) que I'on désigne aussi sous le
nom de calcul opérationnel est devenue une partie importante dans la formation d’ingénieurs, de physiciens,
de mathématiciens et bien d’autres scientifiques. Ceci est due au fait que les transformées de Laplace, en
plus de leurs grand intérét théorique, représente un moyen efficace et commode pour la résolution d’un grand
nombre de probléme qui se posent dans différents domaines de la science et de la technologie. On cite comme
exemple les équations différentielles ordinaires et partielles décrivent la fagcon dont certaines quantités varient
avec le temps, comme le courant dans un circuit électrique, les oscillations d’'une membrane vibrante, ou le
flux de chaleur a travers un conducteur isolé. Ces équations sont généralement couplées & la valeur initiale
t=0.

2 Préliminaires

La plupart des second membres des équations différentielles qui interviennent dans les phénoménes
physiques sont des fonctions dites "exponentielle-polynémes" c’est a dire quelles sont de la forme ¢ +—
f(t) = e P(t), avec r appartient & C et P une fonction polynéme. On obtient ainsi la plupart des fonctions
usuelles : Les fonctions polynomes, exponentielles, sinusoidales, ou produits de telles fonctions. Pratiquement,
I'ingénieur et le physicien s’interesse & des phénoménes qu’a partir d’'un instant ¢t = « (avec o > 0). Ils sont
donc amené & considérer des fonctions dites fonctions causales nulles pour ¢ < 0.

2.1

Définition 2.1 :  Une fonction f définie sur R est dite causale si f(t) = 0 pour tout t strictement négatif.

Des éxemples fondamentaux sont constitués grace a la fonction de Heaviside dite échellon unité notée
par U et définie par
1, t>0,

utt)= { 0, t<0,

ainsi que ses translatées définies par

1, t > «,

tHU(t—a)—{O ‘< o

oll & est un réel positif

Remarque 2.1 : Par abus d’écriture, on a tendance a ne pas faire apparaitre le terme U(t) dans l’expression
des fonctions causales, par exemple si f est une fonction & valeurs réels définie par f(t) = 3e=3t.On choisi
d’exprimer la fonction causale définie a partir de f par f(t) = 3e=3 au lieu de f(t) = 3U(t)e 3.
Cependant pour exprimer la translatée d’une fonction causale, il est important de faire apparaitre le terme U
dans Dexpression de la fonction causale comme le montre [’exemple suivant



FIGURE 1: Echellon unité FIGURE 2: translatéé de ’echellon unité
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FIGURE 3: fi(t) = sin(t), fonction non causale FIGURE 4: fa(t) = U(t) sin(t), fonction causale
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FIGURE 5: f3(t) = U(t — m)sin(t — ), fonction causale et translatée de fo de la quantité =
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FIGURE 6: f4(t) = 3¢~2, fonction non causale FIGURE T: f5(t) = 3L{(t)€_%, fonction causale

Exemple 2.1 Représenter les fonctions suivantes sur tout R

f(t) =U(t)sint; F1(t) = U (1) sin (t_g>;
falt) =t (1= 7 )sints foft) =u (¢ = 7 ) s (= )

Laquelles de fi, fa, f3 représente une translatée de f.
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FIGURE 8: f(t) = U (t) sint FIGURE 9: f1(t) = U (t)sin <t - %)
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FIGURE 10: fo(t) =U (t — Z) sint FIGURE 11: f3(t) =U (t - Z> sin (t - Z)

On remarque bien & partir des représentations graphiques des fonctions f, fi, f2, f3 que seul la fonctions f3
représente la translatée de la fonction f avec la quantité a = —. Tandis que pour les autres fonctions on

remarque qu’il y’a surplus d’information avec la fonction f; et une perte d’information avec la fonction fs.

2.2

Définition 2.2 : Une fonction causale est dite, continue par morceaux, sur un intervalle a <t < 8 inclue
dans Ry, si et seulement si elle est continue en tout point de [«, ] sauf en un nombre fini de points.

En d’autres termes, si cet intevalle peut étre divisé en un nombre fini d’intervalles, dans chacun des quels
la fonction est continue et posséde des limites & droites et & gauches finies.
La figure 12 représente un exemple de graphe d’une telle fonction. Cette fonction présente des discontinuitées
en t1, to, et t3. Remarquons que les limites & droites et a guache, par exemple, sont Eli_rrgo f(ta+e) = f(ta+0) =

ftay) et limof(tg —e¢) = f(ta — 0) = f(ta—) respectivement, ou ¢ est positif.
E—>



F1GURE 12: Fonction continue par morceaux

2.3

Définition 2.3 : Sl existe des constantes réelles M > 0 et vy, tels que pour tout t > N ( ou pour t assez
grand) on a

le " f(t)] < M ou If(t)| < Me
nous dirons que la fonction f est une fonction d’ordre exponentiel v quand t —> 400, ou plus brievement
d’ordre exponentiel.

Exemple 2.2 :
1. f(t) =t? est d’ordre exponentiel 3 (par exemple), puisque ‘tQ‘ =12 < &3 pourt > 0.

2. f(t) = et’ nlest pas d’ordre exponentiel puisque ‘e*'ytets‘ = t’ peut étre rendu plus grand que

n’importe quelle constante en augmentant t.

3. Les fonctions bornées, telles que sinat ou cosat, sont d’ordre exponentiel.

Intuitivement, on sent bien que les fonctions d’ordre exponentiel ne peuvent pas "croitre" en valeur
absolue plus vite que Me?* quand ¢t augmente (au voisinage de +oo elles sont toujours dominées par une
forme exponentielle). En pratique, il n’y a aucune restriction puisque M et 7 ne sont pas uniques et peuvent
étre aussi grands que 1’on désire.

3 Définition et conditions d’existence de la transformée de Laplace et de
son inverse

3.1

Définition 3.1 : Soit t — f(t) une fonction causale, continue par mor¢eaux sur Ry.
On appelle transformée de Laplace de f la fonction de la variable réelle ou complexe notée par L][f], ou
simplement par F, définie par
+oo
b Fo) = L) = [ £ (1)
0

L’application qui associe a f sa transformée L [f] est dite "transformation de Laplace’.

Remarque 3.1 :
— Dans toute la suite de ce cours, on supposera que la variable p de la transformée de Laplace de f est
réelle.



— Il apparait de la formule (1) que la transformée de Laplace d’une fonction f est définie a laide
d’une intégrale généralisée dépendante du paramétre p. Ainsi elle existe pour une valeur pg de p, si
cette intégrale converge pour la valeur py, autrememnt elle n’existe pas. On précisera les conditions
d’existence des transformées de Laplace par la suite.

— En générale, nous notons une fonction de la variable t par une lettre miniscule, f(t),g(t),h(t) par
exemple, la transformée de Laplace de cette fonction est alors notée par la majuscule correspondante,
c.a.d F(p),G(p), H(p). Dans d’autre cas, un tilde () est parfois utilisé. Ainsi par exemple, la trans-
formée de Laplace de u(t) est u(p).

3.1.1 Transformées de la fonction de Heaviside
Soit la fonction échellon unité notée par U(t) = 1 pour ¢ > 0 ou tout simplement 1

LW () = L1 () = [ e vt

0
:_%‘e,th:)roo pour p#0

L1 qjy ept
P Pt—too

une condition nécessaire et suffisante pour que la limite lim e P! puisse exister est que p soit positif ou
t—>+o00
nul, il vient que

LRUWNP) = L0 () =~ avee >0

3.1.2 Transformées de la fonction ¢t — ¢t avec ¢t > 0

+oo
L[t] (p) = /te_ptdt.
0
Une intégration par partie donne pour p # 0
Lit](p) =-Llte™| ™+ f e Pldt
0
e = e

:—l lim ¢e” pt—% lim e_pt—l—ié

Pt—st+co P t—s+o0

une condition nécessaire et suffisante pour que les limites lim ¢t e et lim e P! est que p > 0.
t—>+4o00 t—>+4o00

I1 vient donc ]
Llt](p)=— avec p>0
p

3.1.3 Transformées de la fonction t +— t", avec t >0 et n > 1

Pour n > 1
+00
LI[t"] (p) = / t"e Pt
0
Une intégration par partie donne pour p # 0
+o00
L e

0



d’oul
LIt (p) = —; " e+ 2L [ )

et cela sous réserve que les deux transformées de Laplace £ [t"] (p) et £ [t"7] (p) existent.
Pour que la derniére relation ait un sens, faudrait que p soit positif. On aura ainsi la relation de réccurence

suivante
n

L[t"] (p) = ;ﬁ [t (p) (2)
en particulier pour n = 2, vue que L[t] (p) = p12
LI ) = L0 (0) =
pour n =3 \ )
LI W) =L o) =

p p

il suffit alors de montrer par récurrence en utilisant la relation (2) que

n!

Pour tout n>1:L[t"](p) = ——
[ ] pn,-i-l

avec p > 0.

3.1.4 Transformées de la fonction exponentielle ¢ — ¢%, avec a € C
On considére la fonction ¢ — e ol a est un nombre complexe tel que a = R(a) + iS(a)

+o0o

L[] (p) = [ e ePdt
Lo

=/ ela=P)tgt
0

= ﬁ ‘e(“_p)tJ ;roo avec pFa

ainsi pour p # a
1 1
L] (p) = ——— lim el@P)t
p—a p—at—+oo

du fait que }e(a_p)t‘ = eM®)=P)t ype condition suffisante pour que la transformée £ [eat] existe est que
R li R(a)-p)t — ().
p > R(a) (on aura ,m e )

Il vient donc

avec p > R(a)

3.1.5 Transformées des fonctions trigonométrique cos et sin

Soit les fonctions t — cos at et t — sinat définies sur Ry avec a un nombre complexe.

L[cosat] (p) = [ cosat e Pldt

% (emt + 6—7jat) e Ptdt
+oo +oo .

% f et Pt + % f e tate=pt (t

%L' [emt] (p) 4 %,C [e—mt] (p)

+oo
J
0

+oo
J
0



ainsi que

L [sinat] (p)

-

or d’aprés ce qui précéde

oo
[ sinat e P'dt
0
+o0o
1
2i

“+oo

/

L] (p) = L2 [e

(eiat _ e—iat) e_ptdt

1
2i
1
2i

) too
ezate—ptdt _ 2% j‘ e—wte—pt dt
0

—z’at] (p)

, 1
L iat — Riia) = =<
(€] (p) p— avec p > R(ia) I(a)
; 1
Lle7] (p) = P avec  p > R(—ia) = J(a)
il vient
1 1 1
L t = =
[cos at] (p) 5 [p—ia—i_p—i—ia}
1 1 1
L at _ 1 B
£lsinat] (p) 21 [p—ia p—I—ia]
avec p > [(a)
finalement »
L [cosat] (p) = i avec  p > |S(a)|
L [sinat] (p) = a2 avec  p > [S(a)]

3.1.6 Transformées des fonctions hyperboliques cosh et sinh

Soit les fonctions t — cosh at et ¢t — sinh at définies sur Ry avec a un nombre complexe.

L [cosh at] (p)

ainsi que

L [sinh at] (p)

or d’aprés ce qui précéde
L [e"] (p)

L] (p

—+00
= [ coshat e P'dt
:,
=/ %(eat —i—e*“t) e Ptdt
0+oo +oo
= % eMePtdt + % f e~ %Pt gt
0 0
= 3L [e"] () + 3L [e7] (p)
—+oc0o
= [ sinhat e P'dt
Lo
= [ %(eat — e*at) e Ptdt
0+oo +o0
= % ee Pt — % f e~ et qt
0 0
= 3L [e"] () = 3L [e] ()

1
= —— avec p>R(a)
p_
! > “R(a)
= —— avec —R(a
pta b



il vient

1 1 1
h = =
L [cosh at] (p) 2[p—a+p+a}
1 1 1
inh at = - —
L [sinh at] (p) Q[p—a p—l—a}
avec p > |R(a)]
finalement /
L [coshat] (p) = — P 5 avec p > |R(a)l
P’ —a
: a
L [sinhat] (p) = P avec p > |R(a)
3.2

Dans le résultat qui suit, on donne une condition suffisante pour garantir I'existence de la transformée
de Laplace de certaines fonctions & variable réelle.

Theoreme 1 Soit f une fonction continue par morceauz sur tout intevalle borné de R™ et d’ordre exponentiel
v alors sa transformée de Laplace existe pour tout p > .

preuve. Soit f une fonction causale définie sur R*, continue par morceaux sur tout borné de R, d’ordre
exponentiel v: M > 0 et v € R tel que |f(t)| < Me pour t > N.

“+o00

LfB]p) = [ ft)edt

]3 +oo
= [f(t)ePdt+ [ f(t)e Pidt
0 N

N
puisque f est continue par morceaux sur tout borné, la premiére intégrale f f(t)e Pidt existe. 11 en est de
0

“+o0o

meéme pour la seconde intégrale [ f (t)e~Ptdt puisque f est d’ordre exponentiel.
N

Pour le voir, il suffit de voir que

+oo 400
J f(t)eptdt' < [ |f@)e | dt
N N

+oo
< [ 1f(@®)]edt
N

+oo +oo

< [ Mete™Ptdt =M [ eO7Piqt
N N
ou pour p # y
+oo
/ gy = L | o L [1 ~ lim 0P
TP 0 p—7 t—+00
N
ainsi pour p > 7, il vient
lim eO7Pt =0
t—>+o00
et donc
+oo
/ (Pt gt — L
p—7
N

et par conséquent, la transformée de Laplace existe pour p > . ®



Remarque 3.2 :

1. On insiste sur le fait que les conditions du théoréme précédent sont suffisantes pour garantir [’existence
de la transformée de Laplace. Si ces conditions ne sont pas satisfaites, la transformée de Laplace peut,
cependant exister ou pas. Par conséquent, ces conditions me sont pas mécessaires en ce qui CONCETNE
Dexistence des transformée de Laplace.

2. Le choix de 'ordre exponentiel v de la fonction f n’étant pas unique, il sera préferable d’avoir la plus
petite valeur de lordre ~y, afin d’avoir le plus grand intervalle possible sous la forme |a, 00|, inclue
dans R, pour lequel L[f] existe. Cette valeur de v, ainsi chosie, s’appelle indice de convergence de la
transformée de f (en général indice de convergence est déterminé au cour du calcul pratique de la
transformée).

3.3

Définition 3.2 Soit f une fonction de la variable t et F' sa transformée de Laplace c,a,d F = L[f], alors
f est dite transformée de Laplace inverse de F', et nous écrivons symboliqguement

f=L7MF] ou f(t)=LT[F(p)
ou L7 désigne la transformée de Laplace.

1

Exemple 3.1 On a =L [e“t] donc la fonction t — e représente la transformée inverse de Laplace

1 1
de la fonction p — ——, ce que nous notons par e = L1 [ ] .
p—a p—a
Notation 1 Dire que "F est la transformée de Laplace de f et que f est la transformée inverse de Laplace

de F'" se note symboliquement par
f3OF ou f(t)3F(p)

(/e ) = imr

c,a,d

La fonction f est alors appelée originale de F et F image de f.

. 1 . S
Par exemple, on sait que =L [e“t] et que e = £71 [] ceci peut se noté par e 3 . Ainsi
bp—a bp—a bp—a
on peut écrire
13%, tj}%, cosatj]ﬁ coshatj#,
t" 3 pn"—il, e 7 p%a, sinat 1 ﬁ sinh at 7 prag.

En générale, on a pas unicité de La transformée inverse de Laplace d’une fonction F', il suffit pour cela
de considérer les fonctions dite "fonctions Zéro notée N (t)" dont la transformée est nulle. Cependant sous
certaines conditions comme le montre le théoréme de Lerch 'unicité de la transformée inverse de Laplace est
assurée

Theoreme 2 (Théoréme de Lerch) Dans le cas de l’ensemble des fonctions continues par mor¢eaux et
d’ordre exponentiel, la transformée inverse de Laplace est unique.

c,a,d si f est une fonction de cet ensemble de transformée de Laplace la fonction F, alors f est 'unique
originale de F.

Dans la suite du cours, on supposera toujours ['unicité de la transformée inverse de Laplace.



4 Propriétés de la transformée de Laplace

Dans toute la suite, on considére des fonctions causale dont la transformée de Laplace existe, par exemple
les fonctions continues par morgeaux sur les intervalles bornés de R, et d’ordre exponentiel.

On établi certaines propriétés pratiques et foncdamentales qui permeéttent de relier "les opérations" de
dérivation et d’intégration avec la multiplication et la dérivation

4.1

4.1.1 Propriété de linéarité

Proposition 1 Soient o, [ deux constantes réelles ou complexes, f et g deux fonctions de la variable réelle
t dont les transformées de Laplace sont, réspectivement, F = L[f] et G = L]g], la fonction définie par
t — af(t) + Bg(t) admet une transformée de Laplace donnée par

Llaf + Byl = aL[f] + BLIg]

ou sous la forme
Llaf(t) + By)] (p) = aF(p) + BG(p)

preuve. Ce résultat est die essentiellement a la propriété de linéarité de 'opérateur intégrale comme suite

—+o00

Llaf(t)+Bg®)](p) = { [af (t) + Bg(t)] e P'dt
+o0

= [ af(t)ePdt+ ffooﬁg(t)efptdt
0 0

=« Jrgﬁoof(t)eptdlt +8 ?Og(t)eptdt
=aLl[f(t)] (p) + BLIg®)] (p)

Remarque 4.1 Le domaine d’existence de la transformée L [af(t) + Bg(t)] devra étre linterséction des
domaines d’ezistence des transformées L [f] et L[g].

Exemple 4.1 Calcul de L [4t2 — 3cos2t + 5e*t]

L[4t — 3cos2t +5¢7!] (p) = 4L [t?] (p) — 3L [cos 2t] (p) + 5L [e] (p)

on a
2 2
L[t*] (p) = e avec p >0
L[cos2t] (p) = p21—9|— g avec p> 0
1
L[e? = —— avec > —1
7] (p) P p
et donc
8 3p

L [4t2 —3cos2t+5e '] (p) = — —

—— auec >0
PP pP+4 p+1 P

Comme conséquence, on déduit que la transformation de laplace, définie par le signe £, qui associe & une
fonction f de la variable t, la fonction F' = L[f] de la variable p est un opérateur linéaire.

10



4.1.2 Propriété de translation ou de retard
Soit 7 un réel strictement positif et f une fonction,de la variable ¢, dont la transformée de Laplace est
F=clf].

%
On considére la translatée de f dans la direction 7 ¢ définie par
t—Ut—T)f(t—T)

dans la pratique cette fonction représente un retard de la fonction f. On dit alors que la fonction f est
retardée de 7.

Proposition 2 Soit 7 un réel strictement positif et f une fonction,de la variable t, dont la transformée de
Laplace est F' = L[f], alors

LUt —7)f(t—7)(p) =e 7F(p)

preuve. On a
f(t—7), pour t>r,
0, pour t<T,

ute-nse-n={

alors
ﬁwa—fva—fnw>=¥fbu—fva—fwwwt

“+o0o
= f f(t —7)e Pidt

en posant t — 7 = s, il vient

LRG0 B) = | Js)e s
o
=e P [ f(s)e Pids
0
ainsi
LUt =) (=) (p) = P F(p)
avec F' = L[f]. Remarquons que le domaine d’existance de L [U(t — 7)f(t — 7)] est le méme que celui de F.
]

Exemple 4.2 Calcule de la transformée de la fonction t — U(t — 7) (t — 2)3, représentant un retard de la
fonction t — 3.

On a que
L [t?’] (p) = })64 avec p >0
donc )
—2p
L [U(t —7)(t— 2)3} (p) = 6ep4 avec p > 0.

Remarque 4.2 On remarque, de l’exemple précédent, que si on considére la fonction causale t — (t — 2)3,
sans prendre en considération la fonction de Heaviside, elle ne représente absolument pas un retard de t —>
t3. Sa transformée de Laplace se calcule grace o la propriété de linearité comme suite

L[(t—2)3] (p) = L[t*— 612+ 12t — 8] (p)
= £ [¥] () = 6£ 7] (p) + 12£ [ (p) — L [1] (9)
:F_F—i_zT_E avec p > 0.

chose qui n”a Tien avoir avec le résultat de la proposition.

11



Exercice 1 Soit f, g, h trois fonctions définie sur Ry (voir figures 15,16 et 13 )
1. Exprimer les fonctions f, g, h sous forme de somme de fonctions translatées.

2. En déduire, en utlilisant les propriétés de la transformée de Laplace, les transformées des fonctions f,
g, et h.

f(t) a(t)
2

FIGURE 13: t — f(1) FIGURE 14: t — g(t)

Vave

FIGURE 15: t — h(t)

Exercice 2 Calculer sans faire un calcul intégrale la transformée de la fonction

o(8) = U(t — °T) cos? <4t - 37r>

4.2

Dans ce qui suit, on suppose que toutes les opérations de dérivation et d’intégration sont possibles au
moins au sens symbolique.

4.2.1 Transformée d’une dérivée

Soit f une fonction de transformée de Laplace F' = L[f] "Rappelons que F' existe pour p > 7 ou v
désigne 'ordre exponentiel de f ou 'indice de convergence de L [f]".
Posons f(01) = lim+ f(t), et supposons f de classe C!- par morgeaux et que sa dérivées f’ soit d’ordre
t—0

exponentiel.
Deux principaux cas se présentent

Cas de continuité Si f est continue sur |0, +oo[, on a

Proposition 3 On a



preuve. On a
+00
L) = [ roera
0
une intégration par partie donne

400 oo
Lif(p) = f)e ™|~ +p bf f(t)ePtdt

t—+4o00

= lim f(t)e P — tlimof(t)e*pt +p +foof(t)cfmdt
- 0

“+oo
ou F(p) = Of f(t)e Ptdt.

On a pour tout ¢ au voisinage de +oo

|f(t)e ™| < MeO=Pt s 0

t—-+o00
d’ou
L[] (p) =pF(p) - f(0F)
||

La précédente proposition peut étre généralisée de la maniére suivante

Proposition 4 Soit f une fonction de classe C"~! sur |0, +oo[ et telle que toutes ses dérivées f)
avec n € N admettent des transformées de Laplace.

£ 0) = p"F ) = 5" F0) = 5" 2F(0F) = - = pfOA(0F) = D (07)

preuve. En appliquant (3) succéssivement au différentes dérivées de f, il vient

L[f1(p) =pF(p)— f(07).

L") =pLIf1(p) — f(0F) =p[pF(p) — f(07)] = f/(0F) = p*F(p) — pf(0T) — f'(0%).

L) (p) =pLI"(p) = f"(07) = p [P*F(p) — pf(0F) = f/(07)] — f7(0F)

=p’F(p) — p* f(0F) — pf'(0F) — f"(0F)
on arrive ainsi a démontrer la proposition par réccurence. m
Cas de discontinuité On suppose, a présent que f admet un point a € ]0,+oo[ de discontinuité de

premiére éspéce. On pose f(at) = tl_i)n;f(t) et fa™) = tl_i)n;_f(t)

Proposition 5 Soit f une fonction continue par morgeaux sur |0,+o00| et admet un point a comme

discontinuité de premiére espéce. On suppose que f soit de classe Ct sur]0,al et sur |a,+oo[ et que
sa dérivée admet une transformée de Laplace, alors

L[] (p) =pF(p) — f(0F) — e P Sa(f)
o S, (f) = f(a™) — f(a™) désigne le saut de la fonction f en a.

preuve. De méme que pour la proposition précédente on a

o a +o00
0 0 o

13



une intégration par partie donne

L[f(p) = f)e™]g +pf F)ePtdt + f(t)e |7+ p +f°° F(t)e Pidt

= lim f(t)e P! — t hrré f(t)e Pt +pfaf(t)e*ptdt
—0t 0

t—ra—

+ lim f(t)e Pt — . lim+f(t)e_pt +p +foof(t)e_ptdt

t—+o00
= f(a)e P — J(0F) — F(@H)e P 1 p | f(t)e "t
0

d’ou le résultat. m

4.2.2 Transformée d’une intégrale

t
Proposition 6 : Soit f est une fonction de la variable t et g sa prémitive au sens g : t — g(t) = [ f(s)ds,
0

t _F)
!f@ﬂs(@—-p

alors "symboliquement”

o F = L[f].

preuve. La fonction g : ¢ — g(t) = [ f(s)ds ainsi définie est une fonction continue par morgeaux et d’ordre
0

exponentiel, de plus dérivable presque partout avec ¢'(t) = f(t).
En appliquant la relation (3) a ¢/, il vient

L1d] (p)=LI[f1(p) = pLIg] (p) — 9(0T)

avec L [g] (p) =L [ft f(s)ds} (p) et g(0T) =0 car g(0F) = lim ff

0 t—)O+
ainsi on trouve

= L /f@m8<m
0

ou symboliquement, on écrit
¢

F(p

[ rs| )= 22
0

"par symboliquement on veut dire que lorsque les quantité intervenant dans 1’égalité existe." m

Exemple 4.3 On a L[sin2t] (p) = p(p%ﬁ) avec p > 0.

2+4, il vient L [f sm2sds} =

4.2.3 Multiplication par des puissances de t

Soit f une fonction de la variable ¢ de transformée de Laplace F', telle que toutes les fonctions t — " f(t)
admettent des transformées de Laplace

Proposition 7

L f@B)] (p) = (=1)"

dpn



preuve. On admet que la dérivation sous le signe intégrale "la régle de Leibnitz" est permise.

TP - iZ’ Tf(t)_e:ptdt T e
= bf IO bf—tf ePtdt

_ Q tf(t)ePtdt = —L[t£(1)] ()

d’ott pour n =1
L[tf®)] (p) =—F'(p)

Pour établir le résultat en général, on suppose que la relation est vraie pour n — 1 ie

L [tn_lf(t)] (p) _ (71)n—1F(n—1) (p)

d’out
i +footn71f(t)e*7’tdt — i(_l)nle(nfl)(p)

= (="' F"(p)

d’un autre coté
“+00 —+o0 d —pt

d - - e e
d—of Lf(t)ePldt = ft L) o

_ f " f(t)e Ptdt = —L [t f ()] (p)

dt

d’out
LI F(1)] (p) = (=1)"F™(p).

1
Exemple 4.4 L [e%] (p) = 5 pourp > 2, il vient que
p—

L) -4 () ol
Pl - () - o

4.2.4 Division par t
f®)

On a dmet pour ce résultat que la fonction ¢ — “—— est prolongeable par continuité en t = 0 ie lim —=

ft)
t—0

existe, et que sa transformée de Laplace F' = L [f] est intégrable sur tout intervalle de la forme [p, +oo[ avec
p > 7y, o «y désigne l'indice de convergence de L [f].

Proposition 8

t
preuve. Posons g : t —» f(t), et notons par GG sa transformée de Laplace.
Du fait que f(t) = tg(t), d’aprés ce qui précede

F(p)=L[f()](p) = L[tg(t)] (p) = =G (p)

15



en intégrant les deux termes sur U'intervalle [p, +o00[ , on trouve
“+o00 o0
/F@@:-/Qﬂ@@@:-@@m?
P P

notons bien que les primitives de G’ sont données par G(p)+k, ot k est une constante arbitraire, en choisissant
k de telle sorte que lirg G(p) = 0 (chose qui sera démontré ultérieurement), il vient
p—r+00

“+o00
t
/F@w:QM:Evyhm
P
n
E le 4.5 im 22 1 et que £ [sint] (p) = ——
xemple 4.5 vue que tﬁI\IEooT =1 et que L[sint] (p) = 241
on aura
it +o00 1 1
sin
L [t} (p) = / o 1ds = arctan <p>
P
4.3

Dans cette partie du cours, on démontre certains nombres de résultats méttant en évidence l'aspect
asymptotique de la transformée de Laplace d’une fonction, au voisinage de 0 et de +o00. Ces théoréme sont
utilisés en physique essentiellement pour déterminer les conditions initiales pour la résolution d’une équation
différentielle et aussi pour connaitre le comportement d’un systéme lorsque la variable ¢ tend vers 4o0.

4.3.1 Comportemement de F(p) quand p — +o0

Soit f une fonction de la variable ¢, continue par morgeaux et d’ordre exponentiel
Theoreme 3 Soit f une fonction de la variable t, et F' sa transformée de Laplace F(p) = L[f(t)] (p), alors

lim F(p)=0 (4)

p—>+00

preuve. f étant d’ordre exponentiel, c,a,d qu'il existe M > 0, v un réel tels que pour t > N |f(t)] < Met,
il vient donc

ILIFOI ()] =

+oo
i f(t)e_ptdt'
N
[ F(t)e
0

N

+

+oo
i f(t)e_ptdt‘
N

<|ffa
N +o00

< [If@)ledt+ [ [f(t)|e Pt
0 N

d’une part du fait que soit continue par morgeaux sur les bornés de R,

il vient qu’il existe M’ > 0 tel que |f(¢)| < M’ sur [0, N]

donc pour p assez grand

N N
M/
—pt M/ —pt - (1— —Np
/u@m dt < /@ d="s(1-) — 0
0 0

16



d’autre part
+o0 +o00o
/ F(O)]e Pt < M / Pl gy
N N

pour p >« (v étant 'indice de convergence de F)

+0oo
/ |f(t)]| e Ptdt < M e(V—P)tJ e M ( lim (Pt _ e('y—p)N>
e TP 0 Y0P

avec lim (7Pt =0, donc
t—4o00

+oo
/ )] e Pt <
N

p— p—roc

on déduit donc

p—>+00
et ainsi
F —
(p) p—>+00 0
|

4.3.2 Théorémes de la valeur initiale et de la valeur finale

On se donne une fonction f d’ordre exponentiel et Cl'par morgeaux sur |0, +oo| continue sur tout ]0, +oo],
de dérivées d’ordre exponentiel et F sa transformée de Laplace.

Theoreme 4 (Théoréme de la valeur initiale) Soit f est une fonction continue sur ]0,+o00[ de classe
Clpar morgeaus sur , 10, +oo[ et d’ordre exponentiel. On note par F = L [f] sa transformée de Laplace, alors
(sous réserve que les deux limites existent)

lim f(t)= lim pF(p)

t—0t p—>+0o0

preuve. On supposant que f admet une dérivée définie par morceaux sur |0, +o0o[ et d’ordre exponentiel, il
vient de (3)
L[f'®)] (p) = pF(p) — f(0F) (5)

ou f(0F) = lim f(¢).
t—0t
Or d’aprés (4), on a

—+00

+00
Ll = [ e — o0
0
par passage a la limite quand p tend vers l'infin dans (5), il vient

lim L[f'(t)] (p) = lim pF(p)— f(07) =0

p—r+00 p—r+00
ainsi

lim pF(p) = f(07) = lim f(t).

p—r+0o0 t—0t

17



Theoreme 5 (Théoréme de la valeur finale) Soit f est une fonction continue sur |0,4+o00| de classe
Clpar morgeauz sur , 10, +oo[ et d’ordre exponentiel.On note par F = L [f] sa transformée de Laplace, alors
(sous réserve que les deuz limites existent)

lim f(t) = lim pF(p)

t—>+4o00 p—0

preuve. De (3)
L[f'(®)] (p) = pF(p) - F(0F)

par passge a la limite quand p — —+o00, on trouve d’un c6té

+o0 +o0o
. / —pt — / : —pt
phmo 6[ f(t)e Pdt of f (t)phmoe dt

_ Tf’(t)dt — I
Jim £~ £(0%)

d’un autre coté,

lim [pF(p) — f(07)] = lim pF(p) — £(07)

p—0 p—0

ainsi
) B Y . +

im f(6) = F(07) = Tim pF(p) = £(07)

d’out
tﬂgrloof(t) - pthOpF(p)
[ |
Exemple 4.6 Soit f(t) — 36—275’ on a F(p) = [36—215] (p) — 3 pour p > —2 et pF(p) = 3p7, on
p+2 p+2

remarque bien que
lim f(t)= lim pF(p)=3

t—0F p—>+o0
et

i f(t) = lim pF(p) =0
4.4

Dans cette partie on expose certaines applications de la transformées de Laplace pour un certains types
de fonctions (cette partie ne finie pas au niveau de ce cours une extension pourra étre faite ulérieurement)

4.4.1 Transformée d’une fonction périodique

Proposition 9 Soit f une fonction périodique de période T, avec T > 0 et telle que f(t +T) = f(t), alors

T
1 .
LI @) = 7 / F()e Pt
0
preuve. On a

LB ) = bf f(t)e Ptat

T 2T 3T (k+1)T
= [f)ePdt+ [ f(t)e Plde+ [ f(t)e Pldt+---+ [ f(t)e Pdt+---
0 T 2T kT
+oo (k+1)T
=3 [ f@)erdt
k=0 kT

18



le changement de variable ¢t = s — kT avec s € [0,T], donne du fait que f(s — kT) = f(s)
+oo T o
LIFWOIp) = 3 [ f(s)e P+ ds
k=00
+oo T
= ff(s)e_pse_kads
k=00
T 400
= [ f(s)e7Psds Y e Pk
0 k=0
pour p >0
“+o0o “+o0o & 1
—pkT __ —pT
D e =2 () =
k=0 k=0
ainsi il vient
T
LI[f(®)](p) 1_€pT/f Je PPds avec p >0
0
]
Exemple 4.7 Soit la fonction 2m-péériodique définie par
| sint pour O0<t<m
f(t)_{() pour 0<t<27m
de la proposition précédente on trouve
1 2 '
LB = 1= 2 of f(t)ePdt
1 m .
- ] —p
= o= {smt e Ptdt
K s .
en remarquant que fsint e Pldt =S <f sint e(Zp)tdt>, on trouve
0 0
1 14e7P7 1
Lf®)](p) = = pour p > 0.

l—e 27 14p2  (1+p2)(1—ePr)
4.4.2 Impulsion de Dirac
Soit la suite de fonctions fe définie par

pour 0<t<e
pour t>¢

O o=

0 ={

ol € > 0 un nombre réel positif distiné & tendre vers 0.
On remarque que
+oo
[ #twa =1
0

—+00

LIfBO](p) = [ fe(t)edt

0
€

= 1fe*ptdt
€o

et que sa transformée de Laplace
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d’oul . .
LIf-(0] (p) = %

lim L[£(1)] (p) =1

e—r+00

A partir de 14, certains ingénieurs et physiciens ont été conduit & supposer 'existence d’une fonction limite,
de la suite f. notée ¢ approchée par f. quand € — 0.
Cette fonction limite appelée impulsion de Dirac ou fonction de Dirac, poséde entre autre les propriétés

suivantes N
[ é(t)dt =1
0
Ll=1<631

D’un point de vue mathématique, la fonction de Dirac n’existe pas, néomoins grace a la théorie des Distri-
butions introduite par Laurant Schwartz, la notion d’impulsion de Dirac trouve tout son sens.
4.4.3 Produit de convolution

Soit f et g deux fonctions intégrables sur R, le produit de convolution de f et g est une fonction notée
par f * g définie sur R par

+oo
(f*9) (t) = / F(5)g(t — s)ds

dans le cas des fonctions causales continue par morgeaux et d’ordre exponentiel ce produit est définie comme
tel

Définition 4.1 Soient f et g deux fonctions causales continue par morceaux et d’ordre exponentiel, le produit
de convolution de f et g est la fonction causale définie par

+00

(f*g) () = U(t) / U(s) (Ut — 5)g(t — 5)ds

—00

ot encore sous la forme réduite
¢

(F29)(0) = [ £s)alt -~ 5)ds
0

Le produit de convolution posséde les propriétés suivantes

Proposition 10 :

1. Le produit de convolution est commutatif
frg=gxf
2. Le produit de convolution est distibutif par rapport & l'addition
frlg+h)=(f*g)+(f+h)

preuve.
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1. Dans la définition du produit de convolution, on fait le changement de variable t — s = u, il vient

0

f(9)g(t —s)ds = — [ f(t —u)g(u)du

t

_ Ofg<u>f<t ~u)du = (g% f) (t)

(f*xg)(t)

I
o o

2. On a

[f * (g + )] (2) f(s) (g +h) (t = s)ds

!
jf(S)g(t — s)ds + Jt F(s)h(t — s)ds
(f+g) (8) + (f *h) (1)

Theoreme 6 Soient f et g deux fonctions causales continue par morceaux et d’ordre exponentiel, de trans-
formées de Laplace F = L [f], G = L]g]

L(f=gl(p)=F(p) x G(p)

preuve. On a

LU(f*a) (0] () = fofo f U(s) (YU (t — 8)g(t — s)ds | Pt
— f U(t f U(s U(t — 5)g(t — s)ds| e Ptdt
= jfoojfoou OU(S)F(s)Ut — 8)g(t — s)e Pldsdt

ce qui représente une intégrale double sur R?, avec le changement de variable

uU==:
v=t—s

il vient
LU0 O1G) = [ ] U+ o)) f U )g(o)e dud
= J;f?o J;foof(u)g(v)ep(””)dudv
+00 +00

= ({ fu)e P du) X (of g(v)e P dv>

d’ou
[fxgl=FxG

n
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