Exercices supplémentaires et corrigés

Transformations de Fourier

Exercise 1 Calculer les transformées de Fourier des fonctions suivantes
1, st |t|<1 -1, si -1<t<0
fit) =% 3, st |t|=1 ,fot)=4q 1, st 0<t<1l
0, si [t|>1 0, st [t| > 1
243, -1<t<0
fs)=< 2-3t, 0<t<l1
0, [t] > 1.
Solution.
1, si |t <1
1. fi(t)=< 3, si [t/=1 . La transformiée de Fourier de f; est
0,si |tf>1

1 e —iAt 1 i —iAt
Fl(A):E/ fl(t)e dt:ﬁ/l e dt

donc pour A € R*

1si —1<t<0
2. fo()={ 1, si 0<t<l
0, si it >1




On a

1 e it 1 0 it i it
FQ(A) \/T?/ fQ(t)e_l dt = \/7277( |:/1—€_2 dt+/0 e_z dt:|

d’ou

Fy(3) = —iy/2 152,

243, —1<t<0

3. f5(0)=1 2-3t, O0<t<l1
0, [t| > 1.

On remarque que
fs=2f1 = 3tfe ppsur R

donc
Fy(\) =2F1 (\) = 3F [tfo] (V).

Et avec la propriété de dérivation

FIth] ) =i 2 F 1) () = iF5 ()

on trouve
2 sin A .
F(\) = 2<\/; 3 )—?na)\Fz()\)
(\/§SIH)\> <\/5)\sin)\—1+(;05)\>
T A T h
d’ou
Fg(,\):\/g(m_co;m)
]



Exercise 2 On définit la fonction 111 ”fonction porte” par

1, site[—3, 3]
0, sinon.

I () = {

Utiliser la transformée de Fourier de 11y et les propriétés de lopérateur F pour
trouver la transformée des fonctions

t—1
t— 1L (T) t s 0y (t), t s 2105 (2).

Solution.
D’abord, on calcule la transformée de Fourier F' = F [II1] , ou

1 site[-1,1]
I () _{ 0 sinon
En effet
1 1 e i —¢i3
F)\ZFH A:— eiiAtd)\:_ —
) =FIm® m/; VIr —ia
donc

1. Calcule de la transformée Fy = F [II; (51)] .

Posons h(t) =11 (%) .

On remarque que II; (£51) = h(t — 1), et la propriété de translation entraine

F [Hl (%)] N =Fht—1D]\) =e PFh\) =e PF [Hl (%ﬂ (\)

et par la propriété de ’homothécie (pour a = % )

7 |m (3)] 0 =2rmiex

on trouve
F [Hl <E)] (A\) = 2" F(2)).

donc

Fi()) = /282




2. Calcule de Fy = F [tI1;].
Par la propriété de dérivation on tire

Fy (0) = F L] () = i 1] () = iF (3)

donc

3. Calcule de F3 (\) = F [*I1; (t)] .
Par la propriété de dérivation d’ordre n = 2,

F3(\) = F [*IL (t)] = —F" (\)

on a

Fy(N) = /2 [ cos 3 + (3 + g + ) sin ).

Exercise 3 Calculer les transformées de Fourier de

|| || | —b|

flxy=e"a, glz) =xze @, h(z) =e *®e " , a,b> 0.

Solution. 1 Calcule de F = F[f].. D’aprés (I'exercice 1. Série N°07) on a

z_ 4
o=\
F() = /2%

donc

2. Calcule de G = F[g].

On remarque que g(z) = zf(x). Grace au propriété de dérivation

0

G = FlflN) =igrF()
= [ = %(af;;;\n'

3. Calcule de H = F [h].

La fonction h s’écrit comme



avec

|z—b

pl@)=e "5 = flz—b).

La propriété de modulation donne

HQ)=F e @)] (\) = Flo@)] (A + o)

et la propriété de translation nous permet de trouver

Fle@)] (M) FLf (z=5)(V)
= e MFf(@)] (V)

]2 a
= ¢ Wi ae g
T a2\ 41

D’ou
. 2 . —ib(A+a)
H\) = \/;m
| ]

Exercise 4 Calculer les transformées de Fourier de

[z—b]

fz) = e_%, g(z) = me_%, h(z) = e *@e”"a | a,b>0.

Solution. 1 Calcule de F [f, * f3].. On sait que
Flfax fo] (A) = Ffa] (A)-FLfs] (V)
De plus, d’apres Iexercice 4 (Série N°07),

2. Déduire f, * fp.
En fait, on peut écrire F [f, * f3] sous la forme

donc

V2e [ 1 2
F[fa*fb]()‘)_2\/a|:\/% c:|
avec
_ab
“Tarv
et on déduit que
(ot F) (@) = e | S =)o



Exercise 5 Montrer que

oo sinﬂ'wsinwtdt 7 [ sint, pour0<t<mw
0 1— w? T2 0, pour t>m.

Solution. Posons

7| sint, pour 0<t<w
f(t)_Q{ 0, pour t>7

et montrons que

1 — w?

f(t) = /+°° sin 7w sin wt do
0

En effet, la représentation de f par une intégrale de Fourier sinus est

-2 / R (@) sin () do

ou Fs [f] est la transformée de Fourier sinus de f.
Si on considére que f est une fonction impaire, alors Fs [f] = ¢F [f]. Et d’aprés
I'exemple(3) de l'exercice (1) ( Série N°07), la transformée de Fourier de f est

RS e

Fulf] (@) = iF [f] (w) = \/?“W)

Donc

271 —w?

e / R @) sin ) d
o

Jobee Slln_w”) sin (wt) dw

Par conséquent,

f@®)

d’ou le résultat. m

Exercise 6 Résoudre les équations intégrale suivantes

+o0 1
t tHdt = ——=
| s = =
+oo
y (t) +/ y(t—u)e Uy = el o>0.
— 00




Solution. 1. On cherche une fonction f définie sur R* et vérifie :

1
1+ 52"

+oo
/0 f () cos (st) dt =

Si on considére f comme une fonction paire sur R, on a F.[f] = F[f], et on

trouve

Finw =2 | s onar = Ve

Et d’apres Pexemple(1) de Vexercice (1) ( Série N°07) ( pour a = 1), on a

F [e_m] (s) = \/;Tl-l-;ﬂ

Flrl(s) = F [ (5

d’ou

donc pour ¢ > 0,
ft)=et.

2. On cherche une fonction y définie sur R et vérifiant :

+oo
y (t) + / y(t—u) e~ gy = e 4> 0.
—00
Posons _ La convolée de y avec f est donnée par
1 +oo ol
*f)(t) = —== t—u) e “"du.
wen®=—=[ wt-u

L’équation (2) est équivalente & 1’équation (3) suivante

y () +V2m (y+ f) () = e .

3)

On composant les deux membres de ’équation (3) par 'opérateur F on trouve

FIION) + V2 [y 1) = F 1] ().

et

a

f[y*f]:f[y]f[f]:f[y]-[\/?m

avec

Comme

)

(4)



l’équation (4) entraine

W=\ e

Pour déduire la solution y, il suffit de remarque que F [y] peut s’écrire comme

Fll()="7. ijH

=2F e o

c
avec
c=+va?+ 2a.
Donc
y(t) = %efC\tl _ a2a+2ae—¢m.\t|,
[

Exercise 7 Soit la fonction f telle que
0, t>0
et, t<O.
Soit (E) ’équation différentielle

v (1) +2 () +y () =F(1).

1. Calculer la transformée de Fourier de f.
2. Trouver la fonction g telle que
1

Flgl(N) = e

3. Déterminer, en utilisant la transformation de Fourier, la solution de (E)
telle que y, y' € L' (R) .

Solution.
1. Calcule de F[f].

1 1

. 1 v t _—At .
FIO) = \/—2?/%() Nt =

2. On cherche la fonction g telle que

1

Flgl(\) = Y



En effet, F [g] peut s’écrire comme

N | .

Flay = X“1+1 - (Ali)Q]
S

D’apres I’éxercice (1) ( Série N°07) ( pour a =1) On a

AQLH =F Nzetl} (A).

De plus, en utilisant la propriété de la modulation ( pour a = 2i) on a

DN | =

1 1 V2r ‘
i T Gy a2 )
= @f {67275.,]0] (N
et par la propriété de dérivation on tire
0 1 _ Ver 9 2t _ —2t

Donc

g(t) =i 2{ 5 —t.e_Qt.f(t)}.

2. On cherche une fonction continue y vérifiant I’équation différentielle (E).
y' () +2y () +y(t) = f(1). (E)
On compose 'équation (E) par Uopérateur F on trouve
Fly" TN +2F [T + Flyl (X)) = F [T (V). 2)
En appliquant les propriétés de dérivations

{ F ] (A) =idF [yl (A) et
Fly"(A) = @A) Flyl (A



léquation (2) devient

=NF I (N) + 20F [y] (V) + Fly] (\) = F[f1(N) =

ce qui donne

—1 1
PN = oo
Par conséquent
W) = —=o(t) = S = e p ()

Exercise 8 Soit ¢ une fonction définie par

p(z)=e"
Trouver la fonction f vérifiant ’équation

_]:2

frp(x)=e

Solution. ZOn applique l'opérateur F dans les deux cotés de l'équation f x
@ (x) =e™ ™ et en appliquant la propriété de 'image du produit de convolution
par la transformée de Fourier on trouve

FIAFIAN =F [ () et

donc

Pour trouver f on va écrire

FIAN = ¥ =) F [ )+ 27 [ )]

2
= g [—]—' {;‘;e—ﬁ] () +2F [e—f] (/\)} .
Donc
fz) = ? { [a QQeﬂ +2eﬂ = 2y/m[1—a?] e
]

10



Exercise 9 Soit f une fonction définie par

f(=) :{ 1/2 si || <1

0si |z|>1.

1. Déterminer la transformée de Fourier d62 I
2.En déduire la valeur de I = sz e 2 du.
3. Trouver la fonction g telle que

+o0 5
/ g(w)g(z—u)du=e"/2

— 00

Indication :  On rappelle que F [e*"ﬁ/?} N\ = e /2 et que

1
/ e 2y = ¢ = 0.85.
0

Solution.

1. Soit f(x) :{ 1/2si |zl <1

0si |z| > 1.
+1 1 ) :
,e*”\l’dx — 1 sinA

1
Fw=—2=[ 3 g,

2. On déduit la valeur de I = fj;o Si'%e—“Q/Qdu,
En effet,

I = /+OO Siﬁe_”z/gdu =2 +<><>]__[f] (u) F [e‘”z/z} (u) du

—0o0 u — 00

_ \/%/_:Of[f*e-fﬂ] (u) du

= or {\/12? /:of{f*ef/ﬂ (1) .em@)du}
= 2mFF [fre ) (0)

— or (f*e_12/2> (0)

= o7 [\/12? /_:Of(o — u) e_“'z/zdu]

et comme f et e~ /2

11 2 +1 2
I = \/2%/ 56_”” 12du = \/27r/ e~ 2 qu.
-1 0

sont paires, on a

Donc
I = 2m.c.

11



3. On cherche la fonction g vérifiant ’équation

+oo 5
/ gu)g(x —u)du = e~ /2,

Cette équation est équivalente &

2

Vor (gxg) (z) = /2,

o VERF (G| Flg) = F [e="12] = =2,
Donc
Fll() = 5ot Vi (\}?A/)
= V2Fr [6_962} ().
Donc
g(x) = ¥2.e7
[
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