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Dérivation dans le domaine complexe
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2.1 Domaines dans le plan complexe
Rappelons qu’on note D, (z9) = {z € C tel que |z — zy| < r, r > 0} un disque ouvert de centre

20 et de rayon r et D, (2) = {z € C tel que 0 < |z — 2| <7, r > 0} un disque ouvert pointé

de zg.
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2.1. Domaines dans le plan complexe

Disque ouvert de centre z,

Disque ouvert pointé de z

Définition 23 )

Un ensemble E' C C est dit ouvert si chaque point zy de E peut étre entouré par un disque

ouvert D, (zp) tel que tous les points du disque sont contenus dans F.

Exemple 17

Un rectangle sans ses arétes est un ensemble ouvert.

Définition 24 }

Un ensemble £ C C est dit connexe s’il n’admet aucune partition par deux ouvert non vides

(E n’est pas la réunion de deux ouverts non vides disjoints).

Intuitivement, un ensemble est connexe s’il est fait d’un seul morceau.

L’ensemble E = D; U Dy est connexe

20

4
=

L’ensemble £ = D; U Dy n’est pas connexe




2.2. Fonctions holomorphes

{Déﬁnition 25 }
Un ensemble E' C C est dit connexe par lignes polygonales si deux points quelconques de

E peuvent étre joints par un chemin formé de segments de droites (i.e. un contour polygonal)

dont tous les points appartiennent a E.

Il peut étre démontré qu'un ensemble connexe par lignes polygonales est connexe. L’inverse,
cependant, est fausse en général. Par exemple, I’ensemble des points z = x + iy avec y = 22 est
clairement connexe mais n’est connexe par lignes polygonales puisque I’ensemble ne contient
pas de segments de ligne droite. D’autre part, pour les ensembles ouverts, la connexité

et la connexité par lignes polygonales sont équivalentes.

Définition 26 )
Un domaine dans le plan complexe est un ensemble connexe ouvert.

Exemple 18
Les triangles, les rectangles, les polygones et les disques ouverts sont des domaines
Im z Im z Im 2 Im z
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Exemple 19 y

La couronne de centre zy et de rayons r; et ro est un domaine.

2.2 Fonctions holomorphes

Malgré la possibilité de considérer un nombre complexe z comme un couple (z,y) € R?, mais il
y avait une différence essentielle entre la fonction considérée comme une fonction de la variable

complexe z ou des variables réelles z et y. Cette différence est particulierement apparait dans

la. dérivation.
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2.2. Fonctions holomorphes

2.2.1 Dérivées

Par analogie avec le cas des fonctions réelles, on définit la dérivée d'une fonction complexe f

de la variable complexe z.

{Définition 27 )

Soit D un domaine dans le plan complexe. Soit f une fonction uniforme de D dans C et

20 € D.
La dérivée de f en zy est définie par f'(z9) = lim _f (2) — f (=)
Z—20 z — ZO
existe. Dans ce cas on dit que f est dérivable en zj.
f(z0+h) = f(2)
N )

pourvu que cette limite

On utilise souvent I'écriture analogue f'(29) = }llir%
.

{ Définition 28 )
Si la dérivée de f existe en tout point z d’'un domaine D, alors f est dite holomorphe

dans D.

Une fonction f est dite holomorphe en un point zj si elle est dérivable dans un disque ouvert

centré en zj.

Exemple 20
1

La fonction z +— f(z) = — est holomorphe dans C\ {0}. =
2

Exemple 21

La fonction z — f (z) = Re (2) n’est pas dérivable en aucun point. =

{Proposition 29]

Si la fonction f : D — C est dérivable au point zy € D alors elle est continue au point zj.

Démonstration. Remarquer que pour tout nombre complexe z € D\ {z} on peut écrire

f(z) = f (=)

zZ— 20

f(z) = f(z0) =

(2 — 20) .

f(2) = f(20)

existe par hypothese, on aura

lim (f(z) — f (20)) = lim <M> - lim (2 — 29) = f'(29) - 0 = 0.

Z—r20 Z—r20 Z — 2,’0 Z—20

Donc lim (f (2) — f(z0)) =0 ou lim f(2) = f(20), ce qui montre que f est continue en z;. m
Z—Z20 Z—r20
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2.2. Fonctions holomorphes

La réciproque de cette proposition n’est pas vraie, en effet, la fonction f : C — C définie par

f (2) = Z est continue en tout zy € C, mais elle n’est pas dérivable en aucun point.

Définition 30 }

Une fonction f est dite entiere si elle est dérivable dans tout le plan complexe C.

Exemple 22
Les polynomes f (z) = a,2" + ... + a1z + ag, ao, ...,a, € C, les fonctions z — €*, z > sinz et

z > cos z sont des fonctions entieres. =

2.2.2 Conditions de Cauchy-Riemann

Soit D un domaine dans C et f (z) = u(x,y) + iv (z,y) une fonction de D dans C.

{Proposition 31]

Ju Ou Ov ¢ I istent en tout
—, —, — et — existent en tou
Or’ dy Oxr Oy

point de D, et vérifient les équations de Cauchy-Riemann

Si f est holomorphe dans D, alors les dérivées partielles

ou Ov ou ov
- - = 2.1
ox Oy Oy Ox (2.1)

Démonstration. Puisque f = u + v est holomorphe, en tout point zy = xg + i1yo de D, on a

F(20) = lim M - Lim Y (x,y) —u(zo,v0) +i(v(x,y) —v (:z:o,yo))'

z—20 Z— 2 (z,y)—(z0,y0) T — Xg+ 1 (y - yO)

En choisissant y = y9, z — x(, on obtient

F () = Tim u(z,y0) — u (o, o) +1 (v (2,50) — v (r0,%0)) _ Ou (0, o) + v (20, ¥0) »
T—xT0 T — Xy ax aZL’

et en choisissant * = xg,y — 1o, on obtient

/ : U(.To,y) —U<£L’0,y0> +Z(U (l’o,y) _v($07y0)) dv Ou
[ (20) yglg}o i (v — v0) y (0, Yo) Z@y (0, o)
ou .Ov ov Ou L
Alors [ (z0) = O (0, Yo) + Yor (0, Y0) = oy (0, Y0) — Za—y (0,40). On en déduit que u et v

vérifient les conditions de Cauchy-Riemann. m

Il est légitime de se demander si la réciproque de cette proposition est vraie ou fausse. La

réponse est dans la proposition suivante.
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2.2. Fonctions holomorphes

{Proposition 32]

ou Ou Ov  Ov ) L. 3 )

—, —, — et — continues dans D, et vérifient les équations de
ox’ Jy Oxr Oy

Cauchy-Riemann, alors la fonction z — f(z) = u (x,y) + iv (z,y) est holomorphe dans D.

Si les dérivées partielles

Démonstration. Soit z = x+iy € D et soit h = hy+ihy € C* tel que z+h € D. Les dérivées

ou

ou
partielles . et 90 étant supposées continues, alors en utilisant le développement de Taylor a
T Y

I'ordre 1, on obtient

fG+h)=f(2) =u(@+h,y+hy) —ul(r,y)+iv(x+h,y+h) —v(z,y)

9, 9] 0 L0 : :
- hla—z (z,y) + hga—Z (x,y) + Zh18_; (x,y) + Zhga—z (x,y) + (g1 + ie2) (h1 + iha),

oue; — 0et eg — 0 quand hy — 0 et hy — 0.

D’apres les équations de Cauchy-Riemann, on aura

ou

P4 h) = F(2) = (ha o+ ih) O () 4y iha) 90 (,9) + (21 + i22) (b o).

D’ou en divisant par h = hy + ihs et faisant tendre h vers 0, on voit que

7= TENZTE O, ) %), .

h—0

Ces conditions peuvent paraitre tres fortes, mais l'existence des dérivées partielles en un point
ne suffit pas pour l'existence de la dérivée comme dans I'exemple suivant.

Exemple 23

Soit la fonction f : C — C définie par

-1
et si z#£0

f(z) = _ :
0 si z=0

La dérivée en z = 0 suivant la droite y = x n’est pas définie. En effet, on a (x +z':c)4 =

2t (1+4)" = —4z*, alors
_ flz+iz)—f(0) . ent—0 1 et
lim : = lim — = - lim = 00.
z—0 T+ iz w%OQj‘(l—l—Z) 1+212-0 x

Cependant, les dérivées partielles de u et v en (0,0) sont toutes égales a zéro. Par exemple,

-1
0 0) —u (0,0 ,0 . et
—u(0,0):limu(x’ ) —ul >zlimmzhm€
ox z—0 T 2—0 T =0 T

:O.I
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2.2. Fonctions holomorphes

{Corollaire 33} N

Soit D un domaine dans C. Si f = u + iv est holomorphe dans D, alors la dérivée de f est

donnée par

ou ov ov ou
"@)=—+i— = — —i— D.
f'(z) 8x+Z8x oy Zay’ 2€

\- 2/

Exemple 24
On considére la fonction définie par f (z) = 2%. On a f (2) = (z +iy)* = 2® — y* + 2izy, don
u(z,y) =2% —y? et v(x,y) = 2zy. Alors

ou Jdv  Ou ov
—:2;{;:—7 — =2y=——.
ox dy’  Jy ox
_ ou  Ov .
La fonction f est donc holomorphe dans C, et f'(2) = E + e 20+ 2iy =22. =
x x

Remarque 34

1. En multipliant la deuxiéme condition de (2.1) par ¢ et I'ajouter a la premiere, les

conditions de Cauchy-Riemann peuvent étre reformulées comme

0 0
—f + z—f =0.
ox dy
Z2+z z2—7Z . . .
2. En notant que z = ety = T les conditions de Cauchy-Riemann aussi peuvent
?
étre écrites sous la forme

0

o _y

0z

Les coordonnées (z,z) qui déterminent un point sont appelées coordonnées complexes

conjuguées, ou plus brievement coordonnées conjuguées.

Exemple 25
Soit la fonction définie par f(z) = 22 + zRez. On a Rez = z = Z;—Z, alors f(z) =
z 3 1 0 1
22 + ZZ—;—Z = §z2 + 522, et donc —J_C = 5% # 0. D’ou la fonction f ne peut pas étre
z

holomorphe en aucun domaine. =

Exercice 1

Montrer que les équations de Cauchy-Riemann s’écrivent en coordonnées polaires sous la forme

ou 10v ov 10u

o o0 < ar T ron
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2.2. Fonctions holomorphes

{Proposition 35}

Une fonction f holomorphe sur un domaine (ouvert connexe) D C C, de dérivée identiquement

nulle, est constante dans ce domaine.

Démonstration. Soit a fixé dans D et soit b dans D. Comme D est un ouvert connexe,
il existe un chemin formé de segments de droites (i.e. une ligne polygonale) qui joint a et b.
Soient z; et 25 les extrémités d'un coté de cette ligne polygonale. Le segment qui joint z; et 2o
est

[21,20] ={2(t) €eC /| z=2z1+t(2a—21), t €[0,1]}.

La fonction ¢ : t — @ (t) = f (21 +t (22 — 21)) est alors dérivable sur [0, 1] avec
() =(—2) f(n+1(z—2))=0

et en conséquence ¢ est constante sur [0, 1]. On a donc f constante pour tout z dans le segment
[21, z2]. De méme maniere on démontre que la fonction f est constante sur les autres cotés de
cette ligne polygonale avec f (a) = f (b). Comme b est arbitraire dans D il en résulte que f est

constante sur le domaine D entier, qui est le résultat demandé. m

De maniere plus générale si f est holomorphe sur un ouvert D de dérivée identiquement nulle,

la fonction f est constante sur chaque composante connexe de l'ouvert D.

Dérivées d’ordre supérieur

Si f est holomorphe dans un domaine D C C, sa dérivée est notée f’'. Si f’ est holomorphe
ieme

également dans le méme domaine, sa dérivée est notée f”. De la méme facon la dérivée n

de f sera notée (.

Si f ne contient pas le terme Z, il en est de méme pour sa dérivée. Donc d’apres la condition

0
de Cauchy-Riemann a—f = 0, la fonction f’ est aussi dérivable. D’ou le résultat treés important.
z

{Proposition 36]

Si f est holomorphe dans un domaine D, alors f’, f”, ... sont également holomorphes dans D,
i.e. les dérivées de tous ordres existent dans D.

On n’a pas un résultat analogue pour les fonctions réelles.
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2.2. Fonctions holomorphes

2.2.3 Fonctions harmoniques
Une fonction u : @ C R? — R est dite de classe C? sur 2, (on note u € C?(Q2))
0*u 0*u

0xdy ot Oyox

0% 0*u
7 Sl ) )
0x?’ Oy?

existent et continues sur 2 C R2.

{ Définition 37 )

Soit u une fonction de Q C R? dans R de classe C? sur . On dit que u est harmonique si

Pu Ou
— 4+ — =0 pour tout (z,y) € Q C R
92 "o =P ut (z,y)
u Q%u
Notation. La fonction 92 + 92 est notée Au et est appelée laplacien de u. m
Z Y

Exemple 26

Soit la fonction u de R? dans R définie par u (z,y) = e¥ cosz. On a

ou - d%u y ou y 0%u y
— = —eVsiny, —— = —e’cosz, —— =e’cosw, —— =e’cosx.
ox ox y oy

’u  O%*u
La fonction u est de classe C? sur 2 = R? et on a Au = —

52 +8_y2 = —eYcosx2+eYcosx =0,

d’ott la fonction u est harmonique. =

{Proposition 38]

Soit z — f(z) = u(x,y) + iu(x,y) une fonction holomorphe dans un domaine D C C. Si les

deux fonctions réelles u et v sont de classe C? sur D, alors elles sont harmoniques dans D.

Démonstration. Notons que puisque f(2) = u(z,y) + tu(z,y) est holomorphe sur D les

fonctions u et v vérifient les conditions de Cauchy-Riemann dans D. i.e.

ou ov ou ov ,
o) = 5wy, Sh ) = =5 () pour tous 2 +iy € D,

Ainsi, comme les fonctions u et v sont de classe C? sur D, on pourra écrire
Gu _ 0 (0w _ 9 (O _ 0 (ov) _ 0 ( Ou\_ 0O
0z2  0x \O0x) 0x \Ody) Oy\ox) oy\ 9dy)  0oy?
Pv 0 (Ov\_ 9 ( 0u\__0 (0u)__9 (ov) 0O
ox2  dx \Ox) Ox dy) oy \ox) oy \dy) = Oy

P*u  0%*u v v
Dot — + =— =0 et — + — = 0. Dongc, la partie réelle u et la partie imaginaire v de f

ox?  0y? ox?  Oy?

sont harmoniques dans D. m
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2.2. Fonctions holomorphes

Exemple 27
On reprend l'exemple f(z) = 22 (x4 1y)° = 22 — 32 + 2izy ot u(x,y) = 22 — 32 et

v(z,y) =2xy. On a

ou 0%u ou 0%u
9 29 Y VY
r " B ’ oy v oy? ’
ov 0*v Ov 0%v
— =2y, — =0 — =2z, — = 0.
ar Y By ’ oy © oy?
2 2 2 2
Alors Au:%—kg—;:Q—Z:Oet AU:%—FZ—;:O—FO:O. D’ou les fonctions u et v

sont harmoniques. =

Noter que si f est holomorphe dans un domaine D, toutes ses dérivées existent et sont continues
dans D. Les restrictions apportées ci-dessus sur u et v qu’elles soient de classe C? sur D, ne

sont donc pas nécessaires.

{Définition 39 )

Soit u une fonction harmonique dans A C R2. Alors une fonction v est dite harmonique

conjuguée de u si les fonctions u et v vérifient les conditions de Cauchy-Riemann.

{Proposition 40]

Soit u une fonction harmonique dans A C R?. Alors il existe une fonction f holomorphe de

A C C dans C telle que Re f = u. La fonction f est unique a une constante pres.

Démonstration. Pour la démonstration voir par exemple [3]. =

Exemple 28
Soit la fonction définie par u (z,y) = 22 —y> + 1z, z,y € R.
Trouver une fonction v pour que la fonction f = u + v soit holomorphe.

On a

ou 0%u ou 0u
— =2 l, —=2. —=-2y, — =-2.
or ¥ +h Ox? Ay v Oy?
0? 0?
Alors Au = a—g + 8—2 =2 —2 =0, ce qui montre que u est harmonique.
x Y

Pour trouver une fonction v pour que f = u + v soit holomorphe, on utilise les conditions de

Cauchy-Riemann. Ces conditions s’écrivent sous la forme

ov JOu

22 _9 1 2.2
ov ou

B YT 2.
o oy (2.3)



2.2. Fonctions holomorphes

En intégrant 1’équation (2.2) par rapport a y, il vient
v=2wy+y+C(r), (2.4)

ou C (z) est une fonction réelle de x.

Par substitution de (2.4) dans (2.3) on obtient

d d
2y+%Cl(x):2y — %C’l(x)zo — C(z) =g,

ou ¢ désigne une constante dans R. Dot de (2.4), v =22y +y +c. =

2.2.4 Regles de dérivation

Les regles de dérivation concernant sommes, différences, produits, quotients et compositions

(lorsqu’elles sont définies) sont les mémes que celles utilisées dans le cas des fonctions réelles.

Les dérivées des fonctions élémentaires dans le cas complexe sont identiques a celles dans le cas

réel.

Exemple 29

dz" 1 dsin z de* ;

— =Nz — — COSZ, — — €7, .... n
dz T dz T dz 7

2.2.5 Regle de I’'Hopital

Soit f et g deux fonctions holomorphes dans un domaine contenant le point zy et supposons

que f(z0) = g (20) = 0 avec ¢’ (z0) # 0. Alors la regle de L’Hopital permet d’affirmer que

z2)—f(z 1 f(2)=f(20)
LofeER BT
im = lim = = .
z—20 (z) 2520 9(2)—9(20) lim 2(Z)=9(z0) q (ZO>
Z—%0 z—zg FT*0

Dans le cas ou f'(z9) = ¢’ (20) = 0, on peut utiliser cette regle a nouveau.

Exemple 30

2541 . 62° "
121$z2+1—121g%§—32 =3.
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2.2. Fonctions holomorphes

2.2.6 Points singuliers

Définition 41 }

Un point en lequel la fonction f cesse d’étre holomorphe est appelé un point singulier ou

une singularité de f.

{Définition 42 )

Le point z = zy est appelé singularité isolée, ou point singulier isolé de f, si 'on peut

déterminer & > 0 tel que le disque |z — 25| < 0 ne contienne pas d’autre point singulier que

2p. Si I'on ne peut trouver une telle valeur d, on dit que 2 est une singularité non isolée.

Exemple 31

1
La fonction z — f(z) = ﬁ a des singularités en z, = T k € Z* et en z5 = 0.
sin T

1

Comme nous pouvons entourer chacune des singularités z; = o k € Z* par un cercle de rayon
T

0, n’en contenant pas d’autre singularités, on en déduit qu’elles sont isolées.

De plus comme tout cercle de rayon § centré en zy = 0 contient d’autres singularités que zg = 0,

on en déduit que zy = 0 est une singularité non isolée. =

Il existe des types variés de singularités.

Singularités apparentes

Le point singulier z, est appelé singularité apparente de f si lim f (2) existe.

prrey
Exemple 32

Le point singulier z = 0 est une singularité apparente de la fonction z — f (z) = sin 2 puisque
li_l% sirzlz 1.

Poles

Si 'on peut trouver un entier positif n tel que lim (2 — 29)" f (2) = a # 0, alors zy est appelé
Z—r20
un pole d’ordre n. Sin =1, 2, est appelé un poéle simple.

Exemple 33
3z —1

(z—1)°(z+4)

La fonction z — f (2) = a un pole double en z = 1 et un pole simple en z = —4.
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2.2. Fonctions holomorphes

Sig(z) = (2—20)"f(2), ou f(20) # 0 et n est un entier positif, 2 = zy est appelé un zéro

d’ordre n de z — ¢ (2). Sin =1 on dit que z est un zéro simple. Dans un tel cas zy est un

pole d’ordre n de la fonction z — .
9(z)

Points de branchement

Soit zp un point singulier isolé de f. Le point zy est un point de branchement lorsque I'image
par f d’au moins d’une courbe fermée entourant zy est une courbe non fermée. Le point est dit
d’ordre n s’il faut au plus n tours autour de 2, pour refermer la courbe image. Si la courbe ne
se referme jamais quel que soit le nombre de tours effectués autour de zy, on dit que le point
de branchement est transcendant ou logarithmique.

Exemple 34

La fonction z + f (2) = v/z — 3 a un point de branchement en z = 3. =

Exemple 35
La fonction z — f (2) = Log (2? + 2z — 2) a un point de branchement pour les valeurs de z telles

que 224+ 2z—-2=0,ie.enz=1lctz2=—2. »

Singularités essentielles

Une singularité qui n’est ni un pole, ni un point de branchement, ni une singularité apparente
est appelée singularité essentielle.
Exemple 36

La fonction z — f(z) = 1 a une singularité essentielle en z = 1. =

Singularités a l’infini

La nature d’une singularité de z — f(2) & z = oo [le point a I'infini] est la méme que celle de
w— f (%) aw=0.
Exemple 37

La fonction z +— f (2) = 23

a un pole triple a z = oo car f (i) = % a un pole triple en z = 0.

On verra plus tard comment classer les singularités a ’aide des séries.
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