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5.1 Séries de Laurent

{Définition 87 )

Une série des puissances de la forme

+oo +o0 +o00
n a*n n
E A, (Z — Zo) = E m + g Qn, (Z - ZO)
n=-—00 n=1 n=0
a_s3 a_o a_1 2 3
=+ + + +ap+ar(z—20)+as(z—20) +ag(z—20) +---

(z—2)%  (z—2)> 2z—2

s’appelle série de Laurent centrée au point zg € C.
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5.1. Séries de Laurent

La série des puissances négatives

o0
Za_n (z—2) "= Za__; + a__2 5 + a__3 g+
— o (z—20) (z — 20)
s’appelle la partie principale.
La série des puissances positives
+o0
Zan(z—zo)":ao—l—al(z—zo)+a2(z—z0)2+a3(z—zo)3+--~
n=0

s’appelle la partie réguliére ou analytique.
Si la partie principale est nulle, la série de Laurent se réduit a une série de Taylor.

On dira que la série de Laurent converge si ses parties principale et analytique convergent.

{Théoréme 88 (de Laurent)}

Soit ' et C5 des cercles concentriques, de centre 2

Imz

et de rayons respectifs Ry et Rs.

On suppose que f est uniforme et holomorphe sur
C et Cy et également dans la couronne D [ou région '
annulaire D] limitée par C; et Cs.

Les courbes C et (5 étant décrits dans le sens positif

par rapport a leurs intérieurs.

Alors la fonction f se développe de maniere unique Re ~

en série de Laurent centrée au point zj i.e.

+o00
pour tout z € D, f(z) = Z an (z —20)",

n=—00
ou

1
an——]{(‘fidz, ne€Z avec C = C; ou Cs.

271 y— ZO)nJrl

Démonstration. D’apres la formule intégrale de Cauchy, pour tout z € D, nous avons
1 [ f(w) 1 j{ f (w)
2) = — ¢ —=dw — — ¢ —=dw.
1) 27ri%w—z 2m ) w—z
C1 C2
Notons que pour tout w € Cy on a |z — 2| < |w — 29| = Ry, ce qui permet d’écrire

I 1 1 11 f z— 2 n_f(z—zo)"
w—z w—2—(z—2) w-—2 1—ﬂ_w—zon:0 w—2z2y) —ZO)”H'

w—20 n=0 (’UJ
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5.1. Séries de Laurent

Cette derniere série étant uniformément convergente dans ', ce qui nous permet d’intervertir

les signes somme et intégrale :

f +oo n +oo (Z . )n f (w)
2_7TZ w— z 277sz Z ”+1 - Z Qm'o f(w — )n+1 dw.

0 _ 20
h O n=0 ol

De la méme fagon que ci-dessus, en notant que pour tout w € Cy on a Ry = |w — 2| < |z — 20|,
on peut écrire alors

—+00

—1 . 1 . 1 1 . 1 — 20 — ZO B
w—2z z—20—(w—2) 2z— 2 1—1;’—53_2—20;)(2—20) Zl (2 — 20)"
Et donc
LW, ]{ *°° " (2= %) f f (w)
- dw.
27m'j{w — " T om fw 1 z — 20)" Z (w — ZO)‘”“ v
CQ CZ
On en déduit que
f(z)zi(z—zo)"]é J (w) dw+ZZ—Zo) ”% f (w) dw = fa (z — 2z)"
n=0 2mi C (’LU Z )n+1 n=1 C. (U) B ZO)_n+1 n=—00 " ’
1 2

qui est le résultat demandé.
Noter que I'expression des coefficients an de la série de Laurent trouvée impliques que les a,,

ne dépendent que de f(z) et donc ils sont uniques. =

Exemple 62

Imz

Déterminons le développement en série de Laurent

1
de la fonction z — f(z) = =

1 1 1 (z+1)(z+3)
§(z+1_z+3)

dans la couronne D = {z € C, 3 < |z| < 2}.

Rez
La fonction f est holomorphe dans D et sur sa frontiere,

car les singularités —1 et —3 sont a l'extérieur D.

Donc f admet un développement en série de Laurent

centré a l'origine z5 = 0.

3
Si\z\>§>1,ona




5.1. Séries de Laurent

)
Si|z|<§<3,ona

11 » 22

1 1 AL z 1 z
- S _Z) = —1)" A
z+3 31—|—§ SZ( 3) ;< ) 3n+l 3 9+27

Alors dans la couronne D = {z € C, 2 <[z] <3} ona

f(Z)zl( 1 1 ):..._L+i_l+i_z_2+..._ n

2\z+1 2+3 22 22 6 18 54
Exemple 63
Im 2z
Développons en série de Laurent la fonction de I’exemple
précédent
1
Z) = D
T& = e+ 500

mais dans le disque pointé de zg = —1, —3 20 = — Rez
D={z€C, 0<|z+1] <1}.

Notons que pour tout 0 < |z + 1| < 1 on peut écrire

I 11 2+ 1\" = (=D" n
243 z+1+2 2 z+1_§Z(_ 2 > =2 G

1 n>0 n>0
+ 5 > >
D’ou
£ : SO = e
Z = = Z = — i — —_— Z — e e e [ |
(z+1)(z+3) < 2¢! 2(z+1) 4 8
Exemple 64
Développons en série de Laurent la fonction z — f (z) = e= dans C*.
" 1
Rappelons que ¥ = > w—, w € C, alors pour w = — on a
n>0 n! z
1 1 1 1 1
z = ) —_— —_— —_ ]_ [ ]
‘ ;n!zn +623+222+z+

5.1.1 Classification des singularités

Le point z; est appelé singularité isolée, ou point singulier
isolé de f, sila fonction f est holomorphe sur un disque pointé

de 29, D={2€C, 0< |z— 2| <r}, r>0.

I1 est possible de classer les singularités isolées d’une fonction ~____~

f par 'examen de sa série de Laurent.
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5.1. Séries de Laurent

Poles

Si f ala forme (?7) dans laquelle la partie principale ne posseéde quun nombre fini de termes

donnés par

a_1 a_9 a_3 a_p
5 + st o+t —
Z=2 (2—2) (¥~ 2) (2 — 2)

ou a_, # 0, alors z = 2y est appelé un pole d’ordre n.

I

Sin =1 on a affaire a un poéle simple.

Si z = 2 est un pole de f alors lim f(z) = oco.

Z—r20
Exemple 65
1
La fonction z — f(z) = Cr1(T3) de I'exemple 63 présente un pole simple au point
z z
20 — —1.

Singularités apparentes

Si une fonction uniforme f n’est pas définie en z = zy mais si lim f (z) existe, alors z = z; est
Z—20

appelée une singularité apparente. Dans un pareil cas on définit f (z) pour z = 25 comme

étant égal a lim f(z).
Z—r20

Exemple 66
sin z

Si f(z2) = —— alors z = 0 est une singularité apparente car f (0) n’est pas défini mais

. Z .

S S
lim ——— = 1. On définit f(0) = lim ~%_1. 0On remarque que dans ce cas
z—0 Zz z—0 Zz

sinz 1 23+z5 27+ _ 22+z4 z6+ .
z oz 3157 I TR TR '

Singularités essentielles

Si f est uniforme alors toute singularité qui n’est ni un pole ni une singularité apparente est
appelée une singularité essentielle. Si z = z; est une singularité essentielle de f (z), la partie
principale du développement de Laurent possede une infinité de terme.

Exemple 67

Le développement de e% s’écrivant

1 1

ez =1+-+ e
z

2122 + 3123

on en déduit que z = 0 est une singularité essentielle. u
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5.2. Résidus

Singularités a I’infini
1

En posant z = — dans f (z) on obtient la fonction w +— f (L) = F (w). Alors la nature de la
w

singularité & z = oo [le point a l'infini] est définie comme étant la méme que celle de F' (w) en

w = 0.

Exemple 68

3

a un pole triple en z = oo car F (w) = f (—) = posseéde un pole

La fonction z — f (2) = z =—
w

triple en z = 0. =
Exemple 69

De la méme fagon z — f(z) = e* possede une singularité essentielle en z = co car

a une singularité essentielle en w = 0. =

5.2 Résidus

Im z
C
Soit f une fonction holomorphe et uniforme a l'intérieur d’un
cercle C' et sur C, excepté au point z = 2, centre de C'. Alors
comme nous 'avons vu dans la section précédente, f possede 2
un développement en série de Laurent dans le voisinage de
2 = zg, donné par Rez
+oo
f(z)= Z an (2 —20)" = ag+ay(z—20) +as(z—2)° + -
n=—0oo (51)
a_ a_ a_
b
z2—20  (z— z) (z — 20)
ol
1 f(z)
ap, = — p —————=dz, n € 7. 5.2
=5 e (5.2)

Dans le cas particulier n = —1 on a

y{f (2)dz = 2mia_q. (5.3)
C

Observons que 'intégrale 7{ f (2) dz s’exprime a 'aide du seul coefficient a_; de (5.1).
c
On peut obtenir formellement (5.3) a partir de (5.1) par intégration terme a terme en utilisant
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5.2. Résidus

le résultat

1 27 p=1
}[—pdz = (5.4)
(2 — 20) 0 pEZ p#l.

{Définition 89 )

Avec les notations ci-dessus, le coefficient a_; du développement de Laurent de f au voisinage

de zy s’appelle le résidu de f au point z; et se note

Res(f Zo = a_ 1——%]“

271

5.2.1 Calcul des résidus

Pour obtenir le résidu d’une fonction f en z = zy on pourrait croire d’apres (5.1) a la nécessité
d’écrire le développement de f en série de Laurent dans le voisinage de z = z,. Dans beaucoup

de cas on peut déterminer le résidu sans passer par le développement de Laurent.

Pole simple

Si z = zp est un pole simple le calcul du résidu est particulierement simple

Res (f, z0) = lim (z — 2zq) f (2). (5.5)
Z—rZ20
Exemple 70
T le résidu de f (2) et 1
rouver le résidu de f(z) = en z = 1.
(z+2)(z—1)
Le point z = 1 est un pole simple et le résidu en z = 1 est
z+1 z4+1 2 .
R 1) =1i —1 =li —.
es(f,1) = lim (= ){(z+2)(z—1)} Mz+2 3

Remarque 90

Si z = zp est un pole simple et f (z) se présente sous la forme

f(z) = Q (20) = 0 et @ (20) # 0,

alors en utilisant la regle de L’Hopital, nous avons

P (2)

Res (f, 20) = T () (5.6)
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5.2. Résidus

Exemple 71
z+1

Trouver le résidu de f(z) = S = —1.
Le point z = —1 est un pole simple et le résidu peut étre calculé par la formule (5.6) :

ez+1 ez—i—l 11

_ _ 1
3 ! 322 - -
(z2+1) » I

Pole d’ordre m > 2

Dans le cas o z = zy est un pole d’ordre m > 2, le résidu a_; est donné par la formule

Res (. 20) = a1 = lim ! N Cimn;l (2= 2)™ £ ()} (5.7)

Z—r20

En effet. si zy est pole d’ordre m de f, alors le développement en série de Laurent de f est

+o00
f(z)= Z an (2 —20)" = ap+ay (2 —2) +ag(z—2)> +---
S a_q a_9 A_m,
+ + L
z2—20  (z— z) (z — 20)

En multipliant les deux membres de cette égalité par (z — zp)™, on a
(Z_ZO)mf<Z) = Qs + Q_pp1 (Z—Z[)) +---ta (Z—Zo)mil—f—ao(z—zo)m_k... ,

qui représente la série de Taylor de la fonction analytique du premier membre. Par dérivation

des deux membres (m — 1) fois par rapport a z, on obtient

am—1 m)!

dzm—1 {(Z - ZU)mf (Z)} = (m - 1)!&_1 + Fao (Z — ZO) +

(m+1)!
2l

al(z—zo)Z—i----

Soit en faisant tendre z vers z

(== 20)" £ ()} = (m — D,

d’ou 'on déduit le résultat cherché.

Si m = 2 (pole double) le résultat est

. d 2
Res (f,20) = lim —{(z = 20)" f (2)} (5:8)
Exemple 72
Trouver le résidu de f (z) = © en z = —1. Le point z = —1 est un pole double et

(z—1) (24 1)
on a d’apres (5.8)

Res(f’_1>:z£@1%{<z+1)2((z—1>z<z+1>2>}:_i '
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5.3. Le théoréme des résidus

Point singulier essentiel

Si z = zp est un point singulier essentiel, le résidu peut parfois étre trouvé en utilisant des
développements en série connus.
Exemple 73

Sif(z) = 6_%, alors z = 0 est un point singulier essentiel et d’apres le développement connu

2,3
e“:1+u—|—§+§+---,
1
avec u = ——, on trouve
) SRR S SR S
2 20z2 313 ’

1
ou l'on voit que le résidu en z = 0 étant le coefficient de — sa valeur est —1. =
z

5.3 Le théoréeme des résidus Im 2

Soit f une fonction uniforme et holomorphe a l'intérieur
d’une courbe fermée simple C' et sur C', sauf en un nombre

fini de singularités zq, 29, 23, ... 2, intérieures a C'

Alors le théoreme des résidus établit que :

{Théoréme 91 )

L’intégrale de f le long de C' est égale a 27i fois la somme des résidus de f en les singularités

contenues dans C' i.e.

J(I{f (2)dz = 27m'iRes (f, zk) -
& k=1

Notons que le théoreme de Cauchy et les formules intégrales sont des cas particuliers de ce

théoréme.

Démonstration.
On construit les cercles C,Cy, -+, C), centrés en 2y, 29, -+ , 2z, et
situés entierement a l'intérieur de C.

D’apres le théoreme 52 page 43 on a

]{f(Z)dzzzn:]{f(z)dz:j{f(z)dz+ff(z)dz_|_..._|_]{f(z)dz‘
C e &

k= 1Ck

n
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5.3. Le théoréme des résidus

Mais d’apres la formule (5.3), %f (2)dz = 2miRes(f, z,) ,k =1,2,--- ,n. Alors on déduit que

Ck

ff (2)dz = 27riZRes (f, zr) = 2mi - la somme des résidus de f dans C,
2 k=1

qui est le résultat demandé. m

La démonstration précédente établit le théoreme des résidus pour des domaines simplement
connexes contenant un nombre fini de singularités de f. On peut I’étendre a des domaines

contenant une infinité de singularités isolées de f ou étant multiplement connexes.

Exemple 74

Im 2

Calcul ff(ﬁz 2P = 2t e o le cordl
alculer z Z ou Z)] = Z2+1 (§] r l€ cercle
C

T
centré a l'origine et de rayon r, r # 1.

La fonction
2341

ZHf(Z)ZZQle

possede deux poles simples z; = i, 20 = —i et on a

d’apres la remarque 90 page 81,

2 +1 2+ 1
. 1—2 —1—z
Res(f,i) = = = == — = ,
(22 + 1) 2 ’
et
241 241 L 14
Res (f, —i) = o e R TFE
241

Notons que pour 0 < r < 1 l'intégrale ]{ dz = 0 car la fonction f est holomorphe a

22+1
ol
I'intérieur de C. et sur C,.. Mais, si 7 > 1 on aura

241 —1—4 —14i
= 2mi , ) = 9 i
]{:ﬂ + 4z = 2mi (Res (f,1) + Res (f, —1)) = 2mi ( 5t ) i
Cr
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5.4. Application du théoréeme des résidus

5.4 Application du théoreme des résidus

5.4.1 Théoremes particuliers utilisés pour le calcul d’intégrales

Im 2z

Lorsque 'on calcule certaines types d’intégrales, il I'g

est souvent nécessaire de montrer que / F(z)dz
I'r
et / F (2) e*dz,a € R* tendent vers zéro quand

I'r ) Rez
R — 400, ou I'p est un demi-cercle centré a ~—p R

I'origine et de rayon R.

Les proposition suivantes sont fondamentales.

{Proposition 92}

) M
Si|F(2)] < RE
demi-cercle de la figure ci-dessus, lim [ F'(z)dz =0.

R—+o00
I'r

pour z = Re", ou k > 1 et M sont des constantes, alors si I'p est le

Démonstration. D’apres le théoreme d’estimation [voir 'inégalité (3.1) page 39|, nous avons

M M

g
car la longueur L de I'arc I'g est L = wR. Alors
lim /F (2)dz| =0 et donc lim [ F(z)dz=0. n

R—+o00 R—+4o00
I'r I'r

{Proposition 93]

M A
Si |F(z2)] < i pour z = Re™ ou k > 0 et M sont des constantes, alors si ' est le

demi-cercle de la figure ci-dessus, Rlim ¢ F (z)dz =0,a € R%.
—+00
g

Démonstration. Si z = Re®, on a

/esz (2)dz = /emReitF (Re™) Rie™dt.

Tr 0
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5.4. Application du théoréeme des résidus

D’ou
/eio‘zF(z) dz| = /eiO‘ReitF (Re™) Rie™dt

R 0
K

g

0
T

— / ‘efaRsinteiaRcostF (Rezt)‘Rdt
0

s

_ /e—ocRsint ‘F (Reit) } Rdt

0

™ 2
M ' 2M ,
Rkl/e—aRSItht — Rk,1 /e—aRblntdt‘
0

0

elaRe’ (Re”) Rie|dt

<

De plus, par 1’étude de la fonction ¢ — %t — sint sur 'intervalle [O, %}, on voit que sint > %t

site [O, g] La derniere intégrale est donc inférieure ou égale a

3 -
2M 2 oM [ — Nt M
_l/eaR”tdt — |i Q0 eaRTrt‘| _ Q (1 o efaR) 7
0 t=0

RF RF1 | 2aR  aRFk

qui tend vers zéro quand R — +oo car a et k sont strictement positifs ce qui démontre le

résultat annoncé. m

5.4.2 Application aux transformées de Fourier

{Définition 94 )

“+00

Soit f : R — C une fonction continue telle que / |f (x)] dz < 4o0.

Sa transformée de Fourier est la fonction f : R — C définie par

Fe =Fn© = fa)ed

La transformée de Fourier est un outil essentiel des mathématiques appliquées. Elle peut

souvent étre obtenue via le calcul des résidus.
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5.4. Application du théoréeme des résidus

Exemple 75 R4t Ch Im 2 R+ i€
Calculons la transformée de Fourier de la fonc-
2
tion f définie par f( )=e€ 2. 4 1
Considérons / T dz ot Cr désigne le rectan-
c Rez
" >
gle d’extrémités — R, R, R+ et —R+i&, £ > 0. -R R
2

2
z z
La fonction z +— e~ 2 n’a aucune singularité a l'intérieur de Cg, alors /e_ 2dz =0, ie.

Cr
; (—R+iy)?
+/e 2 dy =0.
13

R2+ 2
/ "2 dy — 0 quand R — +oo. De méme

0

-R

R
2 ; _ (R+iy)?  (a+ie)?
/e 2d:c—|—/e 2 z'dy—l—/e 2
—R R
3 (R4 13
On a /e z' /
0
0

R+1y)

e

0

(—R+iy)®
/e 2 idy — 0 quand R — +00. Donc, lorsque R — 400, on obtient
3

400 +oo

_a? (l“H&)
/ e 2dr — / e dr =0,
il vient alors .
(z+i€) 2
/e 2 x—/e_2da::\/27r

. +oo ) too g2 & [too (90+25) &
[ = f(z)e " de = / e 2e %y =e 2 / dr =\2me 2 ®

o0

Cas d’une fonction rationnelle

P
Soit f (x) = 0 E$§ une fonction rationnelle intégrable sur R et z,,Imz, # 0,k = 1,...,n ses
x
poles.
Im 2

Pour calculer la transformée de Fourier I'r Cr=TrU[-R F]

A +w .

(&)= f(z)e ™ dn
de la fonction f par la méthode des résidus, on
considere /f (2) e7®2dz, £ < 0 ou C désigne la Rez

R R

Cr
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5.4. Application du théoréeme des résidus

courbe fermée ou le contour fermé formé du segment [—R,+R] et du demi cercle I'g décrit
dans le sens direct.
Si le nombre R est suffisamment grand alors
/f (2) e ®%dz = 2mi Z Res (f (2) e %, 2)
O Im 2, >0
le.

R
/f (z) e " dx + /f (z) e ®*dz = 2mi Z Res (f (2) €%, z) ,
“R

I'n Im 2z, >0

Si 'on prend la limite quand R — 400 et si 'on utilise le fait que RliIP /f (2) e ®*dz = 0,
—+00
I'r

on obtient

Im 2, >0

+oo
f = /f (r) e %%dx = 27i Z Res (f (2) 7%, z,) , si € <0.

R Imz R
De méme, en choisissant le demi cercle avec des e 2
parties imaginaires négatives on obtient
f &) =—2mi Z Res (f (2) 7%, z;) , si € > 0.
Im 2z, <0
I'r
Cr =TgrUI[-R, R

Exemple 76
1
Calculons la transformée de Fourier de la fonction f définie par f (z) = PR
x
Ona 2> +1=0pour z=1iet z= —i, ces valeurs de z sont les poles simples de 1 et
z
e e e
Res (22+1 ; Z) = == ==
2 / 22 2i
(z+1) =i
—i€z —i€z
—igz . c 2=—1 c 2=—1 et
Res (‘;zﬁ, —z) = = = -
2 / 22 —2i
(224 1) L
Alors
—igz .65 .
27 Res (—z) si € <0, s i€ <0,
~ z%4+1 N ¢l
(€)= e = ¢ =me S .
—2mi Res (;ﬁ, —i) , sié>0 _27Tie_2" si&>0
—2i
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5.4. Application du théoréeme des résidus

5.4.3 Calcul d’intégrales définies diverses

Le calcul d’intégrales définies généralisées peut souvent étre effectué en utilisant le théoreme
des résidus appliqué a une fonction et a un contour convenables dont le choix peut demander
une grande ingéniosité.

Les types d’intégrales qui suivent sont souvent rencontrées dans la pratique.

+oo
Intégrale du type f(z)dz

— 00

Soit f une fonction complexe holomorphe dans le demi plan Im z > 0 sauf en un nombre fini de

points singuliers isolés z1, 2a, ..., 2, de demi plan Im z > 0. On suppose de plus que |f (2)]| < TE

pour z = Re* k> 1et M > 0.

Im z

On considere / f (2)dz, ou Cg désigne le contour

Cr
fermé formé du segment [—R, +R] et du demi cer-

cle I'p décrit dans le sens direct.

Si le nombre R est pris suffisamment grand alors

le théoreme des résidus permet d’écrire

/f (2)dz = 27rz'ZRes (f(2),2r),
O k=1

1.e.

/f () dx + /f (2)dz = 27r2'ZReS (f(2),2k).
“R I'n k=1

D’apres la proposition 92, Rlim / f(z)dz=0. Alors lorsque R — 400, on obtient
—+00

Ir

/f (x)dx = 27rz'ZRes(f (2), 2k) -

Remarque 95

de () n’étant réel, alors la formule précédente est valable, les z;, étant les zéros de () tels que

ou P et () sont des polynomes avec deg () > 2 + deg P, et aucun des zéros

Im z, > 0.
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5.4. Application du théoréeme des résidus

Exemple 77
Imz
oo x2 FR Cr =TrU[-R,R]
Calculons l'intégrale / 1) (210 dz.
- 52 21
Les poles de f(z) = ErICEYY situés a i
I'intérieur du contour Cg sont les poles simples R
(4
z=1etz=2retona R R
R N . 22 i —1
es(f,9) = lim (= =1) (2+1)(22+4)) 6 Y
Res (£,27) = lim 4 (2 — 24) 22 =i
V=AY T ey (2 T 3
Si R est suffisamment grand alors d’apres le théoreme des résidus
22 p . . . N ™
EE R z =2mi{Res (f,i) + Res(f,2i)} = 2mi 57 3(=3
Cr
i.e.
" 2 2
x z T
d dz = —.
/(x2+1)(a:2+4)x+/(zz+1)(22+4) T3
-R T'r

. M :
Comme thf R*|f (Re")| = 1, alors |f (2)] < Tz bowr 2 = Re™, M > 0. Donc d’apres la
—+00

proposition 92,

2’2

I dz = 0.
rtee | (1) (221 4)
Ir

Par conséquent, lorsque R — +00, on obtient

—+00

/(m2+1) P =y

—00

2m
Intégrale du type/ R (cost,sint) dt
0

Soit R (z,y) une fonction rationnelle en et en y qui n’a pas de poles sur le cercle 2 + y? = 1.
. z—z71 z+ 271 , 1

Sion pose z = et € [0, 27], alors sint = 5 cost = et dz = ietdt ou dt = —dz.
) iz

27 1 -1, -1
/ R (cost,sint) dt = / ,—R<Z+Z ,Z - )dZ-
0 12 2 21

|z|=1

Par conséquent
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5.4. Application du théoréeme des résidus

P i
osons f(z) = —R 5 o

1 24271 2—2
iz

~1
), on a alors d’apres le théoreme des résidus

27 n
/ R (cost,sint) dt = QWiZReS (f(2),2r),
0

k=1

ou les z, sont les poles de la fraction rationnelle f qui appartiennent a l'intérieur du cercle

|z| = 1.
Exemple 78
2m 1 Imz
Calculons l'intégrale / —dt
o 9+ 3sint
Pour calculer cette intégrale on va appliquer la méthode /( \ N
CczZ
ci-dessus qui consiste a poser z = e, t € [0, 27]. Alors %l J
2w
1 1 2
——dt = dz = d
/0 5+ 3sint / PR /3z2+10iz—32
|z|=1 1z|{95+3 9 |z|=1
i
2 —31
= / . —dz.
(3z +1) (2 + 31)
|z|=1
) 2

—1
Puisque le nombre 5 est le seul pole de qui appartient a l'intérieur du cercle

(3z 4 1) (2 + 31)
|z| = 1, alors par le théoreme des résidus

2m L
/ ;,dt:%riRes( ,2 —, —Z> zzmézz .
o D+ 3sint (Bz+1i)(2+37)" 3 3(5+3i) 2

P (x)

Intégrale du type ——— L ldy
o Q)

Soit a un réel strictement positif. Soient P et () deux polynomes avec deg () > a + deg P, tels

que P (0) # 0 et aucun des zéros de () n’étant réel positif ou nul. Si z, &k = 1,...,n sont des

P(z) ,

points singuliers de ——=x*~1 alors Re 2, ¢ [0, +o0.

Q ()

On va considérer cette fois la fonction

P(Z) a—1
2o f(2) = (L) Arg(Log2) € |- 7,
Q(2)
et le contour Cg, de la figure ci-contre ou l'axe réel
positif est la coupure et ou AB et GH coincident /1— A B R
ez
avec 'axe des x mais sont montrés séparés pour —R —r\ H G

une meilleure compréhension. Le contour Cr, =
[ RJUTRr U[R,r] UT, ou I'g et I', sont des cer-

cles centrés a l'origine de rayons R et r.
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5.4. Application du théoréeme des résidus

Si R est assez grand et r est assez petit, alors le

théoreme des résidus permet d’écrire

Q

k=1

- [5
[

R
Lorsque r — 0, on obtient
I ()
rl—I>I(l) Q(2) i r—>0 Q r e”
I,
Quand R — 400
P (Z) a—1 . . Ren
Ro4oo | ] Q(2) (=2)" " dz| = REIEOO Q (Reit)

ou f=a+degP —deg@ < 0. On en déduit que
[P [P ()
(al)iﬂ/ Z ozfld (al)iw/ €
e T r+e
| @

Q (z)
+0o0
Par conséquent

) Ydz = QWZZRQS

algy = m’n es PG
7 dr =2 ;R <Q(z)(

(a=1)ir pa—1 g, P(z) TN
d+/Q( () d

g

P
e —(a— i p.a— 1d$—/ (Z) (_Z)a—l dz.

7;t)a_l rettdt| < lim K r® = 0.

r—0

"Retat < lim KR°=0,

R—+00

—Re)™

2)* ! ,zk> :

+o00
P(x) , . T "
O/Q <x>w du = sin (o) ;Res

Exemple 79
Par application de la formule précédente on a

“+oo

xo ! T (—2)*!
dr = — Res
r+1 sin (o) z+1
0
+OOP T
Intégrale du type (z) e —dzr,a >0
e Qz) T
. P(x)
Soit
Q (x)

et deg ) > deg P.

92

,—1>_,7T O0<a< 1. "
sin (o)

une fraction rationnelle dont le dénominateur ) (x) ne possede pas des racines réelles



5.4. Application du théoréeme des résidus

Im 2z

P (z) e'*
Q(z) 2

CR,T

et

Considérons la fonction z — f(2) =
le contour Cr, de la figure ci-contre,
Crr = [ RJUTRU[-R,—r]UT, ou I'g et I,
sont des demi cercles centrés a 'origine de rayons

I ke

R et r. Donc, d’apres le théoreme des résidus on ? r ? R

obtient

-

oz / T) e'or z) e'* T) e'or z) e'*
04%62 dz :/28 - dm+/%7dz+/% . dx—/% —d

g -R Tr

=21 3 Res (58 e:zk) .

Im 2, >0

p iz
(2) e—dz tend vers

Q(2) =

Notons que si on procede comme ci-dessus on vérifie que l'intégrale /

I'r
zéro quand R tend vers +o0.

Pour l'intégrale sur I', on a

P iz 7rP it\ iaret ‘ P
lim/ (2)e dz = hm/ (re?) e iredt = im <0)
r—0

T, 0

Q) =z r—0 | Q (rett) ret Q (0)

Donc si on fait tendre r vers zéro et R vers 4+o00 on obtient

+oop i P P oz
(z) € dr = iwﬂ + 27 g Res (ﬁe—, zk) .
z

o Q) @ Qo) " 2 "\Q)
Exemple 80

+00 :
Calculons / &dm

o @+

12z

Puisque le nombre 7 est le seul pole de avec partie imaginaire strictement positive,

(2241)z
alors par application de la formule précédente on obtient
“+oo . .
el dr — i iR et? N ) .
ml’—lﬂ"i‘ T hes m,l —Z7T( — € )
Notons que
“+oo . “+o0o +00 +oo
e cos T sin x sin x
—  dr= | ——d | ————dx =21 | —————dx.
/(:E2+1)xx /(xQ—I—l)x x+2/(x2+1)xx Z/(:ﬁ—l—l)xx
—0o0 —00 —00 0
On en déduit que
+oo
sin T .
— dr=(1-¢1) =.
[ Gt = 0=

0
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5.4. Application du théoréeme des résidus

+oo :E)
o Q)
p (93) Im z
Q (z)

dénominateur @ (x) ne possede pas de racines

Intégrale du type Log xdx

Soit

une fraction rationnelle dont le

réelles positives ou nulles,

P (0) # Oetdeg Q > 2 + deg P. /’\T—)—‘R Re 2

On considere la fonction

P(z)
Q(2)

et le contour Cg, = [r, RJUTr U [R,r]UT, de la

2 f(2) = (Log 2)*,

figure ci-contre ou I'y et ', sont des cercles centrés a l'origine de rayons R et 7.

Si R est assez grand et r est assez petit, alors par le théoreme des résidus

R

Q (2) Logz / (z) (Log x) dx—i-/f
z) (x)

/ (z) (Log & + 2mi)* da — /f (2)dz
(z)
R Iy

= 27rik:1Res (% (Log 2)?, zk> .

Comme précédemment les intégrales sur I',. et I'g tendent vers zéro lorsque r — 0 et R — +00.

On obtient alors la relation

/ g Ez g (Log 2)? dz — :/Oog 8 (Logz + 2mi)? dw = 2m’iRes (g 8 (Log 2)°, zk> .
Dot
—2758 Log:vd:p—2m/ i de = ZRes( j Logz)z,zk) .
Alors

/Q i Logxdzx = <ZRes <g j Lng)Q,Zk)> )

D (z)  —1 n P(2) )
)
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Exemple 81

L
Calculons l'intégrale / ng

(v +1)°
(z +1)*, toutes les conditions sont vérifiées, d’ott

Ici P(z)=1et Q(x

+oo

1 -1 1
/mLngEdm = 7 Re (Res (m (L0g2)2 ) _1)> )
0

.
o/ ™ g i (e (g e ) ).

Comme —1 est un pole triple, pour le résidu on a donc

+1)° 2l === (= +1)°
. " 1—Logz
5 i (o) = o
1 —Log(—1
- Ogg ):1—(o+m)=1—m.
(=1)
On en déduit que
+0o0
/ Logz 1
1 2"’
/ @)
+oo
/ 1 1
1 2
/ @)
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