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Exercice 1 (5,5 pts): Soit f : C→ C une fonction holomorphe. Pour z = x+iy, f (z) = u (x, y)+iv (x, y).

a) On suppose qu’il existe des nombres réels a, b, c non tous nuls, tels que l’on ait au (x, y)+ bv (x, y) = c

pour tout (x, y) ∈ R2. Montrer que f est constante.

b) Même question si on suppose que u2 (x, y) + v2 (x, y) = c.
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Exercice 2 (4,5 pts.) : Soit R > 0. On note ΓR le demi cercle paramétré par t 7→ Reit, t ∈ [0, π].

Re z

Im z
ΓR

CR = ΓR ∪ [−R,R] R−R

On désigne par CR le contour fermé de la figure ci-contre formé du

demi cercle ΓR et du segment [−R,R], décrit dans le sens direct.

a) Calculer IR =

∫
CR

|z| zdz et JR =

∫
ΓR

(
z3 + z + 1

z

)
dz.

b) Vérifier que lim
R→+∞

IR
RJR

= 1.
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Exercice 3 (5 pts.) : On note Γ le cercle unité et soit f une fonction holomorphe dans un ouvert U

contenant le disque D1 (0).

a) Exprimer en fonction des valeurs de f l’intégrale I =

∫
Γ

f (z)

(2z − 1) (2− z)
dz.

b) En déduire la valeur de J =

∫ 2π

0

f (eit)

5− 4 cos t
dt.

c) Soit n ∈ N. Pour une fonction f convenablement choisie, déterminer K =

∫ 2π

0

cos (nt)

5− 4 cos t
dt.
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Exercice 4 (5 points) : On considère la fonction f (z) =
2z

z4 − 1
.

Soit C le cercle |z| = 2 orienté dans le sens direct.
Re z

Im z

C

2−2a) Par application de la formule intégrale de Cauchy, calculer
∫
C

f (z) dz.

b) Trouver les résidus de f (z) en tous ses pôles finis.

c) Comparer le résultat obtenu en (a) avec la somme des résidus de la question (b).
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