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Série d’exercices n° 3 : Intégration dans C

Exercice 1 :
Evaluer les intégrales [ = [Zdz et J = [zcoszdz de z = 0 & z = 4+ 2i le long de la courbe C' dans
C

les cas suivants : :
a) la courbe C est la parabole x = 32,0 <y < 2,
b) la courbe C formée des segments joignant 0 & 2i et 27 & 4 + 2i,
c) la courbe C est le segment de droite d’extrémités 0 et 4 + 2i.

Discuter les résultats obtenus.

Exercice 2 :
Calculer les intégrales suivantes :

a) [ 22+ 2zdz, lelong de C' = {z € C tel que |z| =1,0 < argz < 7},
c

b) [ Re(sinz)cos zdz, le long de C' = {z € C tel que Rez = Z,|Imz| < 1},
c

c) f Arg zdz, le long du cercle unité parcouru dans le sens positif.
c

Exercice 3 :
a) Définir la détermination de la fonction z — f (2) = \/Lz pour laquelle v/1 = —1, puis vérifier par deux

méthodes différentes que [ \/igdz =2(1—1i),lelong de C' = {z € C tel que |z| = 1,Im z > 0}.
c

b) Montrer que ff % Log® zdz = g—i, ou Log z est la détermination principale du logarithme.

c) On considére la détermination de z — +/z pour laquelle v/1 = 1.
Veérifier que g <1/%;%dz =2v2 —4+42v/2i,lelong de C' = {z € C tel que |z| = 1,Imz > 0}.

Exercice 4 :
Solent R > 0,n € Zet zp € CavecIm zyp = 0. On pose Cg ., = {z € C tel que |z — 2| = R,Im 2z > 0}

Calculer Ip,, = [ (z—20)"dz puis en déduire lim Ig,.
CRizg R—+o0
Exercice 5 :

Evaluer ¢ ﬁdz ou C' désigne une courbe fermée et z = z; est
c
a) a lextérieur de C, b) a l'intérieur de C.

Exercice 6 :
En utilisant le lemme de Goursat [si f est holomorphe dans un domaine D, alors pour tout triangle

T contenu ainsi que son intérieure dans D on a ¢ f (z)dz = 0.], démontrer le théoréme de Cauchy
T

pour tout contour polygonal simple et fermé.

Exercice 7 :
Evaluer les intégrales =2 1z e4602 et 42 ]
g z4+2 7 - 222-1—9 - 22+sinz :
zZ|= zZ|l=

|2[=1
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Exercice 8 :

Soient D un domaine convexe dans C et f : D — C une fonction holomorphe telle que|f’ (2)] < M

dans D. Montrer que |f (z2) — f (21)] < M |29 — 21| pour tout zq, 22 € D.
Exercice 9 :

Soient D C C un domaine, f : D — C une fonction holomorphe et C' une courbe fermée parcouru

dans le sens positif et contenu ainsi que son intérieur dans D. Soient z; et 2o deux points & I'intérieur

de C'. En utilisant la formule intégrale de Cauchy, calculer f %dz.

Qu’obtient-on lorsque z; — 257

Exercice 10 :

En utilisant la formule intégrale de Cauchy, calculer

Ch (iz) Sh (2 (i +2))
1) 7{ 1dz 2) fzz dz 3) j{ ——"dz 4) 7{22+22 z

|z—i|=1 |z|=2 |z|=1 |z|=4
Ch (22
5) ]{ dz 6) j[ sin ( 2dz 7) 7{ © dz 8) ]{ sin (52 dz
(z+1)° (z—1) ( 3)
|z—2]=1 |z—1]=1 |z|=2 |z—1|=1

Exercice 11 :

En utilisant la formule intégrale de Cauchy, calculer pour tout n € N les intégrales

I,= ¢ %(z—f—%)zndzet Jo= ¢ %(Z—%)%dz.

|z]=1 |z]=1

27 27 27
En déduire que [ cos®tdt = [ sin®" tdt = &Qﬂ Obtenir aussi f cos? L tdt et f sin?" 1 ¢dt.
0 0

22n=1(n)
Exercice 12 :
a) Soit f une fonction entiére (holomorphe sur C) telle que |f (z)| > 1 pour tout z € C.
Montrer que f est constante.
b) Montrer que tout polyndéme non constant admet au moins une racine.
Exercice 13 :

a) Soient D C C un domaine et f : D — C une fonction holomorphe admet un nombre fini de

Z8ros z1, 29, -+ - , 2 avec multiplicités nqy, n9, - - ,ng. Montrer qu’il existe une fonction g : D — C
b ) ) b ) )

! ! k .
holomorphe qui ne s’annule pas dans D vérifiant J;((j)) = gg ((j)) + > ZTZ - pour tout z € D.
J

b) Soit C' une courbe fermée dans D ne contient aucun zéro de f. Montrer que

L@,
Q—M/Cf(z)dz—j;njlnd(zj,C),

ou Ind (z;,C 2m C dz est le nombre de tours que fait C' autour de z;.
224 42 -1
c) Application : En déduire que f c Z2 +2° dz = 6mi.
(z+1)"(z—1)

|z|=2
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