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Exercice 1 (6 pts.) : Résoudre les équations différentielles suivantes :

/

a)ty =y +itack b)y = (% - %) y=1 )’ = () +27 =0 (poser u="1),
d) v — 3y +2y =2t + €.
Réponse.
a) L’équation différentielle ty' = y + t*, a € R, est linéaire d’ordre 1, a coefficients non constants, avec
second membre.

L’équation homogene associée est ty' —y = 0. La fonction nulle est une solution. Les autres

1

. ’ . ! . . .
s’obtiennent en écrivant yg = ou % = %dt et en prenant une primitive de chaque membre ; on

obtient Log |y (t)| = Log|t| + K, avec K € R, ou bien y = Ct, C € R.

On peut utiliser la méthode de variation de la constante, c’est-a-dire, on cherche la solution générale
sous la forme y = C'(¢) t. 1l vient ¢ (C" (¢t) t +C (t)) = C (t) t + t*, et donc C’ (t) = t*72, ce qui
permet, en intégrant de trouver C (t) = —=t*' si a # 1 et C'(t) = Log [t si a = 1.

La solution générale de I’équation ty’ = y + t* est donc

y=—St"+XMsia#1 et y=tLoglt|+ A sia=1 avec A €R.

1
b) L’équation homogene associée est y' — <2t — ;) y = 0. Sa solution générale est

2
€t

—c. 2
y ¢

Cherchons la solution générale de I’équation non homogene sous la forme
t2
e

En portant dans 1’équation non homogene, on trouve

C’(t)-etj+<2t—%)0(t)-e;— (275—%)0(16)-?:—1.

1,2
26 .

Apres simplification on obtient C’ (t) = —te~ ", ce qui donne C (t) =
La solution générale de I'équation non homogene est donc
1 e’
=—4+)— ) eR
TR
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11 ! 2
¢) On peut écrire ’équation yy” — (y’)2 + 2y% = 0 sous la forme yj — (—) +2 =

On effectue un changement de fonction inconnue en posant v = =. Dot =~ = u' + u? et donc
Y )
11 / 2 !
Iéquation ¥ — (%) 42 =0 devient o' +2 = 0. Dloltu = —2t+ A, A € R et done L = —2¢ + A qui
Y

est une équation différentielle du premier ordre ayant pour solution générale

y=pe "M A peR,

d) L’équation caractéristique est 72 — 3r +2 = 0, on a r; = 1,75 = 2. Alors la solution générale
de I'équation homogene est y = Aef + pe*, A\ p € R. Comme 1 est racine simple du polynéome
caractéristique 72 — 3r + 2, cherchons une solution particuliere de I’équation non homogene sous la
forme y, (t) = at+b+cte’. Onay, = a+c(t+1)e',y, = c(t +2)e'. En remplagant dans I'équation,
on trouve 2b—3a+2at —ce' = 2t+e'. D'ota = 1,b = % et ¢ = —1. La solution générale de I’équation
non homogene est donc

3
y:t+§+()\—t)et+ue2t, A€ R.
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Exercice 2 (5 pts.) : On se propose d’intégrer sur I'intervalle |0, +00[ I'équation différentielle de Riccati :

(B)of — Ly — = o2
a) Déterminer a € |0, 4o0[ tel que y (t) = at soit une solution particuliere yy de (E}).
b) Montrer que le changement de fonction inconnue y (t) = yo () — % transforme 1’équation (E})
en I'équation différentielle (E) : 2/ (t) + (6t + 1) z (t) = 1.
c) Résoudre 'équation différentielle (FEs) sur I'intervalle ]0, 4+o00].

d) En déduire les solutions de (E;) sur ]0, +o0].

Réponse.

a) Trouvons a € |0, 4+o0[ tel que yo (t) = at soit une solution particuliere. Puisque

0 (6) = o0 (6) = (30 (0)* = a2,

alors yo est solution si et seulement si a = 3. Comme a € |0, +oo[, donc on prend a = 3.

1
b) Si z est une fonction C' ne s’annulant pas, on pose y(t) = 3t — ——. Alors y est solution si et

@)
seulement si - % B % (St B %) _ <3t _ ﬁ)g — o,

Ce qui donne 2 (t) 1 1 6t

COPE =0 zOF 0

En multipliant par (z (t))?, on obtient que y est solution de (F}) si et seulement si z vérifie

(By): 2 (1) + (675 + %) 2 (t) = 1.

1 —3t2
c) L’équation homogene associée a (Es) est 2’ + (Gt + ?) z = 0. Sa solution générale est z = C'- ‘ ;
e—3t?
Cherchons la solution générale de ’équation (FE,) sous la forme z = C' (t) - ;
En portant dans 1’équation (E3), on trouve
e—3t? 1 o312 1 o3t
' (t) - —6t—— | C (1) - 6t+—|C(1)- =1.
0+ (o= ) e S (o4 ) oS
Apres simplification on obtient C’ (t) = te*’, ce qui donne C' () = L&

La solution générale de I’équation (Es) est donc
1 6737&2
= — 4+ )\
STt

A ER.

d) On va maintenant en déduire les solutions de (E}) définies sur |0, +oo].
Soit y une solution C! définie sur ]0,+oo[. D’apres la question précédente, on a nécessairement

1 6t
y(t) =3t — 0 =3t — E= et donc pour tout ¢ > 0 on a 1 + 6Ae™" # 0 ce qui équivaut a
z e

—3t? # Log (—4) = — Log (—6)) pour tout ¢ > 0. Ceci possible si Log (—6A) < 0 ou bien A > 2.

Donc si y est solution de (E}), alors

6t )= —1
—— > av —.
1+ 6 e3 avee 6
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Exercice 3 (5 pts.) : On considere I’équation différentielle (E3) : ty” — (t+ 1)y’ +y = 0.

a) Déterminer une solution de I'équation (Fj3) de la forme y (t) = € on « € R.

b) On pose alors y (t) = e*z (t). Quelle est alors I'équation différentielle vérifiée par z ?

¢) En déduire les solutions de (Ej3) sur |0, +o0.

d) Déterminer les solutions qui vérifient y (0) = 1 et la tangente en ¢ = 0 coupe 1’axe Ot au point
d’abscisse t = —1.

Réponse.

a) En remplagant dans 1’équation différentielle (F3), on obtient
(t—at+1)+1)e*=(("—a)t+1—a)e =0,
Si =1, on a alors t — yq (t) = €' est une solution de (E3).
b) On a alors y (t) = €'z (t),y (t) = €' (2 (¢t) + 2 (¢)) et ¢’ (t) = €' (2" () + 22" (t) + 2 (¢)).
En remplacant dans I’équation différentielle (F3), on obtient
te" (2" (1) +22" () +2(t)—(t+1)e" () +2z(1)+ezt)=" )+ (t—1)2"(t)e" =0.
Puisqu’une exponentielle n’est jamais nulle, on en déduit ’équation différentielle vérifiée par z :
tz"+(t—1)2 =0.

c) En posant u = 2/, 'équation différentielle vérifiée par z sur |0, +oo[ est équivalente a

, 1
u + 1—; u =0,

qui est une équation différentielle du premier ordre. Ses solutions sont u (t) = Ate™*, A € R. D’ou
2 (t) = Mte™t, X € R. Pour avoir z (t), il suffit d’intégrer la fonction ¢ — Ate™".

On integre par parties

z(t) = /)\te_tdt = /—/\td (e7") = —Xe " + /)\e_tdt =-ANt+De"+pu M\peR

Alors les solutions de 1'équation différentielle initiale (E3) sont
y(t)=ez(t)=—-A({t+1)+pue’, \pueR.

d) La premiere condition y (0) = 1 donne —\ + p = 1.
L’équation de la tangente est Y —y (0) =4/ (0) (T'=0) ou Y =4/ (0) T + 1.
Elle doit couper 'axe Ot en T' = —1, donc pour Y = 0, on doit avoir 7' = —1, ce qui donne 3’ (0) = 1.
Ainsi —A + p = 1. Les solutions sont
yt)==At+1)+A+1e, NeR
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Exercice 4 (4 pts.) : On se propose d’étudier les solutions y définies pour ¢ > 0 de I’équation différentielle :

(Ey) : t*y" + aty’ + by = 0, out a et b sont des nombres réels.
a) On pose t = e et u(s) =y (t). Quelle est I’équation différentielle satisfaite par .
b) Résoudre I’équation différentielle satisfaite par u sia =b= 1.

c) Déduire les solutions de ’équation différentielle (E,) sia = b = 1.

Réponse.
a) On a
d d d ds 1 ds d
/ [p— [e— e — ¢ _—= = —_ = — — —
y () =2y (t) = Zuls) = —uls) — = cu'(s) car — = — Logt = —,
ainsi

dt dt \ t 12 tdt
—1 1 d ds -1 1
:t—QU/(S)JF; E(/())'%_?U/(S)th—z " ()
D’ou pour tout £ > 0 on a
t2”t t/t b t—t2 _1/ 1// ¢ / b
y'(t) +aty (1) + by (t) = t—QU(SHt—Z (s) | +at|-u'(s)] +bu(s)

Donc I'équation différentielle satisfaite par u est
u' + (a—1)u 4+ bu=0.
b) Si a =b =1, I"équation différentielle satisfaite par u est
u +u=0,

qui est une équation différentielle du second ordre linéaire a coefficients constants et homogene. Son
équation caractéristique est 21 = 0, on a donc r; = —i,79 = 4. Alors sa solution générale est
u(s) = Acoss+ usins, A\, pu€R.

c) On va maintenant en déduire les solutions de (Ej) définies sur |0, 400 si a = b = 1.

Onavy(t) =u(s) = Acoss+ psins. Comme s = Logt alors

y (t) = Acos (Logt) + wsin (Logt), A, u€R.
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