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Exercice 1 (6 pts.) : Résoudre les équations différentielles suivantes puis déterminer l’unique fonction

solution vérifiant les conditions initiales données.

a) ty′ = αy + βtr, α, β, r ∈ R, y (1) = 0.

b) y′′ − 2y′ + (1 + α2) y = (1 + 4α2) cos (αt) , α ∈ R∗, y (0) = 1, y′ (0) = 0.
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Exercice 2 (5 pts.) : a) Résoudre l’équation différentielle : (E1) : y′′ − y′ + y = 0.

b) On veut déterminer les fonctions u : R∗+ → R dérivables telles que : (E2) : u′ (t) = u
(
1
t

)
.

i) Pour u une solution de (E2), on pose g (s) = u (es), montrer que g est solution de (E1).

ii) Trouver toutes les fonctions u vérifiant (E2).

Noter que la solution générale de (E2) dépend d’un seul paramètre.
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Exercice 3 (5 pts.) : On cherche à déterminer les fonctions y dérivables sur R+ telles que y (0) > 0 et

vérifiant l’équation différentielle de Bernoulli : y′ = 3y2 − 2y.

On suppose l’existence d’une fonction y solution, et on définit sur R+ la fonction g par : g (t) = y (t) e2t.

a) Calculer la dérivée de la fonction g, et montrer que g est croissante sur R+.

b) En déduire que, pour tout t ∈ R+, y (t) > 0.

c) On pose alors u =
1

y
. Montrer que u vérifie une équation différentielle linéaire d’ordre 1.

d) Lorsque t ∈ R+, exprimer u (t), puis y (t) en fonction de t et de y (0).

e) En déduire que y (0) ≤ 2
3
.
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Exercice 4 (4 pts.) : Soit a ∈ ]0, 1[. On considère le problème de Cauchy (P1) :

 y′ = |y|a

y (0) = 0
.

a) Vérifier que la fonction y définie sur R par

y (t) =

 ((1− a) t)
1

1−a
si t ≥ 0

0 si t < 0

est solution du problème de Cauchy (P1).

b) Conclure.
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