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Exercice 1 (8 pts.) :

Résoudre les équations différentielles suivantes :
a) ty” 4 y/ — O, b) y// o 4y/ + 4y — e2t + 6_2t.

Réponse.

/ 7 . . 'U, 1 . , .
a) Posons v = 3/ et remplagons dans notre équation, on obtient — = s Par intégration on trouve

v
A
v(t) = > A €R. 1l vient y (t) = ALog|t| + u, A\, € R.
b) L’équation différentielle en question, est linéaire d’ordre 2, a coefficients constants, avec second
membre. L’équation homogene associée est y” — 4y’ + 4y = 0 . Son équation caractéristique est

r? — 4r + 4 = 0 dont les racines sont r = 2 racine double. Les solutions de ’équation homogene sont

donc
y(t) = (A4 pt) e* avec A\, € R.

2

Comme 2 est racine double du polynome caractéristique r* — 4r + 4 et —2 n’est pas une racine,

cherchons une solution particuliere sous la forme y, = at?e* + Be~*. On a

y () = a (267 +2t) e* — 28, o) (t) = a (47 + 8t + 2) €' + 487"

Alors
y, — 4y, + 4y, = 20e* + 162,

1 1
Par identification, on trouve o = 3 et f = 6 Les solutions de I’équation non homogene sont donc

y() = (At pt+587) e+ gge ™, A peR
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Exercice 2 (7 pts.) : On considere I'équation différentielle (F) : (1 — ) y” — 2ty + 2y = 0.

a) Déterminer une solution de I'équation (E) de la forme y (t) = t* ou o € R.
b) On pose alors y (t) = t*z (t). Quelle est alors I’équation différentielle vérifiée par z ?
¢) En déduire les solutions de (E) sur |0, 4+o00].

Réponse.

a) Soit y (t) = t* une solution de (£). En remplacant dans I’équation différentielle (E), on obtient

(1=t a(o—1)t* 2 = 2tat® ' + 2t = 0 ou bien (1 — ) ((a+2)t* — at* %) = 0.

Si =1, on a alors ¢t — yo (t) = t est une solution de (E£).
b) On pose y (t) =tz (t). Alors ¢ (t) = z (t) + t2' (t) et y" (t) = 22/ (t) + t=" (1).

En remplacant dans 1’équation différentielle (F), on obtient

(1—¢%) 22/ (t) + t2" (t)) — 2t (2 (t) + t2' (1)) + 2tz () = 0.

En simplifiant, on trouve (¢ — ¢3) 2" (t) + (2 — 4t%) 2’ (t) = 0.

c) En posant u = 2/, I'équation différentielle vérifiée par z est équivalente a

o242 =2 1 1
u  B—t ot t—1 t+1
qui est une équation différentielle du premier ordre. Ses solutions sont wu (t) = m, AeR.

D’ou

Encore par intégration, on trouve

A A 1
t) = — + = Log |—— A R.
20 =5+ §Log| |+ A

Alors les solutions de 1'équation différentielle initiale (E3) sont
A

y(t)=tz(t) =1+ §tLog

ol aueR
t+1‘+“ s
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