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3.1. Equations différentielles du second ordre incompléetes

explicitement une équation du second ordre : méme les équations linéaires du second ordre sans
second membre ne se résolvent pas explicitement en général.
La solution générale y dépend en général de deux parametres A, u € R qui apparaissent le plus

souvent comme des constantes d’intégration.

3.1 Equations différentielles du second ordre incompletes

Ces équations se ramenent a des équations du premier ordre.

3.1.1 Equations du type ¢’ = f (t,y)

Si on considere la nouvelle fonction inconnue v = ¢/, "équation y” = f(¢,y') se ramene a
I'équation du premier ordre v' = f (t,v). La solution générale de cette derniere sera de la forme

vx (t), A € R, et on obtient donc y (t) = /v,\ (t)dt +p, A\, pueR.

Exemple 30

Cherchons les solutions de I'équation y” = %y’ + 3t.

Posons v = ¢ et remplacons dans notre équation, on obtient v/ = %v + 3t. En utilisant la
méthode de variation de la constante on trouve v (t) = 3t> + X\, A € R. 1l vient y () =
B M +pu, M peER.

3.1.2 Equations du type v’ = f (v,

La méthode consiste & prendre y comme nouvelle variable et v = 3’ comme variable fonction

inconnue en la variable y, c’est-a~dire v : y — v (y) = ¢/'.

I1 peut y avoir des solutions constantes y (t) = yo, auquel cas y ne peut étre choisi comme

variable. On a donc des solutions singulieres y (t) = y; avec f (y;,0) = 0.

’ /7 /
Dans le cas général, on a 3y = %4 = %L . 20 — 2.y,

L’équation y” = f(y,vy’) se ramene alors a I’équation du premier ordre UZ—Z = f(y,v). La

résolution de cette derniére donne une solution générale vy (y) , A € R. On doit ensuite résoudre

Yy = vy (y) ou %(yy) = dt. D’ou la solution générale

d
/ Y —t4u ek
v (y)
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3.2. Equatjons différentielles type-homogeénes du second ordre

Exemple 31

Cherchons les solutions de I'équation y” = 2yy/.

Par le changement de fonction v (y) = ¢/, on a ¢y’ = UZ—Z = 2yv qui est une équation a
variables séparées de fonction inconnue v (y) ayant pour solution v = y*+ X, A € R. Ensuite, en
résolvant I'équation y' = y? + ), qui est une équation de Riccati, on trouve y (t) = A tg (At + )

et y (t) = —Acoth (At + ) A, € R. De plus y = A sont des solutions singuliéres. =

3.1.3 Equations du type y" = f (y)

C’est un cas particulier du cas précédent, mais on peut ici préciser davantage la méthode de
résolution. On a en effet y'y” = v'f (y), et en intégrant il vient % (y’)2 =¢(y)+ A A€ER, ou
@ est une primitive de f. On obtient donc

dy
£v2(p () +A)

v =+v2(p(y)+ ) ou = dt,

d’out la solution générale est sous forme

=t+u, peR

j:/ dy
V2(p(y) +A)

Exemple 32

On considere I'équation y” = 2eY.

En multipliant par ¢/ on a y'y” = 2y’e¥, et donc en intégrant il vient % () =2 + X\, A eR.
Alors

d
y' = EV4e¥ + 2\, ou —y:dt,)\eR.
+v4ey + 2\

En intégrant et apres simplification on obtient

A

y(t) =2Log (COS (At + )

), A peR. .

3.2 Equations différentielles type-homogenes du second

ordre

Ce sont les équations différentielles qui peuvent se mettre sous la forme
/!

/
F (t, z y—) ~0. (3.1)
'y
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3.3. Equations différentielles linéaires du second ordre

La résolution de ces équations se fait en effectuant un changement de fonction inconnue en

/ t /!
v ), et donc yo_ w 4+ u?. On est alors ramené & une équation différentielle

y(t) Y

du premier ordre F (¢, u,u’ + u?) = 0.

posant u (t) =

Exemple 33
Soit I’équation yy” — (y’)2 + 6ty? = 0.

!

1 ! 2 1
On peut écrire cette équation sous la forme y? — <y§> + 6t = 0 soit F (t, yg, %) = 0 avec

F(t,z,w) = w — 2%+ 6t.
!

/
On effectue un changement de fonction inconnue en posant u = Y pon L = +u? et
Y

Yy
1 ! 2
donc 'équation y? — (%) + 6t = 0 devient «/ + 6t = 0. Dot v = —3t> + X\, X € R et donc

/
v _ —3t%2 + X qui est une équation différentielle du premier ordre ayant pour solution générale

y=pe "M N peR. -

3.3 Equations différentielles linéaires du second ordre

Considérons 1’équation différentielle linéaire du second ordre

y' +a)y +ot)y =c(t). (3.2)

Définition 12 (Solutions indépendantes)

Deux solutions y; et yo de I'équation (3.2) sont indépendantes sur un intervalle I s’il n’existe

pas de réel k tel que pour tout ¢t € I : yo (t) = kyy (t).

Remarque 13

Les fonctions 1, et yo sont indépendantes cela signifie linéairement indépendantes au sens des

espaces vectoriels.

Définition 14 (Wronskien)

Soient deux fonctions dérivables t — y; (t) et t — ys (f) sur un intervalle I.

Le wronskien de ces deux fonctions est défini a 'aide d’un déterminant

Wiy (), 52 (1) = =y () vy () —y1 (1) v2 (t) .-
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3.3. Equations différentielles linéaires du second ordre

Les deux fonctions dérivables t — y; (t) et t — ys (f) sont linéairement indépendantes si et

seulement si leur wronskien W (yy, y2) n’est pas identiquement nul.

Exemple 34
Les fonctions ¢ + sint et t — €' sont indépendantes.

Les fonctions f : ¢t — 3e7'sint et g : t — Se~!sint ne le sont pas puisque g = gf. .

3.3.1 Equations linéaires homogenes du second ordre

Si ¢ (t) = 0 on dit que 'équation (3.2) est linéaire homogene ou sans second membre

v +a(t)y +b(t)y=0. (3.3)

Cas ou ’on connait deux solutions particulieres indépendantes :

Si y; et yo sont deux solutions indépendantes de 1'équation différentielle y” +a (t) y'+b () y = 0,
alors la solution générale de cette équation différentielle est y = Ay; + uys, A et p étant des
constantes arbitraires.

Exemple 35

Pour I'équation différentielle homogene t?y” — 2y = 0, en cherchant des solutions sous la forme
y (t) =t*, o € R, on trouve que y; (t) = ¢* et yo (£) = 7 sont des solutions particulieres. D’apres

la propriété ci-dessus, on peut en déduire que la solution générale de 1’équation différentielle

est de la forme y (t) = \t? + %, M €ER. »

Cas ou on connait une solution particuliére :

Considérons I'équation différentielle homogene y” +a () y' +b (t) y = 0 pour laquelle on connait
une solution particuliere y;.
La méthode pour trouver la solution générale consiste a effectuer un changement de fonction

en posant y (t) =y (t) v (t), out v étant la nouvelle fonction inconnue. Il vient

!

yiv + 2910 + 0"y + a(t) (Yo + y1v') + b (8) yro = 0.
Comme y; est solution de notre équation différentielle, alors on obtient
nv” + 2y +a(t)y) o = 0.
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3.3. Equations différentielles linéaires du second ordre

La fonction w = v’ est donc solution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre, qui

se peut se réécrire

/ " /

t

w_ V(D) —a()
wo v y1 (1)

La solution générale est donnée par w (t) = X (y1 (t)) > e~ Jo®d )\ e R,

Dot v (t) = /w (t)dt + p, A\, € R. La solution générale de v+ a (t) y' + b (t) y = 0 est donc

y(t)=y1<t>/w<t>dt+uy1<t>,A,ueR.

Exemple 36
Considérons I"équation (¢t + 1)y”" — (2t — 1)y’ + (t —2)y = 0.
On peut vérifier que y; (t) = €' est une solution particuliere.

Cherchons la solution générale sous la forme y (t) = e'v (t), alors
(t+1) (e'v+2e"" +v"e") — (2t — 1) (e'v + €'V') + (t — 2) e'v = 0.

Apres simplification, on trouve (¢ + 1)v” = —3v’. En posant w = ¢', on a (t+ 1)w’ = —3w

équation différentielle du premier ordre ayant pour solution w (t) = ﬁ D’ou

v(t):/w(t)dt+u= +u ApeR.

A
(t+1)°

La solution générale de notre équation différentielle est donc

y(t)z(ﬁ—l-/ﬁ)@t, € R. .

3.3.2 Equations linéaires non homogenes du second ordre
Si ¢ (t) # 0 on dit que 1'équation y” +a (t)y' + b (t) y = c(t) est linéaire non homogene ou avec
second membre. L’équation v +a (t)y + b(t) y = 0 est I’équation homogene associée.

Comme pour les équations différentielles linéaires du premier ordre, la solution générale de
I'équation non homogene y” + a(t)y + b(t)y = c(t) est égale a la somme de la solution

générale de 1’équation homogene et d’une solution particuliere de I’équation non homogene.

Variations des constantes :

Supposons qu’on connaisse la solution générale y = Ay, + pys, A, 1 € R de I’équation homogene

y"+a(t)y +b(t)y = 0. On peut alors chercher la solution générale par la méthode de variation
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3.3. Equations différentielles linéaires du second ordre

des constantes.
Le principe de cette méthode est de considérer A\ et 1 comme fonctions de la variable t. Cher-
chons la solutions sous la forme y (t) = A (¢) y1 (t) + p (t) y2 (t). En reportant cette fonction

dans I’équation non homogene, on a apres simplification
2Nyy 4+ 20 + Ny + 1"y2 + a (t) Ny + plye) = e (1)

En imposant la condition supplémentaire X'y, +'ye = 0, on voit que Ny +4"ye = — (Nyh + 1'yh)

et donc les dérivées N et ' doivent vérifier le systeme

Ny + 'y = 0,
Ny + iy =c(t).
En résolvant ce systeme on obtient
N = —C (t) Y2 r_ c <t> Y1
Y1y — Y1y Y1ys — Y1y2
D’ou la solution générale de I’équation non homogene y” + a (t)y' + b (t)y = c(t) est
—c(t)y c(t)y
Y :yl/l(—)fdthyg/%dt—i—ayl + By, o, f € R.

Y1Ya — Y1Y2 Y1Ya — N1Y2
Exemple 37
Considérons I’équation y” — t%y = te'. En cherchant des solutions pour I’équation homogene
1

— Zy == 0 sous la forme y (t) = t*,a € R, on trouve que y; (t) =t et y» (t) = 1 sont deux

1/

solutions particulieres indépendantes. D’ou la solution générale de 1’équation homogene est de

la forme y (t) = A\t? + %, A, 1t € R. On va donc chercher la solution générale de 1’équation non
homogene sous la forme y (1) = 2\ (t) + & Les dérivées X' et y/ doivent vérifier le systeme

/

)\/yl ‘l’ N/yQ — 0’ t2>\/ + lu? — 07
ou ,
Nyl + plyh = c(t), 2UN — ’:—2 — tet.

On en déduit que X' = e’, i/ = ZH%€’ et donc

1 1
)\(t):get—koz, u(t):get(—t3+3t2—6t+6)+6, a,B €R.

D’ou la solution générale de ’équation non homogene est

2
y(t):et(t—2+¥)+)\t2+%, A p € R.
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3.4. Equations linéaires du second ordre a coefficients constants

3.4 Equations linéaires du second ordre a coefficients

constants

Une équation différentielle du second ordre linéaire a coefficients constants, est une équation
du type

y'+ay +by=c(t),
ou les coefficients a et b sont des constantes réelles, t — ¢(t) est une fonction donnée continue
sur un intervalle I C R.
Comme dans le cas a coefficients non constants, on commence par résoudre I’équation homogene
associée ou sans second membre

v+ ay + by =0.

On cherche des solutions sous la forme y = €™, r € R. En substituant dans notre équation
homogene, on obtient

(7’2 +ar + b) e = 0.
Comme la fonction exponentielle n’est jamais nulle, pour avoir une solution il faut que

r?2 4+ ar+b=0.

Cette équation se nomme 'équation caractéristique (ou auxiliaire) associée a notre équation

homogene. Les valeurs de r se trouvent aisément a ’aide de la formule quadratique

—a++Va? —4b
5 )

r =
Trois cas peuvent alors se produire :

e Si a® — 4b > 0, on trouve deux racines réelles distinctes r; et 7o, ce qui montre que

t t

les fonctions y; = €™* et yo = €"" sont deux solutions particulieres indépendantes. La

solution générale de I’équation homogene y” + ay’ + by = 0 sera alors

yp = et 4+ pe™t X\, u € R.

e Si a? — 4b = 0, on trouve une racine réelle double ry. Dans ce cas, I'obtention d’une

t

solution réelle o montre que la fonction y; = €™ est une solution particuliere, d’autre

rot

part on peut montrer que y = te™" est aussi solution. On en déduit alors que la solution

générale de ’équation homogene est de la forme
yn = (At +p)e™, A peR.
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3.4. Equations linéaires du second ordre a coefficients constants

e Sia?—4b < 0 on trouve deux racines complexes distinctes et conjuguées de forme générale
r=a—ifetry=a+if, a,f €R. Alors y; = e cos (ft) et yo = * sin (5t) sont deux
solutions particulieres indépendantes de I’équation homogene. D’ou la solution homogene

générale est
yn = e (Acos (Bt) + psin (Bt)), A\ peR,
que 'on peut aussi mettre sous la forme
yn = e cos (Bt + p) ouy, = Xe®sin (Bt +pu), \peR
Exemple 38
a) y' +4y + 3y =0.
L’équation caractéristique est 72 +4r +3 =0, on a r; = —3,79 = —1. Alors la solution
générale est y = Ne 3t + pe~t, A\ pu€R.
b) y" + 4y’ + 9y = 0.

b) L’équation caractéristique est 7> +4r +9 =0,onar, = —2 — z'\/g, ry = —2 +iv/5. Alors
la solution générale est y = e 2 ()\ cos (\/gt) + psin (\/315)) , A e R.
c)y" + 6y + 9y = 0.

¢) L’équation caractéristique est 72 +6r +9 = 0, on a r; = —3 une racine double. Alors la

solution générale est y = (At +p)e ™, A peR.

Ensuite, il faut trouver une solution particuliere y, de I’équation avec le second membre
v +ay +by=c(t).

La solution générale sera y = y, + yp.

3.4.1 Recherche d’une solution particuliere pour des seconds mem-
bres spécifiques

Dans la pratique, c’est la forme de la fonction ¢ (¢) qui nous indiquera sous quelle forme chercher

la solution particuliere.

e Sic(t) =p(t) est un polynome de degré n :

Chercher une solution ¢ (¢) qui soit un polynome de degré n si b # 0, de degré n+1si b =0
et a#0,et dedegré n+2sia=0et b=0.
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3.4. Equations linéaires du second ordre a coefficients constants

Exemple 39

Cherchons une solution de I'équation y” — i/ — 2y = 2t2.

L’équation caractéristique 7> — r — 2 = 0 admet les racines —1 et 2. La solution générale de
I'équation homogene associée est donc y, = Ae™! + pe?, \, pu € R.

Cherchons une solution particuliére sous forme d’un polynome du second degré y, = at?+ ft+7.
On a y, = 2at + B,y, = 2a.

En remplagant dans 1’équation, on trouve : —2at* — 2 (a+ )t + 2a — 8 — 2y = 2t2. D’ou
a=-1,=1,v= —%. Une solution particuliere est donc y, = —t% +t — % D’ou la solution

générale est y = —t? +t — % + et pe? A peR. u
e Sic(t) est de la forme Ke™, avec r* +ar +b# 0 :

Chercher une solution de la forme ce™.
Exemple 40
Cherchons une solution de I'équation y” — 3y — 2y = e3t.
La solution générale de I’équation homogene associée est y, = Ae™t 4+ pe*, X\, u € R. Comme
3 n’est pas racine du polynome caractéristique 2 — r — 2, cherchons une solution particuliere
sous la forme y, = ae*. On a y, = 3ae®, y; = Jae™.

En remplagant dans 1'équation, on trouve (9o — 3a — 2a) €3t = €3, d’olt @ = %. Une solution

e3. D’ou la solution générale est y = 13 + e ™t + pe?, A, p € R.

particuliere est alors y, = 1

1
1
e Sic(t) est de la forme Ke™, avec 1> +ar +b=0:

Chercher une solution de la forme ate™ (ou at?e™ si r est racine double).

Exemple 41

Cherchons une solution de I'équation y” — 3/ — 2y = €.

La solution générale de I’équation homogene associée est y, = Ae™t + pe*, X\, u € R. Comme
2 est racine simple du polyndme caractéristique 72 — r — 2, cherchons une solution particuliere

sous la forme y, = ate?.

On ay, = (20t + ) e®, 4 = (4at + 4a) €. En remplagant dans I'équation, on trouve a = 3.

w

D’oti la solution générale est y = Ae™ + (3t +p) e*, A, p €R. a
e Sic(t) est de la forme p(t) €™, ol p est un polynéme de degré n :

Chercher une solution de la forme ¢ () €", ol ¢ est un polynome de degré n si r>+ar+0b # 0,

et de degré n + 1 si 7> +ar + b = 0 (ou méme de degré n + 2 si r est racine double).

37



3.4. Equations linéaires du second ordre a coefficients constants

Exemple 42

Cherchons une solution de I'équation y” — 3y — 2y = te’.

La solution générale de I’équation homogene associée est v, = Ae™ ! + ue?, A\, u € R.

Comme 1 n’est pas racine du polyndme caractéristique r*> — r — 2, cherchons une solution
particuliere sous la forme y, = (at + ) €.

On ay, = (at +a+fB)e',y) = (at +2a+ B)e'. En remplagant dans I'équation, on trouve
a= 3t B ==L Dou la solution générale est y = =2 (26 + 1) e + Ae " + pe?, A, p € R. u

e Sic(t) est de la forme dcos (rt) + esin (rt) :

Chercher une solution de la forme a cos (rt)+ S sin (rt) (ou t («cos (rt) + S sin (rt)) si cos (rt)
est solution de I’équation homogene).
Exemple 43
Cherchons une solution de I"équation y” — 3’ — 2y = sin (2t).
La solution générale de 1’équation homogene associée est y, = Xe™ + ue?, A\, u € R.
On cherche une solution sous la forme y, = o cos (2t) + [sin (2t).
On a y, = —2asin (2t) + 2B cos (2t) , y, = —4acos (2t) — 43 sin (2t).
En remplacant dans I’équation, on trouve —2 (3 + f3) cos (2t) + (2cc — 6) sin (2t) = sin (2t),
donc 3a+f3=0et20—63=1,dota=4,0=73.

Alors la solution générale est y = 5 cos (2t) — o= sin (2¢) + Xe ™" + pe*, A\, u € R. a
e Sic(t) est la somme de plusieurs fonctions ¢; (), -, ¢ () qui sont chacune d’un des types
ci-dessus :

Chercher pour i de 1 a k une solution particuliere s; (t) de chacune des équations
y'+ay +by=ci(t).

La fonction s (t) 4+ - - - + s (t) sera solution particuliere de y” + ay’ + by = ¢ (t).
Exemple 44
Cherchons une solution de I'équation y” — 3/ — 2y = 2t + e?.
Une solution particuliere de 3" — y' — 2y = 2t% est y,, = —t* +t — %
Une solution particuliere de ¢ — ¢/ — 2y = * est y,, = ste*.

Donc y, = —t? +t — 2 + $te* est solution particuliere de y” —y' — 2y = 2t* + ¢*. a

Résumons les cas ci-dessus dans le tableau suivant.
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3.4. Equations linéaires du second ordre a coefficients constants

Second membre c (¢) Solution particuliere y,, (¢)

Yy (t) polynome de degré n si b # 0
c(t) = p(t) est un polynome de degré n de degré n+1sib=0ct a0
de degré n+2sia=b=0

c(t) = Ke™, avec r> +ar +b # 0 Yy (1) = ae™

c(t) = Ke™ avecr? +ar +b=0 yp(t) = ate™  sir racine simple.
yp(t) = at?e™  sir racine double.

c(t)y=pt)et,r*+ar+b+#0,degp=mn | y,(t) = q(t)e™, ¢ polynome de degré n
c(t)y=pt)et,r*+ar+b=0,degp=n | y,(t) = q(t) ™, q polynome de degré n + 1
c(t)=p(t)e",r= degp=n yp(t) = q (t) €™, q polynome de degré n + 2
c(t) = dcos(rt) + esin (rt) Yp(t) = acos (rt) + [sin (rt)

3.4.2 Solution particuliere par la méthode de variation des con-

stantes

Comme nous 'avons vu dans le cas général des équations linéaires du second ordre, une solution
particuliere de I’équation y” + ay’ + by = ¢ (t) peut étre obtenue par la méthode de variation
des constantes (voir page 33).

e / yl;g (?yy’fyz RS / ylycé(? Zz//liyz Aot By o, P ER,
ou y; et 1o sont 2 solutions particulieres indépendantes de I’équation homogene y”+ay’+by = 0.
Si r1 et ry sont deux racines distinctes du polynome caractéristique r? 4 ar + b, alors y; = e,

ys = €' Dans ce cas, par intégration par parties, on peut écrire la solution générale de

I’équation avec second membre en une seule formule

y = e / (e(””)t < / e e (1) dt)) dt.

Cherchons une solution de I’équation y” — 3 — 2y = e~ *.

Exemple 45

L’équation caractéristique 7> — r — 2 = 0 admet les racines r; = —1 et 75 = 2. La solution

générale est donc

y =et / (e?’t ( / e%tdt)) dt = et / (e (=3 3+ X)) dt

=et (%)\e?’t - %t + M) = %)\6% + (,U - %t) e_ta )\7 B R. "
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