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Exercice 1 (7 pts.) : Résoudre les équations différentielles suivantes :

a)ty =y+t?e aeR, b)ty=yly+1), c)y’ —3y +2y=4t+e*.
Réponse.
a) L’équation différentielle ty’ = y + t?e*, a € R, est linéaire d’ordre 1, & coefficients non constants,
avec second membre.
L’équation homogene associée est ty' —y = 0. La fonction nulle est une solution. Les autres
s’obtiennent en écrivant % = % ou d—;’ = %dt et en prenant une primitive de chaque membre ; on
obtient Log |y (t)| = Log|t| + K, avec K € R, ou bien y = Ct, C € R.

On peut utiliser la méthode de variation de la constante, c’est-a-dire, on cherche la solution générale

sous la forme y = C' (¢) ¢. 1l vient ¢ (C' (t) t + C (t)) = C (t) t + t*e**, et donc C’ (t) = e, ce qui

permet, en intégrant de trouver C (t) = éeo‘t sia#0et C(t)=tsi a=0. Par suite une solution
particuliere est

ypzéteatsia#o et y,=t"sia=0.
La solution générale de I’équation ty’ = y + t2e®* est donc

y:éteo‘t—l—)\tsia;&o et y:t2+)\tsia:0 avec A € R.

b) L’équation ty’ = y(y + 1) est a variables séparées, que I'on peut écrire

1 dt 1 1 dt
T dy=— bi e ) dy=—.
y(y+1) Yo oo (y y*-l) Y70

1 1 dt
En intégrant / (— — ?) dy = /7 on trouve Log|y| — Log |y + 1| = Log |t| + C' ou beaucoup
y oy

mieux

Yy N
Log | ——| = Log |At| ou C = Log|\|.
|| = osin 1A

Ce qui implique que

Y _ M AeR
y+1
Finalement, en résolvant pour y on trouve
At
=—F, AER.
YT1on




De plus y = —1 est une solution singuliere.

c) L’équation caractéristique est 72 — 3r +2 = 0, on a r; = 1,75 = 2. Alors la solution générale
de I'équation homogene est y = Xe! + pe*, X\, u € R. Comme 2 est racine simple du polynome
caractéristique 72 — 3r + 2, cherchons une solution particuliére de I’équation non homogene sous la
forme y, (t) = at + b+ cte*. On ay, = a+c(2t+1)e*,y) = 4c(t+1)e*. En remplacant dans
I’équation, on trouve

—3a + 2b + 2at + ce® = 4t + .

Dot a =2,b= 3 et ¢ = 1. La solution générale de I’équation non homogene est donc

y=2t+3+ X'+ (t+p)e*, \ueR.
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Exercice 2 (7 pts.) : On se propose d'intégrer sur I'intervalle |0, +00[ I'équation différentielle de Riccati :

(Bn) 1y —fy+ty> = —3.

a) Déterminer a € R tel que y () = t* soit une solution particuliere yo de (Ey).

b) Montrer que le changement de fonction inconnue y (t) = yo (t) + —

0 transforme 1’équation (F)
en une équation différentielle (Fs) linéaire du premier ordre a déterminer.

c¢) Résoudre 'équation différentielle (Es) sur I'intervalle ]0, 4+o00].

d) En déduire les solutions de (E;) sur |0, +o0].

Réponse.

a) Trouvons a € R tel que yo (t) = t* soit une solution particuliere. Puisque

1 — a
vo— Tvo+1 ()" = (a— 1)1t + £,

alors yo est solution si et seulement si a = —2. Donc y () = t%
1 1
b) Si z est une fonction C! ne s’annulant pas, on pose y (t) 2 + W Alors y est solution si et
z

seulement si 9 2 (t) 1/1 1 1 1 \? 9
— - L St Ht st ==
B8 (@) t\2 z() 27 2 (1) 3

Ce qui donne

2 (t) 1 t

2
(z(1)* tz(t) " (z (1)) 0

En multipliant par ¢ (z (£))*, on obtient que y est solution de (E;) si et seulement si z vérifie

(Eo) 1tz — 2 (t) =%

c) L’équation différentielle (E5) correspond & o« = 0 dans 'exercice 1 question a). Alors
) L'éq D q

2 =12+ M\ avec \ € R.

d) On va maintenant en déduire les solutions de (E}) définies sur |0, +o0].

Soit y une solution C! définie sur |0, +oo[. D’apres la question précédente, on a nécessairement

1 1 1 1
yt) ==

R TR vE

et donc pour tout ¢t > 0 on at+ A # 0 ce qui équivaut a t # —\ pour tout ¢ > 0. Ceci possible si
A> 0.

Donc si y est solution de (E}), alors

2t 4+ A
ty= — A .
y (¢) TN avec A > 0
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Exercice 3 (6 pts.) : On considere 1'équation différentielle (E3) : t>y” — 5ty + 9y = 0 sur |0, +oo].

a) Déterminer une solution de I’équation (E3) de la forme y (t) = t* ou a € R.
b) On pose alors y (t) = t*z (t). Quelle est alors I’équation différentielle vérifiée par z ?
c¢) En déduire les solutions de (Ej3) sur |0, +o0.

Réponse.

a) Soit y (t) = t* une solution de (Es5). En remplacant dans I'équation différentielle (F3), on obtient

t2a (o — 1) 172 — 5tat®t 4+ 9t* = 0 ou bien (a — 3)*t* = 0.

Si o =3, on a alors ¢t — yq (t) = t* est une solution de (E3).
b) On pose y (t) = 3z (¢). Alors y' (t) = 3tz (t) + 32/ (t) et y” (t) = 6tz (t) + 6t22 (t) + 32" (t).
En remplacant dans 1’équation différentielle (F3), on obtient

7 (6tz (t) + 6172 (t) + 22" () — 5t (3t°2 (t) + 22/ () + 9t°2 (t) = 0.

En simplifiant, on trouve ¢°2” (t) 4+ t*2/ (t) = 0. Comme ¢ > 0, on en déduit ’équation différentielle
vérifiée par z : t2" + 2 = 0.

¢) En posant v = 2/, 'équation différentielle vérifiée par z sur ]0, 400 est équivalente a v’ + %u = 0,
qui est une équation différentielle du premier ordre. Ses solutions sont w (t) = e A € R. Dou
2 (t) = %, A € R. Encore par intégration, on trouve z (t) = ALogt + u, A p € R.

Alors les solutions de 1'équation différentielle initiale (£3) sont

y(t) =tz (t) = \M? Logt + ut®, A\ pu€R.
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