3.6. Solution des exercices

3.6 Solution des exercices

Solution de ’exercice 3.1.

a)

b)

L’équation différentielle 3" + 1/ =t + 2 est incomplete en .

Posons donc v = ¢/ et remplacons dans notre équation, on obtient
Vv =t+2,

qui est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients constants, avec second
membre.

On résout d’abord I’équation sans second membre v' + v = 0 qui donne

~t avec A € R.

vy, = Ae
On cherche ensuite une solution de ’équation v' + v =t + 2, sous la forme

v, =at+b

A

Puisque dans ce cas v,

a, on trouve que v, est solution de ’équation si et seulement si,
a+at+b=t+2.
Par identification, on trouve que
a=1 et b=1.
Donc la solution générale de I’équation v’ +v =t + 2 est

v=t+1+ et avec A € R.

I1 vient

y:/vdt:/(t—i—l—i—)\et)dt

:t+%t2—)\e_t+u, A€ R

L’équation différentielle ty” = v + t? est aussi incompléte en y.

Posons v = 3/ et remplagons dans notre équation, on obtient

tv =v 4+t
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3.6. Solution des exercices

qui est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients non constants, avec
second membre.

On résout I'équation sans second membre tv' = v qui donne
v, = At avec A € R.

On cherche ensuite une solution de I’équation tv' = v + t2.
On peut utiliser la méthode de variation de la constante, ¢’est-a-dire, on cherche la solution

générale sous la forme v = A (¢) . 1l vient

tN @) t+ A1) =A(1) t+ 12,

et donc
N(t) =1,
ce qui permet, en intégrant de trouver
At)=t
D’ou
v, =tt =t

La solution générale de 1'équation tv’ = v + % est donc

v=1t>+ At avec \ € R.

Il vient alors

y—/vdt /t2+)\t

—§t2+ /\t2+,u, A\ € R.

L’équation différentielle y?y” + ' = 0 est incomplete en t.
La méthode pour résoudre cette équation différentielle consiste a prendre y comme nou-

velle variable et v = 3/ comme variable fonction inconnue en la variable y, c¢’est-a-dire

/

viy—ov(y) =vy.

On a donc

, d dy dv ,dv dv

y'=—y =—v(y) = aidy V=
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3.6. Solution des exercices

Donc I'équation différentielle y2y” + 3" = 0 devient

d
y%d—z +v=0.

Siv=0alors y =0 et doncy =X\, A€&ER sont des solutions.
Si v # 0, on obtient

dv
2
1=
ou bien
d
dv = ——’g
Yy

qui est une équation a variables séparées de fonction inconnue v (y).

d
En intégrant / dv = / — —32/ on trouve
Y

1
v=—+\ avec A € R.
Yy

Ensuite, on résout I’équation 3/ = v i.e.
1
y/ = -+ )\7
Y

qui est une équation a variables séparées

Yy
dy = dt
(1—1—)@) 4

1 1
S S [ —
(A )\(Ay+1)) y

Par intégration on trouve les courbes intégrales

ou beaucoup mieux

My — Log Ay + 1| = A2 (t +p) avec \,u € R.

Solution de ’exercice 3.2.

L’équation différentielle tyy” — t (y')* — yy' = 3t2y* peut s’écrire sous la forme

" N\ 2 /
ty——t(g) s
Y Yy Y

qui est de type-homogene du second ordre.
La résolution de ces équations se fait en effectuant un changement de fonction inconnue en
posant

y' (t) )
ouy =uy,
y (t)

u(t) =
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et donc
y' = (uy) = yu+yu'
D’ou
1! /
LA S g
Yy )

1/ ! 2 !
Et donc I'équation ¢4~ —¢ (%) -4 = 3t? devient
u — —u = 3t,

qui est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 a coefficients constants, avec second membre.

La solution de I’équation sans second membre u’ — %u =0 est
yp = At avec A € R.

On cherche ensuite une solution de I’équation u’ — %u = 3t.
On utilise la méthode de variation de la constante, c¢’est-a-dire, on cherche la solution générale

sous la forme y = A (¢) ¢. Il vient

X(t)t+)\(t)—%)\(t)t:3t,

et donc
N (t) =3,
ce qui permet, en intégrant de trouver
A(t) =3t
D’ou
u, = 3tt = 3t*.

La solution générale de I’équation u' — %u = 3t est donc
u =3t + \t avec \ € R.

Il vient alors

/
L o324,
Y

qui est une équation différentielle du premier ordre ayant pour solution générale

y=pe" N\ peR.
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Solution de ’exercice 3.3.

Les équations différentielles en question sont linéaires d’ordre 2, a coefficients constants, avec

second membre.

a) y’ — 5y + 6y = 2e*.

L’équation homogene associée est
y" — 5y + 6y =0.
Son équation caractéristique est
r? —b5r+6=0

dont les racines sont

7”1:2 et 7“2:3.

Les solutions de I’équation homogene sont donc
y (t) = Ae* + pe® avec A\, € R.
Comme
rn=2#4 et ro=3#4,
cherchons une solution particuliere sous la forme

Yy, = ae™.

On a
yp (t) = dae™ ety (t) = 16ae™.

Alors

Yy — 5y, + 6y, = 16ae™ — 200 + 6ae™ = 2ae™.

Par identification, on trouve
a=1,
D’ou
At
Yp =€

Les solutions de 1’équation non homogene sont donc

y(t) = Ae* + pe® +e* avec A\, u € R.
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b)

y' =y +y=5

On cherche une solution particuliere sous la forme

Yp = Q.
On a donc
Yp =Yy +Yp=0-04+a=a.
D’ou
Yp = 5
L’équation homogene associée est
y// . y/ +y= 0.
Son équation caractéristique est
r?—r+1=0,

dont les racines sont

— 14 V3 —1_ V3
rn=5+%51 et ryg=3 51

Les solutions de 1’équation homogene sont donc les fonctions
Yp = (/\ oS (@t) + g sin (%gt)) e%t avec A\, u € R.
Finalement, la solution générale de 1’équation avec second membre est
y=>5+ <)\ cos <*/7§t> + psin <*/7§t>> e%t avec A, € R.
y' +vy —2y =1+ cost.
On cherche une solution particuliere sous la forme
yp =at + B+ ycost+ dsint.
En dérivant, on trouve

I p—

Y, =a —ysint+dcost et yg:—fycost—ésint.
On a donc

y;,’+y;—2yp = —vycost —dsint +a —ysint + dcost — 2at — 20 — 2ycost — 2 sint

= (0 —37y)cost — (y +30)sint — 2at + o — 20.
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Par identification, on cherche «, 5,7 et ¢ satisfaisant le systeme

.
0—3y=1
vy+30=0
—2a=1
| - 28 =0.
En résolvant ce systeme, on trouve
1 1 1
= —— = —— 6 = — e —
a=-9 P=-p 0 7T 10
D’ou
Yp = —%t— i + 1—10COSt — %sint.

L’équation homogene associée est
y//+y/_2y:()‘

Son équation caractéristique est

r4+r—2=0,

dont les racines sont

7"1:—2 et 7'2:1.

Les solutions de 1’équation homogene sont alors les fonctions
yp = e 24+ pet avec A\, pu€R.
Par conséquent, les solutions de I’équation non-homogene sont

y=ynt+yp=Xe+pe" — it —14 Lcost — Lsint avec A p€R.

Solution de ’exercice 3.4.

1
Résolution de I’équation différentielle : 3" +y = -
cos
L’équation homogene associée est
y' +y=0
Son équation caractéristique est
P +1=0
dont les racines sont
ri =1 et ro = —1.
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Les solutions de 1’équation homogene sont donc

Yn = Acost + pusint avec A\, u € R.

On utilise la méthode de variation des constantes, c’est-a-dire, on cherche la solution générale

de I’équation non homogene sous la forme
y (t) = A (t)cost + pu(t)sint.
Les dérivées X' et p’ doivent vérifier le systeme

Ny + p'y2 = 0, 1
avec y; = cost, ys =sint et c(t) = ——.

Nyi + p'yy = c(t),

Il vient alors
N cost + p'sint =0,

1
—XNsint + ' cost = —.
cost

On en déduit que
sint

N=—

et =1
cost

et par intégration on obtient
A(t) = Log (Jcost|) + o, u(t)=t+05, «a,8€R.
Une solution particuliere de ’équation non homogene est donc
yp = cost Log (|cost|) + tsint
D’otu la solution générale de I’équation non homogene est

Y=1yn+yp=Acost+ pusint + costLog (Jcost|) + tsint avec \, u € R.
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