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Exercice 1 (10 pts.) : Résoudre les équations différentielles suivantes :

a) t2y′ − ty = 1, b) y′ =
y

t
+ 1−

(y
t

)2
sur ]0,+∞[ (poser s = y

t
).

Réponse.

a) L’équation différentielle t2y′− ty = 1, est linéaire d’ordre 1, à coeffi cients non constants, avec second

membre. L’équation homogène associée est t2y′ − ty = 0. La fonction nulle est une solution. Les

autres s’obtiennent en écrivant y′

y
= 1

t
ou dy

y
= dt

t
et en prenant une primitive de chaque membre ;

on obtient Log |y (t)| = Log |t|+K, avec K ∈ R, ou bien y = C · t, C ∈ R.

On peut utiliser la méthode de variation de la constante, c’est-à-dire, on cherche la solution générale

sous la forme y = C (t) · t. Il vient t2 (C ′ (t) · t+ C (t)) − tC (t) · t = 1, et donc

C ′ (t) = 1
t3
, ce qui permet, en intégrant de trouver C (t) = − 1

2t2
.

La solution générale de l’équation t2y′ − ty = 1 est donc

y = − 1
2t
+ λt avec λ ∈ R.

b) L’équation y′ =
y

t
+ 1 −

(y
t

)2
est de type-homogène. On pose alors s = y

t
ou y = st et donc

y′ = dy
dt
= s+ tds

dt
= s+ 1− s2, qui est équivalente à tds

dt
= 1− s2.

Si 1− s2 6= 0, alors ds
1−s2 =

dt
t
ou 1

2

(
1
1+s

+ 1
1−s
)
ds = dt

t
. C’est une équation à variables séparées, qui

donne en intégrant 1+s
1−s = λt2, λ ∈ R ou bien s = λt2 − 1

λt2 + 1
, λ ∈ R.

Finalement, sur ]0,+∞[ on trouve

y = t
λt2 − 1
λt2 + 1

, λ ≥ 0.

Si 1− s2 = 0 alors s = ±1 qui donne y = ±t.
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Exercice 2 (10 pts.) : On se propose d’intégrer sur l’intervalle ]0,+∞[ l’équation différentielle de Riccati :

(E1) : t
2y′ − ty + y2 = t2.

a) Déterminer a ∈ R tel que y0 (t) = ta soit une solution particulière de (E1).

b) Montrer que le changement de fonction inconnue y (t) = y0 (t) +
1

z (t)
transforme l’équation (E1)

en une équation différentielle (E2) linéaire d’ordre 1.

c) En déduire les solutions de (E1) sur ]0,+∞[.

Réponse.

a) Trouvons a ∈ R tel que y0 (t) = ta soit une solution particulière. Puisque

t2y′0 − ty0 + y20 = (a− 1) ta+1 + t2a ≡ t2,

alors y0 est solution si et seulement si a = 1. Donc y0 (t) = t est une solution particulière de (E1)..

b) Si z est une fonction C1 ne s’annulant pas, on pose y (t) = t +
1

z (t)
. Alors y est solution si et

seulement si
t2
(
1− z′ (t)

(z (t))2

)
− t

(
t+

1

z (t)

)
+

(
t+

1

z (t)

)2
= t2.

Ce qui donne −t2z′ (t) + tz (t) + t2 (z (t))2 + 1

(z (t))2
= t2.

En multipliant par − (z (t))2, on obtient que y est solution de (E1) si et seulement si z vérifie

(E2) : t
2z′ (t)− tz (t) = 1.

c) D’après l’exercice 1) question a), la solution générale de l’équation (E2) est

z = λt− 1

2t
, λ ∈ R.

On a alors nécessairement

y (t) = t ou y (t) = t+
1

z (t)
= t+

2t

λt2 − 1 , λ ∈ R.

On va maintenant en déduire les solutions de (E1) définies sur ]0,+∞[.

Soit y = t +
2t

λt2 − 1 une solution C
1 définie sur ]0,+∞[. Donc pour tout t > 0 on a λt2 − 1 6= 0 ce

qui est possible si λ ≤ 0.

Donc si y est solution de (E1), alors

y (t) = t ou y (t) = t+
2t

λt2 − 1 = t
λt2 + 1

λt2 − 1 avec λ ≤ 0.
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