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Exercice 1 (6 pts.) :

0 0
Résoudre le probléme a valeur initiale suivant : ca—u + a_u =u? u(x,0)=p(x),
T Y

ot ¢ > 0, ¢ est une fonction donnée et u = u (x,y).

Réponse.

Considérons le systéme d’équations différentielles ordinaires

dx

3-0 ° (0) = s, (1)
dy
=L y(0)=0 (2)

La solution de ce systéme est = (t) = ct + s et y (t) = t.
Si on considére maintenant u comme une fonction de ¢, i.e. u(t) = u(x (t),y(t)), alors par la régle

de chaines et le fait que u est une solution de I’EDP, on obtient

du dxdu  dydu

U dion + @t oy =u? avec u (0) = u (2 (0),y (0)) = u(s,0) = p(s). (3)
d
Cette équation diftférentielle est équivalente a —Z = dt. En prenant une primitive de chaque membre
U
) 1 1 u (0) ¢ (s)
btient ——— 4+ —— =1t. Et d t) = = .
on obtien u(t)+u(0) onc u (t) T tu () 1—tp(s)

Alors pour chaque s, la courbe caractéristique est

Fe (x(6s),y (ts)ults) (ct+s,t,%).

La fonction (t,s) — (z(t,s),y(t,s)) = (t+ s,ct) a une fonction inverse. En effet, t = y et
Ss=x—ct=1—cy.
En substituant les expressions pour s et t dans u (¢, s) par leurs valeurs en fonction de x et y on

obtient la solution du probléeme :

 plr—cy)
uley) = L—yp(z—cy)

On peut vérifier que cette fonction est bien une solution du probléme. En effet, on a
ou 0 ( ¢ (z — cy) ) - —yplr—cy)) — (—ye (x—cy)) o (z — cy)
Jor Oz \1—vyp(z—cy) (1—yp (95—09))2
_ ¢ -w)
(1—yp (x—cy)”
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Ou  —cp'(x—cy) A —yp(z —cy)) — (- (& —cy) + ey’ (2 — cy)) p (. — cy)
0y (1—yp(z—cy))’
_ e (@ —cy) + (p (x — )’

(1—yp(z—cy)

Donc

Ju ou (e —cy))”
Or  dy  (1-yp(z—cy))’

Exercice 2 (9 pts.) : Soit a € R\ {1} et soit 'EDP linéaire d’ordre deux suivante :

=u? et u(z,0) = ¢ (z).

@—l—(l%—a) O"u +a@ =
0x? 0xdy oy?

0 (E)

a) Déterminer si I’équation (F) est hyperbolique, parabolique ou elliptique.
b) Déterminer les équations caractéristiques de cette équation.
c) Transformer cette équation en sa premiére forme canonique.
d) En déduire la solution générale de (F).
ou

e) Trouver la solution de (F) si u (0,y) =y et p 0,y) =y

Réponse.

a)OnaB?>—4AC = (1+a)’—4a=1+2a+a*—4a=1—-2a+a?= (1 —a)’. Comme a # 1, alors
B? — 4AC > 0. Donc I'équation est hyperbolique sur R2.

b) Les équations caractéristiques sont

@_B—F\/BQ—ZLAC_1+a—|—1—a_1et@_B—\/B2—4AC_1+a—1+a
dr 24 a 2 N dr 24 a 2

Les solutions de ces équations différentielles ordinaires sont respectivement y = z+c¢; et y = ax + 3.

On peut donc considérer les coordonnées caractéristiques

(v,y)=y—x et n(v,y) =y —ax.

¢) On peut maintenant effectuer le changement de variables £ = y — z et n = y — ax. Par la régle de

chaines, on a

du_oud ouin_ ou_ ou u_oudc ouon _ou o
ox  0£0x  Ondr  OE on’ Oy 0£0y  Ondy O On’
0*u 9] (EM) 9, <8u> _ %u 0*u 0*u 50U

02~ oz \og) "oz \an) " ae T anoe T acon T o
@_2(@)+3(@):82u+ 0%u N 0*u +82u

dy? Oy \9¢) Oy \In o¢r ~ onog  0son - o’

0*u _ﬁ(@)_i_ﬁ(@) :_GQu_a@% ~ Pu _a82u
oxdy  Ox \ O¢ ox \ On €2 ono¢  9E0n on?’
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En substituant ceci dans 'EDP, on obtient

0*u ta 0*u ta 0*u —|—a2@+(1+a) _Pu . Pu  Pu _a82u
0&? onog 0E0n on? 0&? ono&  0¢an on?
N 5’2u+ 0%u N 0%u _I_@?u 0
“\ogz " onoe T acon T onz)
. . 2 0*u .
En simplifiant, on trouve — (a — 1) OndE = 0. La forme canonique de cette EDP est donc
7
2
0°u _0
Inog

d) En intégrant par rapport a & puis par rapport a 7, on trouve

w(&m) =g(&)+hn),

ou g et h sont deux fonctions arbitraires. Alors

u(z,y) =gy —x)+h(y—az).

o (0,y) = % on obtient le systéme

e) Avec les conditions u (0,y) = y et

gy)+hy) =y

o (y) —all (y) =1

En intégrant la deuxiéme équation et en rajoutant la premiére équation, on trouve

1
hiy) == <y+§y3+c) .
Et donc
1
g@)—y—f%(y+§f+w)-
Alors

1

3(1—a)

_ a

u(r,y) =gy —)+h(y—ax)

— 1—a (y—ZL‘)

2
1
%xs —(a+1) 2%y + 2y + .

3
3(1—a) (y - :L‘) + ﬁ (y - am) +

(y —
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