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Exercice 1 (8 pts.) : En utilisant la méthode de séparation des variables, résoudre I’équation du télégraphe

0%u

2
+(a+ﬁ)%+aﬁu:028—u O<zxz<lI, t>0,

o ot 5 ox?
w(z,0) = f(z), 3%%®=0 0<z<l,
w(0,t) =u(l,t)=0 t>0,

(v — ) > 0,n € N,

ou ¢, , 3 > 0, f est une fonction donnée, u = u (x,t) et w? = (%)2 -
Réponse.
Nous cherchons a déterminer des solutions de ce probléme qui sont de la forme u (z,t) = X (x) T ().

En substituant dans 'EDP, nous obtenons
X@)T" )+ (a+B)X (2)T (t) + aBX (2)T (t) = X" (2) T ().

En divisant les deux cotés de cette équation par ¢2X (x) T (t), nous obtenons

1 (T (t) T' (1)
_<T® T(t)

X// (a:,)
X (z)

+ (a4 5)

+ aﬁ)

2
Le terme de gauche est une fonction de t et celui de droite, une fonction de z. Pour que ceci soit

possible, il faut que ces deux termes soient constants. Donc

i (T/l (t) Xl/ (.T)
2\ Tt X (z)

+(0¢~|—B)7;—((f))+oz6) =

= ), ol \ est une constante.
Nous pouvons aussi tenir compte des conditions au bord. Nous obtenons ainsi

w(0,)=0 = X(O)T()=0 = X(0)=0,

u(l,t)=0 = X(O)T({t)=0 = X(I)=0.
Alors X (z) satisfait le probléme
X" (z) = XX (x) avec X (0) = X (I) = 0.

Il nous faut maintenant considérer les différents cas pour .
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e Si A > 0, alors la solution générale de
X" (2) = AX (z) estX (z) = AeV™ + Be V.
En considérant les deux conditions X (0) = X (1) = 0, nous obtenons le systéme d’équations

A+ B =0,
AeVM 4 BemVM = (.

La seule solution de ce systéme d’équations linéaires est A = B = 0. Il nous faut donc exclure

le cas A > 0.

e Si A = 0, alors la solution générale de X" (x) = 0 est X () = A + Bz. En considérant les
deux conditions X (0) = X (I) = 0, nous obtenons A = B = 0. Il nous faut aussi exclure le cas

A=0.
e Finalement si A < 0, alors la solution générale de X" (z) = A\X (z) est
X (z) = Acos <\/—_>\£L’> + Bsin <\/—_)\x) :
En considérant les deux conditions X (0) = X (I) = 0, nous obtenons
A=0 et Bsin(V=X) =0,

Comme nous cherchons une solution X (z) non-triviale, nous pouvons supposer que B # 0 et

conséquemment sin (\/—)\l) = 0. Alors vV—Al = nm, n € N*, donc

)\:—(nl—?T)Q et X(x):Bsin(?.r), n € N*.

En conclusion pour que I'équation X” (x) = AX (x) avec les conditions X (0) = X (I) = 0 ait une

solution non-nulle, il faut que soit A < 0 et dans ce cas
nm
X, (z) = Bsin (Ta:> , neN.
Maintenant, considérons 1’équation pour 7' (t) :

T" (t) + (a+ B) T' (t) + (aﬁ +c (%)2) T(t) = 0.

N . O , . e 5 2
Le polynome caractéristique associé a cette équation est P (r) = r* + (a+ 5)r + (aﬁ + % (%) )
Ses racines sont —a—;ﬁ + iw,. Alors la solution générale pour ’équation de 7' (t) est

a+

T, (t) = e 3t (C, cos (wpt) + Dy sin (wyt)), ou C,, et D,, sont des constantes.
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. 2
Nous pouvons conclure que si A = \, = — (%) , alors

a+t

up, (x,t) = (Cy, cos (wnt) + Dy, sin (wyt)) sin (nl—ﬁx>

est solution du probléme

02u 82u
atg ( +6)at+a6u_6@ O<$<l, t >0,
u(0,t) =u(l,t) =0 t>0.

Comme cette équation est linéaire, nous pouvons additionner ces solutions. Donc la solution formelle

de ce dernier probléme est
Z e~ 3t (Cy cos (wpt) + Dy, sin (wpt)) sin <nl_77$> :

Si nous revenons au probléme initiale, il nous faut considérer les conditions initiales

0
w(@0)=f(x), Z(@0)=0 0<z<l
Comme
Ou (z,t) = Jioeagﬂt [(—MC + Dyw,) cos (wyt) — (MD + Cpwy) sin (wyt)] sin <TI)
at Y - 2 n n¥n n 2 n n¥n n l )
donc avec la condition — T (a: 0) = 0 nous obtenons
D = M%'
n 2 wn

“+o00o
En considérant la condition u (x,0) = f (), nous obtenons »_ C,, sin (%x) = f(x), c’est-a-dire que
n=1

les coefficients C,, pour n € N* sont les coefficients de la série de Fourier impaire de f (x). En d’autres

= %/Ol f (x)sin <nT7T:1:> dx.

termes,
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Exercice 2 (7 pts.) : Soit a > 0. On considére le filtre du second ordre régi par I’équation différentielle :

1
59 9=

a) On suppose que les fonctions intervenant dans I’équation différentielle sont toutes intégrables.
En déduire une relation entre g et f
b) En déduire g. On rappelle que f(ﬁ) (&) = mae~l et F2(f) (v) = 2nf (—2).

Réponse.

a) En appliquant la transformée de Fourier a cette équation et en tenant compte de la formule

F(g") (&) = (if)2.7:(g), on obtient

¥§+§: f
D’ou
2
~ a ~
9= a2+§2f'

b) En appliquant la transformée de Fourier inverse a cette derniére équation et en tenant compte de

la formule F~! (fg) =F 1 (f)*F 1 (g), on obtient

o) = (7 (%) +1) @),

Il nous reste & déterminer F ( o’ > Ona F(L) (&) = mae™ ¢, donc F? ( °

a2 +§2 a2 +I2 a2+x2

2

) = F (raeel].

Comme F?(f)(z) = 2nf(—x), alors F (rae ) = 27ra2“+—2xz. En appliquant la transformée de

a

. . , . . _ 2 _
Fourier inverse & cette équation, on obtient F =1 ( 5% ) (z) = Ze alz],
’ a?+€ 2

Finalement oo
gie) = (55 1) @ =5 [l @y
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