U.S.T.H.B. 2014-2015 Semestre 2 Math 4 : Analyse complexe
Faculté de Mathématiques 28me Lic, ST-GP, Section G

Série d’exercices n° 5 : Théoréme des résidus

Exercice 1 :

22 — 2z e*
Trouver les résidus de (a z) = et (b z) = en tous les poles a
@76 = gy O 0= 5 b
distance finie.
Solution.

(a) f(2) possede un pole double en z = —1 et des poles simples en z = £2i.

Le résidu en z = —1 est

2_9 244)(22—2)— (22 —=22) (2 14
mﬂ__{&+ng 22 }:hn@4—ﬂz ) (o2)0) 14
z——111dz (z+1)% (224 4) 21 (22 + 4) 25

Le résidu en z = 2i est

22— 2z —A4—4 T+

E%{“_Q”'@+1f@+awu_aw}_<%+1f@w 2

Le résidu en z = —2¢ est

(—2i+1)°(—4i) 25

22 — 22 } —4 445 7T—1

1m1{@+2ﬂxz+n%z+%ﬂz—%) -

z——21

possede des poles doubles en z = 0, &7, 27, ... i.e. 2z =mm, m € Z.

(b) f(2) = =
sin” z
Meéthode 1.

Le résidu en z = m est

lim —— 5 3

d (z —mm g €7 ~ lim e* [(z — mw)Qsinz +2(z—mm)sinz —2(z — mﬂ)Qcosz}
z—mm 1 dz sin® z T sind 2

En posant z — mm = u ou 2 = u + mm, cette limite peut étre écrite sous la forme

e u?sinu + 2usinu — 2u®cosu] . u’sinu+ 2usinu —2u®cosu
lim —3 =™ lim — =",
u—0 sin” u u—0 S

Méthode 2. (4 l'aide des séries de Laurent)

z

e
Cette méthode consiste a développer f(z) = —5— en série de Laurent dans le voisinage de
sin” z

qui est le résidu demandé. On pose pour

z = mm et & chercher le coefficient de
Z— mT
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simplifier les calculs, z = u+mm. On doit alors développer la fonction en série de Laurent dans

mmnu u

. . . C 1 € €
le voisinage de u = 0 ; la fonction considérée prend alors la forme —5————— = ™"

sin® (mm + u) sin

A T’aide des développements de Maclaurin de e* et sinu on trouve par division

mm m

W1+u+g+§+...

© sn?u ud | b - 2 gl 2

(u—ﬁﬁ—a—...) U(l—gﬁ—y—)
mW1+U+g+§+-.- :emﬂ(l 1 5 wu )

2 (1 _ w2 | 2ut
u(l AT

m

u? ud

=€

le résidu en z = m7 est donc ™.

Exercice 2 :

1 4
Calculer i P2 _i T 2)dz le long du cercle C' d’équation (a) |z| = 3 et (b) |z| = 1.
c
Solution.
(a) La fonction a intégrer 202 j 22+ 2) posséde un poéle double z = 0 et deux poles simples
en z = —1 4 [ racines de 2% + 22 + 2 |. Tous ces poles sont intérieurs a C : |z| = 3.
Le résidu en z = 0 est
1d z 2422 4+2)e —e* (2242
i =4[ e :hm(z+ z+2)e 62(Z+ ):0.
20 1! dz 22 (22 +22+2) z—0 (22422+2)

Lerésiduen z = —1 + i est

e —1+42

z ) e* z—(—=1+1) e 1t 1 e
= lim — lim = Y
(22 + 22 +2) z——14i 22 z——1+i | (22 4+ 22 4 2) (—1+14)" 2 4

lim {(Z— (~14+1)

z——1+1

Lerésiduen z = —1 — 7 est

hm,{@—04-4»ﬁ( < }: im < lim {Z_(_L_”}:(eli AL

z——1—1i 224+ 224+ 2) z——1—i 2% z——1—1i (22 + 2z + 2) -1 - 1)2 —21 4

On a alors par le théoréme des résidus

1 e
— dz = somme des résidus intérieur & |z| = 3.
27?2'7{22(22—%224—2) 12
c
—1+4i 1 1
:0_1_64 + & 1 :%cos(l).

(b) Le seul pole intérieur a |z| = 1 est z = 0. Puisque le résidu en z = 0 est 0, on a donc

1 e?
— dz = 0.
27m'jq{22 (22+22+42) N
c
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Exercice 3 :
o0 —+00

+
1
Evaluer (a) / dx et (b) / 5 dx.
/ 20+ 1 (22 4+1)" (22 4+ 22+ 2)

Solution.
Imz
(a) I'r
1
On considére / T 1dz, ou C' désigne le contour fermé
z
c
de la figure ci-contre formé du segment [—R,+R] et du
demi cercle I'p décrit dans le sens direct. Re s
37 57i Tmi 9mi 11me _R ? R

. jus’ 37 el Ty 9me
Puisque 2+1 =0pourz =e%,e6 ,e 6 ,e6 ,e6 ,e 6 ,

ces valeurs de z sont les poles simples de .
264+1
3mi

Seuls les poles e%i, e’ et %" sont a lintérieur de C , d’ot1 en utilisant la regle de L’Hopital :

i3 i3 1 1 1 —57i
Résidu en es = lim {(z — e?> } = lim — = EGST,

6 5
Z*}@%l Z + 1 Zg}e%l 62
) 3mi ) 3mi 1 ) 1 1 —smi
Résiduenes = lim (z—eb‘) 5 = lim —=-e2,
S 2+1) 627 6
: smi : smi 1 : 1 1 —25mi
Résiduenes = lim (2—66) 5 = lim —=_-e2
. 2+1) 62 6

D’ou
1 ]_ —5me 1 —5me 1 —2571% 2
/ dz = 2mi{ —e 6 e 4 e 3 :_ﬂ’
264+1 6 6 6 3
c
i.e.
‘ 1 1 2
T
d dz = —. 1
/x6+1 x+/z6+12 3 (1)
-R I

Si 'on prend la limite des deux membres de (1) quand R — +o0 et si l'on utilise le fait que

. 1 . 1
lim dz = lim —
Rotoo | 20 +1 R—+o0 | (Rei®) 41
Tr 0

Rie“dh = 0,

R +o0

. X 1 2
on obtient Rl_l:l_loo o 1d:c = /xﬁ n 1da: = 5

-R —00
s 17
Noter que /—dx = —/ dr = E_
26 4+1 2 ) 26 +1 3
0 —00
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22

(22412 (22422 +2)
sont 2 = ¢ d’ordre 2 et z = —1 + ¢ d’ordre 1.

(b) Les poles de situés a lintérieur du contour C' de la figure de (a)

Le résidu en z = 7 est

. 2 22 —12+9¢
z—i dz (z—1)" (z+14)" (22422 +2) 100

Lerésiduen z = —1 + 4 est

| ' 52 _3—4i
Zlﬂgl+i{(z— (—141)) (Z+ 12 (2= (—1410) (= — (-1 —i))} N '

D’ou

22 12490 344 T
5 dz = 2mi + = —
J (224 1) (22 + 22+ 2) 100 25 50

R

ou
2

x? z e
/ 5 dx +/ 5 dz = —.
(22 +1)" (22 4 22 + 2) (224 1)" (22 + 22+ 2) 50

-R Tr

En prenant la limite de ces expressions quand R — 400 et en remarquant que la deuxiéme

intégrale tend vers 0

™

. 2 . (Rew)Q . if
Rhl}: T 12 (72 19, 1 2 dz:RhT 5 Rie™df = 0,
e (22 +1)7 (22 + 22+ 2) < ((Rei")2 + 1) <(Rew)2 +2Rei + 2)
nous obtenons le résultat demandé. i.e.
+oo
/ x? e
5 dr = —.
(224 1)" (22 4+ 22+ 2) 50
Exercice 4 :
27 27
1 1
Eval df et (b —df.
valuer (a) /3—20080+sin0 et ( )/2+sin6?
0 0
Solution.
0 _—if -1 i0 —if -1
(a) Soit z = €. D’oti sinf = c 2; == 2; , cosl = c +2€ == —|—2z , dz =izdf et
alors
7 1 1 d 2
/ N dezf —1 1_z:f . . dz?
3 —2cost +sind 32zt 422 ip (1—2i)224+6iz—1—2i
0 c v c
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ou C est le cercle de rayon 1 centré & l’origine.
2

1-2)2+6iz—1-2 sont les poles simples

Les poles de

~6id (60 —4(1-20) (-1 -2) _gi 44 TN
Z = - = — =2 —170u
2 (1 — 2i) 2 (1 — 2i) 5
Seul = — ‘ est a l'intérieur de C.
9
Le résidu en ! est

. 2—1 2 . 2 1
lim z — - - - > = lim : - = —
a2 5 (1 —2i)224+6iz—1—2i om2t 2(1—2i) 2+ 60 21

d’aprés la regle de L’Hopital.

2 1
D’ou %(1 9 2 4 6ir =1 2Z,dz = 27rz'2—2, =7, qui est la valeur demandée.
c
. e —e 0z 271 s .
(b) On pose z = €. D’ou sinf = 5 == dz = ie®dz = izdf et donc
i i
2w
/ 1 " 7{ 1 dz 7{ 2 p
_— = _— —Aaz
2 4 sin 6 2 4 z=271 4y 224 4iz—1 7
0 C 2i C

ou C' est le cercle unité centré a l’origine.

Les poles de sont obtenus en résolvant 22 + 4iz — 1 = 0 et sont donnés par

22+ 4iz—1

L —2i + \/(2¢)2 —(=1)(1)
B 1

— 2i+/ 3= <—2i\/§>z‘.
Seul (—2+\/§)iest a lintérieur de C, car
(<24 v3)i|=2-vB<tet |(-2-VB)i| =2+ V3> 1.

Le résidu en (—2 + \/g) 7 est

l { (== (-2+v3)9) 2 } I 2 -
im z— |- i) ————— ¢ = im - =
2o (~243)i 22 +diz -1 c(—24v3)i 22 H 4 /30
d’aprés la regle de L’Hopital.
. 2 o1 2r )
Dotut ¢ ————dz = 27m7 = —, qui est la valeur demandée.
1

22+ 4iz—1 V3i V3



Exercice 5 :
+oo
cos (mx) T
Montrer que /$2—de = §€ , m> 0.
0

Solution.

imz

dz ou C' est le contour de la figure de I'exercice 3. La fonction & intégrer

. 1s (&
On considére j{

2241

C
posseéde des poles simples z = +i, mais seul z = 7 est intérieur a C.

Le résidu en z = i est

?H%{(Z_i) (z—j;ﬂé—i-i)} -

D’ou
eimz . e~ m .
7{22 n 1dz = 271 <7) = Te
c
ou
i imx imz
e e m
/x2+1dx+/z2+1dz:7re
-R I
1.e.
r r : imz
cos mx [ sinmx e o
/x2+1dx+z/x2+ld$+/22+1dz:7Te )
-R -R I'r
Puisque
R R R
sin mx cosS mx cosmx
dr=0¢et dr =2 d
/:1:2+1x e/:ﬁ—i—lm /:U2—|—1 o
-R -R 0
on aura
R )
cos mx e —m
2/x2+1dx+/22+1dz:7re .
0 Tr

Si l'on fait tendre R vers oo et si 'on utilise le fait que

eimz A eimR et 7r eimR cos Ge—mR sin 6
lim 5 dz = lim —————df = lim / — df =0,
R—+oo | 2241 R—too | (Re?)” 4+ 1 R—+00 (Re)” +1
Tr 0
+o0o
CcoS Mz
on obtient le résultat demandé. i.e. dr = ze‘m.
24+ 1 2
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Exercice 6 :
—+oco

sinx s
Montrer que / dr = 5
0

Solution.
La méthode de l'exercice 5 nous conduit & considérer
I'intégrale de — le long du contour de la figure de
z

I’exercice 3. Toutefois étant donné que z = 0 appar-

tient au contour d’intégration et qu’une singularité ne

peut appartenir a un tel contour, on modifie celui-ci en

évitant le point z = 0 comme il est montré a la figure
ci-contre ; on obtient ainsi le contour Cg, = [-R,—r|UT, U[r,R]UTg ou I', et I'g sont des
demi cercles centrés a l'origine de rayons r et R.

eiz
Le point z = 0 étant a 'extérieur de Cg,, on a 7{ —dz =0 ou
z

CRJ‘

-r ) R )

/e—dx+/e—dz+/€—dx+/e—d,z:0.
T z T z

"R T, T Tr

En changeant z en —x dans la premiére intégrale et en combinant avec la troisiéme, on trouve

R . . .
el$ _ e—%m eZZ 612
—dr + | —dz+ | —dz =
x z z
T 'y FR
ou
R A .
_[sinz e'* e'*
2i dr = — | —dz — | —dz. (2)
x z z
T I FR
On fait tendre r — 0 et R — +o00. La deuxiéme intégrale du second membre tend vers zéro car
s K
iz 6iR(cos 0+isin0) ) ) )
lim [ —dz= lim [—————Rie“d) = lim [ie"*%c 000 =
R—+o00 z R—+00 Re? R—400
T 0 0

Si 'on pose z = re? dans la premiére intégrale du deuxiéme membre de (2), on voit que sa

limite est
¥4 wre

—lim | —dz = —lim _ire®df = —lim [ e df = wi
r—0 z r—0 ret? r—0

T, ™ T
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par passage a la limite sous le symbole d’intégration.

On a donc

Exercice 7 :
—l-ooxp_1 -
Montrer que / dr = — , 0<p< 1.
l+zx sin (pm)

0

Solution.
p—1

Considérons j{ -
1+

dz. Le point z = 0 étant un point
z

c
de branchement, on utilisera le contour C' = [r, RjUT'z U

[R,r] UL, de la figure ci-contre, I', et I'r sont des cer-

cles centrés a l'origine de rayons r et R, ou l'axe réel

Rez

positif est la coupure et ou [r, R| et [R, r| coincident avec
I’axe des z mais sont montrés séparés pour une meilleure

compréhension.

La fonction que l'on intégre a un podle simple z = —1

intérieur a C.

Le résidu en z = —1 est
lim (z+1) G - (_1)p—1 _ (em‘)p—l _ =)
z—-1 1+z N - :

2Pl ,
On a donc f dz = 2mie® V7 oy
1+

z

p—1 p—1 p—1 p—1 )

/ - dz + / - + / : dz + / - dz = 2mie®P~ D™
1+z2 1 142 1+2

[TvR} I'r [RJ’] 'y

On peut donc écrire

0, .

o l 0 2miy P (re)” " .

' ~ 7 _aret — - (p—1)mi

/ /1+R wZRe d9+/1+ i +/1—|—T6i92r6 df = 2mie'” ,

r 0 R 2

ou l'on a posé z = ze*™ pour 'intégrale le long de [R, 7], Pargument de z ayant augmenté de

27 en parcourant le cercle I'g.
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Si ’'on prend la limite quand » — 0 et R — +o00, remarquant que la deuxiéme et la quatriéme

intégrales tendent vers zéro, on trouve

Rez

—R 0 R g

9/11

+o00 0
p—1 2mi(p—1) .p—1 .
/ T da + /idac = e 17
1+z 1+2
0 400
ou
+o0 o1
(1 — 62”(1”1)) / T dx = omier- Vi
1+2
0
si bien que
+m . y . . .
/ Pl d 2mieP—1mi 271 271 271 s
xr = . = : . = —— . - = — - =
1+ 1 — e2mi(p—1) e—(p—1)mi _ pmi(p—1) e~ PTipmi _ omipo—mi eTip _ o—pmi sin (pﬂ-)
0
Exercice 8 :
+oo
Ch (az
Montrer que / ( )da: = T , oulal <1
Chzx 2 cos (%)
0
Solution.
az I
Considérons / Ceh dz ou C est un rectangle de som- e
z ,
3me
¢ : S : 2
mets —R, R, R + mi, —R + i, voir figure ci-contre. R4 , R+ i
Les poles de oo sont simples et sont obtenus pour
2 i
Chz=0,ie z= (k—l—%)m’, k € Z.
Le seul pole situé a 'intérieur de C' est %r R . R
o | =
Le résidu de Chs en z = 7 est
. e%”? s V% in
lim (z — & = — = ——— = —ie’ 2.
z—ix ( 2 ) Chz Sh (%) isin g
On a donc d’apres le théoréme des résidus,
2z =2mi | —ie = 2me
Ch z ’
c
ce qui peut s’écrire
R , — , )
el p 6a(R+zy) p ea(:z:JrTrz) y 6a(fR+zy) y in 5
—dr+ | —————idy+ | =———=dr + | =———————idy = 2me" 2.
/k%x /Chu%+w)z’ /Ch@+ﬂ@ /Ch@R+zw Y (3)



Quand R — +o00 la deuxiéme et la quatriéme intégrale du premier membre tendent vers zéro.
Pour montrer cela considérons la deuxiéme intégrale ; de

€R+iy + e—R—iy
2

ek,

|ICh (R +iy)| =

AN

> S {lem ] = e} = 5 (e - e

on déduit

a(R+2y el (a-1)R
——dy| < dy = 4mwe'*™
Ch (R + 1y) Y _/A—ieRy m

0

et le résultat en découle si l’on remarque que le second membre tend vers zéro quand R — +o0
car |a| < 1.
De la méme fagon on peut montrer que la quatriéme intégrale du premier membre de (3) tend

vers zéro quand R — +oo. L’égalité (3) devient alors

R

e [ e in
li d amt dr p =2me®2
Rotoo /Chx v /Chaz * e
~R -R
ou
R
(1+e™™) i A R———
e im x = 27e
R—+o0o | Chuz
-“R
car Ch (z 4+ mi) = Chz. On a donc
e 2met’s 27 s
R—+o0o | Chuz Chzx 14 eam  gmay 4 a5 cos (%)
-R —00

0 +o00o
eax 6(127 T
—d der =
/Chm x+/Chx o cos (%)
—00 0

on tire en changeant x en —x dans la premieére intégrale

“+oo “+oo
e e Ch (ax) T
/Chx x+/Chx v Chzx o cos (%)’
0 0

d’ot 'on déduit le résultat cherché.

Exercice 9 :

+oo
L 211
Démontrer que / w
¢ +1
0

dr = mln2.
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Solution.

Lo '
On considére % %dz le long du contour C' formé Im =
z
C r
d’une portion de 'axe réel de —R a R et du demi-cercle I’
Log(z +1
de rayon R, voir figure ci-contre. Le seul pole de %
z
intérieur a C est le pole simple z = i, et le résidu est X
. . . Rez

On a donc d’aprés le théoréme des résidus
Log (z + 1) . : . (Log (21) , 1,
————2dz =2miRes (f,i) = 2mi — =mLog (2i) = wln (2) + =7,

2241 1 2
C

en utilisant la détermination principale du logarithme. Ce résultat peut s’écrire sous la forme

R
L ' L ' 1

x2 41 22+1
-R T
ou
0L RL + Log (z + 1) 1
/ og x—HdaH—/ Og T +1) +/Mdz:7rln(2)+—ﬂ'2i.
2?2 +1 x? 2241 2
“R 0 T

En changeant z en —x dans la premiére intégrale, on obtient

R R

Log (i — x) Log (i + z) Log (z + 1) 1,
P e [ e [FE e = am )+ g
0 0 T

ou puisque Log (i — x) + Log (i + =) = Log (i* — 2%) = Log (2 + 1) + 7,

R

R
Log (2% + 1) i Log (z + 1) 1,
0 0 r

Quand R — +oo l'intégrale le long de I" tend vers zéro car

L ' [TLog (R et + i . Log (R 2
lim /Mdz = lim / o8 ( © +Z)Rie”dt < lim |47 og (i +1)+ TRl =o.
R—+00 R? e?t 41 R—+00 R? -1

r 0

On a alors en prenant les parties réelles et imaginaires

R +o00
2 2
Log (= +1)da:: /Log(x +1)dx:7rln2.

R—Yoo 2 +1 24+ 1



