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Description du Cours

Objectif du Cours

L’objectif du module Séries (Math 3) est I’étude des sommes infinies
Ug + U + U2+ oo + Uy + .ne

Ces notes de cours donnent les principales définitions et les résultats concernant ces sommes

infinies (séries), illustrés par des exemples.

Contenu du Cours

e Séries numériques

Suites et séries de fonctions

Séries entieres

Séries de Fourier

Résultats d’apprentissage

A la fin du cours, I’étudiant doit avoir une compréhension approfondie de la théorie des séries
et devrait étre en mesure d’appliquer ces connaissances pour résoudre les exercices dans une

variété de contextes. En particulier, ’étudiant doit étre capable de :

v



Description du Cours

Comprendre ce qu'une série est.

Comprendre la distinction entre une suite, suite des sommes partielles et une série.
Comprendre la condition nécessaire de convergence.

Etudier la nature des séries en utilisant les divers criteres de convergence.
Comprendre la convergence absolue et semi convergence.

Etudier la convergence simple et uniforme des suites et des séries de fonctions.
Trouver le rayon de convergence et la somme d’une série entiere.

Trouver le développement en séries entieres d’une fonction.

Etudier la convergence d’'une série de Fourier.

Développer une fonction en série de Fourier.

Trouver la somme des séries numériques en utilisant les séries de Fourier.
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Rappel sur les suites numériques réelles

Une suite numérique réelle est une application
f: N — R

n — f(n).

e On note f (n) par u(n) ou u,.

e u, est le terme général de la suite (uy,) ou (uy), , ou simplement (u,).

neN >

e La suite (u,) converge vers une limite [ si

Ve >0, 3 N € N tel que Vn > N implique |u, — | < e.

| — l
€ ! +¢€

] \ / j

u, pour n > N

On lit "la suite (u,) tends vers [ lorsque n tends vers +00” et on écrit lirf u, =1 ou
n—-+0oo

simplement w,, — [.
e La suite (u,) diverge si elle ne converge pas ou lim wu, = t+oc.
n—-+00

e Si la limite d’une suite existe elle est unique.

e Une suite réelle croissante et majorée converge.



0. Rappel sur les suites numériques réelles

e Une suite réelle décroissante et minorée converge.

e Deux suites (u,) et (v,) sont adjacentes, si (u,) croissante, (v,) décroissante, u,, < v, et

nEIJPOO (up, — v,) = 0.

e Si (uy) et (v,) sont deux suites adjacentes, alors elles convergent vers la méme limite.

Suites de Cauchy

On dit que (u,,) est une suite de Cauchy si

Ve >0, 3 N € N tel que Vn,m > N implique |u,, — u,,| < €.

€
T
1 [
] Up, U, L
n,m>N

e Une suite (u,) converge si et seulement si elle est de Cauchy.

e Si (u,) n’est pas une suite de Cauchy, elle diverge.
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Séries numeériques
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1.1. Généralités

1.1 Généralités

Soit (u,) une suite de nombres réels, on pose

So = uo,
Sl = U +U1,

SQIU0+U1+1L2,

Sn:u0+u1++un: Zuk
k=0

Définition 1

e La suite (5,), est appelée suite des sommes partielles.

e La limite de (.5,) est appelée série de terme général u,,.

—+o00
Notation. Une série de terme général u, est notée > u,, ou > u,, ou simplement »  u,.
n=0 n>0
1.1.1 Convergence
Définition 2 (Convergence)
+o00o
Si (Sp),, est convergente vers S, la série ) u, est dite convergente et
n=0
+oo
S= lim §,= u
n—+o0o " Z "
n=0
est sa somme.
Une série qui n’est pas convergente est dite divergente.

Le nombre 7, =S — S,, = Ups1 + Upio + ... est appelé le reste d’ordre n.

Exemple 1
a) Série géométrique. Le terme général d'une série géométrique est u,, = ar™, a # 0.
1— Tn+1
. 7 r # 17
La somme partielle S, = IL—r
a(n+1), r=1.
+o0
La série Y u, est convergente si |r| < 1 et divergente si |r| > 1.
=0
n o "
Dans le cas de convergence ) u, = .
n=0 1 -T

4



1.1. Généralités

1

érie harmonique. Le terme général d’une série harmonique est u, = —, n .

b) S h Le t 1 d’ h t Uy, , n € N*
n

+oo 1 QRS
La série Y — est une série divergente. On écrit »  — = +oc.
n=1"N n=1M
) Jio ) ! ! ! S tielle est
c Uy OU Uy = ———— = — — . Sa somme partielle es
= " nn+1) n n+1 P

S Fust .+ (Lo, (Lo ;1
n=1u U Uy = —_ = _ — — R — _ )
! 2 2 2 3 n n—+1 n+1
+o00

On a lim S, =1, alors la série ) u, est convergente et sa somme S = 1.

n—-+00 n—1

+oo
On écrit Y u,=1. m

n=1
Condition nécessaire de convergence

Si ) u, est convergente, alors lim w,, = 0.
n—+oo

Remarque 3

a) La condition lim wu, = 0 n’est suffisante.
n—+oo

b) Si lirf u, # 0, alors > u, est divergente. m
n——+0o0

Définition 4

Si lim w, # 0, la série ) u, est dite grossierement divergente.
n—+oo

Exemple 2
1 T
a) On a lim — =0 mais la série Y — diverge (non grossierement).
n—+oo N n=1
400 T ™
b) La série ) cos — est grossierement divergente car lim cos—=1#0. m
n=1 n n——+00 n

1.1.2 Propriétés

Proposition 5
Si les séries > u,, et > v, ne different que par un nombre fini de termes, alors les deux séries

sont de méme nature. En cas de convergence, elles n’ont pas nécessairement la méme somme.




1.2. Séries a termes positifs

Corollaire 6
On ne change pas la nature d’une série Y u,, si on lui rajoute ou on lui retranche un nombre

fini de termes.

Remarque 7

La nature d’une série ne dépend pas de ses premiers termes. m

4 )
Proposition 8
+00 +oo +oo
Si Y u, = U et > v, =V sont convergentes, alors Y, (ou, + pv,), a,f € R converge et
n=0 n=0 n=0
+o00
> (auy, + Bu,) = aU + V.
n=0
- J
Exemple 3
T /3 2 oo
Considérons la série n;l (Q—n + m) Cette série est convergente car les séries n;l on et
+o0 1
—— convergent. De plus on a
n; n(n+1) & P
+00 +oo +oo
3 2 1 1
—F — | =3 — 42 ——— =3X142x1=5.m
Y (o) P F oy 1

Définition 9 (Critere de Cauchy)

Une série est dite de Cauchy si la suite des sommes partielles est de Cauchy i.e.
Ve >0, 3 N € N tel que Vn,m € Nym >n > N implique |S,, — S,| < e,

ou
m

D e

k=n+1

Ve >0, 3 N € N tel que Vn,m € Nym >n > N implique <e.

1.2 Séries a termes positifs

Définition 10

Une série > u, est dite série a termes positifs si u,, > 0 pour tout n > Ny, Ny € N.

Exemple 4

+o00o

La série >
2

n=1 T

est une série a termes positifs. m



1.2. Séries a termes positifs

Proposition 11

Une série a termes positifs ) u, converge si et seulement si la suite des sommes partielles (S,,),,

est majorée.

1.2.1 Regles de comparaison

Th )
Soit > u, et Y v, deux séries a termes positifs. On suppose que 0 < u,, < v,, pour tout n € N.
Alors :

éoréme 12 (Reégle de comparaison)

e > v, converge = Y u, converge.

e > u, diverge = > v, diverge.
N J

Exemple 5

.y ok ] 1
Considérons les séries Y sin | — | et Y —.
(1 1 s NS -
On a 0 < sin on < on et n;OQ_” est une série géométrique convergente, alors la série

+oo . 1
> sin [ — ) est convergente. m
n=0 2

~

Un+1

G

héoréme 13 (Reégle de comparaison logarithmique)
Un+1

<

Soit Y u, et > v, deux séries a termes strictement positifs. On suppose que 0 <
n Un

pour tout n € N. Alors :

e > v, converge = Y u, converge.

e > u, diverge = > v, diverge.
- J

Exemple 6

’ +oo
Etudier la convergence de la série > 3 en utilisant la regle de comparaison logarithmique
n=0
+oo 1
avec la série —.
n=0 2n
2 1 n 3 3" 3 1 n
Posonsun:n+ et v, = —. Onau+1:n+ X = nt S—ZE,alorsla
3n 2n U 3*l  n+2 3(n+2) T 2 Un,
tTon4+2 Tt 1
série > ;; est convergente car » o lest. m
n=0 n=0



1.2. Séries a termes positifs

\

Théoréme 14 (Critere d’équivalence)

Soit Y u, et > v, deux séries a termes strictement positifs. On suppose que

lim % =17, 140, [ # +oo.

n—-+oo Un,

Alors, les deux séries Y u,, et > v, sont de méme nature.

Exemple 7
o0 +o0 1 3
1. Soient les séries > u, et > v, telles que u, = Log(l + 2—n) et v, = on
n=0 n=0
Uy, “+o0o “+o00o

Ona lim — = -, et comme Y v, est convergente, alors »_ u, l’est aussi.
n—+o0o Uy 3 n=0 n=0

+o0 +o0 1 1
2. Soient les séries »_ wu, et Y v, telles que u,, = — et v, = Log(l + —).
n=0 n=0 n n
+oo

. u Id . 7 . . . . .
Ona lim —= = 1. La série > u, est la série harmonique qui est divergente, donc il en
n—+00 Up, n=0

+o0
est de méme de > v,. ®
n=0

Théoréme 15 (Comparaison avec une intégrale)
Soit f : [1,+00] — R" une application continue, décroissante et positive.
One pose u,, = f (n) pour n € N*. Alors

+oo

Z u, converge <= f (x) dx existe.
1

- J
Exemple 8

1
1. Considérons I'application f : [1, +oo[ — R définie par f (z) = —.

‘1 ‘1 teo 1 ’
On a / —dr =Logt et lim —dz = +o00. Donc > — diverge.
1 T X —

1

2. Soit la fonction f : [1,4+00[ — RT définie par f (x) = s+ D)

La fonction f est continue, décroissante et positive.

t t 1 t
On a / f () dx =Log
+0 11

T Log§ et comme tLiinoo 1 f(z)dr =Log2 < +o0, la série

nz::l m est alors convergente. m



1.2. Séries a termes positifs

1.2.2 Séries de Riemann

Définition 16
+o0o

On appelle série de Riemann ) u, toute série dont le terme général est de la forme
n=1

1
U, =—, n>1let a€R.
nOé

Remarquons que les séries de Riemann sont des séries a termes positifs et

0 sia >0
lim w, = 1 siaa=0
n——+o0o
400 sia<0
On conclut que si a < 0, la série de Riemann est divergente puisque le terme général ne tend

pas vers 0.

Si o =1, on obtient la série harmonique qui est divergente elle aussi.

Examinons le cas o > 0, o # 1.

Soit la fonction définie par

fo: [1,400] — RT

1
a
La fonction f, est positive, continue et décroissante car la dérivée f;, () = ———— <O0.
x

¢
1

On a / fo () dx = T o (7>t — 1) et donc

1

+0o0 si0<a<l1

lim /ltfa (x)dx = 1

t—=+o0 sia>1

o —

Alors, la série de Riemann est divergente si 0 < o < 1 et convergente si a > 1.

Proposition 17

+o00
La série de Riemann ), — converge si et seulement si o > 1.
n=1T
Exemple 9
+o00 +o00
Les séries Y. — et > /n sont des séries de Riemann divergentes. m

n=1 n n=1



1.2. Séries a termes positifs

~

Groposition 18 (Reégle de Riemann)

Soit » w, une série a termes positifs.

e S’il existe « > 1 et M > 0 tels que n“u,, < M pour tout n € N, alors > u,, converge.

e S’il existe « < 1 et m > 0 tels que n®u,, > m pour tout n € N, alors >, u,, diverge.

. J

~

p
Corollaire 19

Soit > u, une série a termes positifs. On suppose qu’il existe o € R tel que lim n%u, = I,

n—-+0o
[ #0,1# +o0. Alors, la série Y u,, converge si et seulement si « > 1.
- J
Exemple 10
+00 +o0
Considérons la série > <en% - 1). Ona lil}rl n? (en% — 1) =3, a=2>1,alors ) (en% — 1)
n=1 n—=7+00 n=1
converge. m
1.2.3 Critere de D’Alembert
éroposition 20 \

Soit Y, une série a termes strictement positifs.

un—i—l

o Silexiste M e R, 0 < M < 1 tel que < M pour tout n € N, alors la série Y _ u,, est

n
convergente.

. Un+1
o Si It
un

> 1 alors la série »  u,, diverge.

-

Gorollaire 21 (Critere de D’Alembert)

AN

. T . .. . Un+1
Soit Y u,, une série a termes strictement positifs, posons lim ——— = [.
n—-+oo Unp,

e | <1= > u, converge.
o [ >1= > u, diverge.

e [ =1, on ne peut rien conclure.

o /

10



1.2. Séries a termes positifs

Exemple 11
1. Soit la série de terme général u,, = -
n!
sy 1
. Un+1 . 1)! .
Ona lim —= = lim (nt): lim =0<1
n—+00 Uy, n——+o0 o n—+oom + 1
“+o00o
Alors, la série ) — est convergente.
n=0 TV
n
2. Soit la série de terme général u,, = —-
n!
(”+1)n+1 n
. Upga . 1! . n+1
Ona lim = = lim (nn;n):hm =e>1,
n—+oo Uy, n—-+o0o gy n——+o0o n
400 nn
et par suite la série > — est divergente. m
n=1 T

1.2.4 Critere de Cauchy (ou regle de Cauchy)

groposition 22

Soit Y u, une série a termes positifs.

e Si {/u, > 1 pour tout n € N, alors la série )  u,, diverge.

\

e S’il existe M € R, 0 < M < 1 tel que {/u,, < M, alors la série > u,, converge.

Gorollaire 23 (Critére de Cauchy)

Soit Y u, une série a termes positifs, posons lim /u, = .
n—-+00

e | <1= > u, converge.
o [ >1= > u, diverge.

e [ =1, on ne peut rien conclure.

N

AN

Exemple 12

“+o00 1 n
Soit la série Y u, de terme général u,, = (a + —p) ,avec a >0 et p > 0.
n

n=1

1\" 1
On a lim Vv Un = lim { (a—l——) = lim <G+—p>:a

n—-+o0o n—-+o0o np n—-+o0o n

11



1.2. Séries a termes positifs

Alors, la série est convergente pour a < 1 et divergente pour a > 1.
Si a = 1, on ne peut rien conclure en utilisant le critere de Cauchy.

Mais on a

1—p 1 Slp>1

1\"]"
(14—5) ] =4 e€ sip=1

400 si0<p<l1

1 n
lim wu, = lim <1—|——> = lim
np

n—+4o00 n—-+0o

Le terme général ne tend pas vers zéro, la série est donc divergente. m

Une question se pose maintenant, peut-on avoir des limites différentes en appliquant les deux

criteres de d’Alembert et celui de Cauchy?

La réponse est donnée par la proposition suivante.

groposition 24

Soit Y, une série a termes strictement positifs.

1S lim 2™~ £ 0et lim =1y # 0, alors [ = Iy,

n——+oo Unp, n——+oo

2. Si lim Unt1 _ l, alors lim {/u, =1.

n—-4oo Unp, n—-+4oo

N

J

+o0o

La réciproque du deuxieme résultat est fausse. En effet, il suffit de considérer la série > u,, ou

n=0
(%)n si n est pair,
2 (%)n si n est impair.

) Un i1 sl n est pailr,
lim

n—-4o0o Unp,

si n est impair.

Wi Wl

Alors, le critere de d’Alembert ne s’applique pas.
Pourtant, lirf U, = 3 < 1, donc le critere de Cauchy s’applique et la série converge.
n——+0oo

Cet exemple montre que le critere de Cauchy est plus puissant que celui de D’Alembert.

12



1.2. Séries a termes positifs

1.2.5 Critére de Raabe-Duhamel

@'oposition 25 \

. PPN . .. . Up+1
Soit > u, une série a termes strictement positifs. Posons lim n (1 - ) =1
n—-+oo Unp,

e | >1= > u, converge.
o | <1= > u, diverge.

e [ =1, on ne peut rien conclure.

o /

Exemple 13 (Série de Bertrand)
+oo 1

Soit la série Y w, de terme général u,, = ————3, avec q, g eR.
n=2 n® (Logn)

+o00o 1
La série de Bertrand ) —
n=2n® (Logn)

e converge si et seulement si (« > 1 ou (o =1et > 1)),

e diverge si et seulement si (¢ < 1ou (e =1et g <1)).

. a(L B
Preuve. Ona lim n (1 _ Y +1) = lim n|1l-— n® (Logn) .
(n+1

n—+00 U, n—+00 )* (Log (n+ 1))’
Yoo Logn)” v
Comme —— V) 1-— ¢ et (Logn) 5 S 11— P , on déduit que
(n+1) n " (Log (n+1)) nLogn

. unJrl
lim n{l1-— =
n—-+4oo Unp,

Alors, la série est convergente pour a > 1 et divergente pour a < 1.
Si o = 1, on ne peut rien conclure en utilisant le critere de Raabe-Duhamel.
Dans ce cas la démonstration peut étre faite a 1’aide de regle de comparaison et comparaison

avec une intégrale. m

1.2.6 Critere de Gauss

(] .\
Proposition 26

Soit > u, une série a termes strictement positifs.

1
S’il existe a > 1 et M > 0 tels que —M < n® ( -1+ —) < M pour tout n € N, alors
n

>, diverge.
- /

13



1.3. Séries a termes quelconques

Exemple 14

Soit 1a séri +Z°o dot vl (2n — 1)IN\°

oit la série u, de terme général u, = | ——— | .
= & 2n)!!

Noter que n!! est appelé double factorielle de n, qu’est définie par

. 1 x 3 X 5... X n, sin est impair
n:: =

2 x4 x6... X n,sin est pair

Pour « =2 on a

X ((2n+1)!!>2 X oy 412 X
n I
nz(m_H_):nz \@wn) 1), (M_H_>
)

U, n ((2n—1 !!)2 n (2n +2)* n
(2n)!
n(5n +4) < 5
4n+1)7 ~ 4
+00
Alors, la série Y u, est divergente. m
n=1

1.3 Séries a termes quelconques

Définition 27

On appelle série a termes quelconques une série > u, dont les termes peuvent étre positifs ou

négatifs suivant les valeurs prises par n.

Exemple 15
+oo +oo T

Les séries Y cosn et ) sin (n§> sont a termes quelconques. m
n=0 n=0

1.3.1 Critere d’Abel

é"oposition 28 (Critére d’Abel) \
Soit Y, une série a termes quelconques. On suppose que u, = a,b,, avec b, strictement

positif, telles que :

e La suite (b,), est décroissante et tend vers 0. ( by,41 < b, Yn € Net lim b, =0).

n——+o0o

e [l existe M > 0 tel que pour tout p,q € N : p>q=|ag+ age1 + ... +ap| < M.

@ors la série »  u, est convergente.

14




1.3. Séries a termes quelconques

Exemple 16
Mont la séri +ZOO (=)
ontrer que la série
E n=0vVn+1
1 (="

est convergente.

Soit a, = (—=1)" et b,, = (uy, = =a,b, ). On a
= vt L= Y~ )
1
e La suite (b,), est décroissante et lim b, = lim =0
n—+00 n—+o0o /M + 1

o |ag+ agi + .+l = (1) + (=) + .+ (1)’ =00oul < M =1.

—1)"
Vatl

+o0
Alors la série ) converge. m
n=0

1.3.2 Séries alternées

Définition 29

On appelle série alternée > u,, toute série vérifiant la relation w,u,+; < 0.

Le terme général u,, d'une série alternée s’écrit sous la forme u,, = (—1)" v, ou u,, = (—1)"Jr Up,

avec v, > 0.

Dans le cas général une série alternée sera souvent notée : > (—1)" |u,].

Critére de Leibniz

Groposition 30 (Critere de Leibniz) N

Soit ) u, une série alternée. On suppose que la suite (|u,|), est décroissante et lim |u,| = 0.
n—+oo

Alors la série > u, est convergente. De plus, pour tout entier n € N, on a

+o0 +oo
D un| < fuol et | D wr] < Jungal -
n=0 k=n-+1

- /

Exemple 17
S.t,.io—l"“h . lernd (+Zo:<>(—1)"+1 R R B )
oit série ) | ———— harmonique alternée. —=1——-4+-——+..).
n=1 n d n=1 n 2 3 4
o (=" . 1 o
Le général u, = ————. La suite (|u,|), = | — ) est décroissante et tend vers 0.
n n),
La série > ~———— est donc convergente. De plus
n=1 n
+00 n+1 +00 k+1
(=1 (=1 1
S < ugl=1et < | = .=
; S| <uo|=1e k;ﬂ | Sl = —

15



1.4. Séries absolument convergentes

1.4 Séries absolument convergentes

Définition 31

Une série Y u, est dite absolument convergente si la série > |u,| est convergente.

Il est clair que toute série a termes positifs convergente est absolument convergente.

Proposition 32
Toute série absolument convergente est convergente. La réciproque est fausse.

En d’autres termes : ) |u,| converge = ) u,, converge.

Exemple 18
L. I>®cosn cosn 1 . . Too ]
1. La série est convergente, car < — et la série de Riemann —
2 2 2 2
n=1 n n n=1"7
% cosn
converge. Alors la série ) ; —— converge.
n=1 T
+oo (1" +00 _1)” +00
2. La série > converge, mais la série » = > — est divergente. m
n=1 n n=1 n n=1

Définition 33

Une série Y u, est dite semi-convergente si elle converge et la série Y |u,| est divergente.

Exemple 19
ot (=)
La série >
n=1 n

est semi-convergente. m

1.5 Séries commutativement convergentes

Définition 34
Une série ) u, est dite commutativement convergente si elle reste convergente par toute

permutation de l'ordre de ses termes et sa somme ne change pas.

4 )
Proposition 35

Toute série absolument convergente est commutativement convergente.

Les séries semi-convergentes ne sont pas commutativement convergentes.
& J

16




1.5. Séries commutativement convergentes

Exemple 20
+o0 (_1)n+1 +oo (_1 n+1
La série »  ———— est semi-convergente. (i.e. Y. est convergente mais n’est pas
n=1 n n=1 n
absolument convergente).
oo (—1)7”rl T 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
O — =14 - -4 -t -t - =+ — — — 4+ — — — 4 ...
ma 2 5737175 677 879 10 1l 12 13 1
Regroupons ses termes de telle sorte que chaque terme positif soit suivi de deux négatifs. Il
vient
AT B AU 1 1 N *i
———=)4+z—-=-= — — = Un,
2 4 3 6 8 2k+1 2(2k+1) 2(2k+2) —
ol
1 1 1 1 1
/Un = —_ —_ = —_
2n+1 2(2n+1) 2(2n+2) 2(2n+1) 2(2n+2)
1 1 1 B 1
S 2\2n4+1 2n+2) 2(2n+1)(2n+2)
+oo
On a obtenu une autre série » . v, qu'est convergente et sa somme est
n=0
400 +oo
1 1 1 1 1 1/1 1 1/1 1
n = — — = — 1 —_ — — _— — — _— =
;” ;2(27&4—1 2n—|—2) 2( 2>+2<3 4)+2<5 6>+
1 ] 1 N 1 1 n 1 1 N
2 2 3 4 5 6)
S PR S N S S IR (-
2 2 3 4 5 6 7] 2 n

oo (<1

En réorganisant autrement les termes de la série convergente
n=1

série convergente mais pas de méme somme. Cela est di au fait que 'addition d’une infinité

, on a obtenu une

de termes n’est pas nécessairement commutative.
En regroupant les termes de cette série d’une autre fagon, on peut avoir une série divergente. m
Exemple 21
+00 1
Soit la série alternée Y. (—1)""" Log(1 + ).
n=1
On a la suite (Log (1 + %))n décroit vers 0. Ceci assure la convergence de la série donnée.

+oo
Cette série n’est pas absolument convergente car la série ) Log(l + %) est divergente.
n=1

17



1.5. Séries commutativement convergentes

En regroupant les termes de cette série de la fagon suivante

> (=) Log (142) =) (1) Log (22) =) *(~1)"*' [Log (n+ 1) — Logn]

= (Log2 — Log1) — (Log3 — Log2) + (Log4 — Log3) + ...

= 2[Log2 — Log3 + Log4 — Log5+ ...]
+oo

= 22(—1)” Logmn,
n=1

on obtient une série grossierement divergente, puisque le terme général ne tend pas vers 0. m

18



p;
ha ltr
C e

Suites et séries de fonctions

Sommaire
2.1 Suitesdefonctions . . . . .. ... ool u e e 19
2.1.1 Convergence simple . . . . . . ... Lo 20
2.1.2  Convergence uniforme . . . . . . . .. .. L0 20
2.1.3 'Théoremes de passage a la limite . . . . . . . .. ... ... ... ... 21
2.2 Sériesdefonctions . . . . .. ... Lo oLl Ll s 22
2.2.1 Domaine de convergence . . . . . . . . . . ..o e e 22
2.2.2  Convergence uniforme . . . . . . .. ... 23
2.2.3 Convergence normale . . . . . . . .. ... 24
2.2.4  Propriétés des séries de fonctions uniformément convergentes . . . . . 24

2.1 Suites de fonctions

Soit (a,b) un intervalle de R. Soit F' = F ((a,b),R) I'ensemble des fonctions de (a,b) dans R.
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2.1. Suites de fonctions

Définition 36

Une suite de fonctions réelles définie sur (a,b) est une application

f: N — F

n — fa.

fn est le terme général de la suite (f,), .

Exemple 22
L’intervalle (a,b) =R et f, (x)

TLI’2

:m,neN..

2.1.1 Convergence simple

Définition 37
Soit (f,), une suite de fonctions réelles définie sur (a,b). On dit que (f,), converge simple-

ment vers f sur (a,b) si pour tout xy € (a,b) on a liril fn (x0) = f(x0).
n—-+00

Exemple 23
2
La suite (f,,), définie par f, (z) = % converge simplement vers la fonction définie par
nx
0 siz=0
fle) = _ .-
1 six#0

2.1.2 Convergence uniforme

Définition 38

On dit qu’une suite de fonctions (f,), converge uniformément vers f sur (a,b) si

lim < sup | fn (7) —f(fff)|> =0

n—=+00 \ ze(a,b)

Exemple 24
Soit (a,b) = [0,+o0[ et f, (v) =

nx?

1+ nx

, n € N. La suite (f,), converge simplement vers f

définie par f (z) = x.

20



2.1. Suites de fonctions

On a
T 1
= su = —.
xG[O,—&I-)oo[ 1+ nx n

nx?
—x

1+ nx

sup | fu () = f(z)] = sup
z€[0,+00[ z€[0,400[

Alors lirf sup | fn(z) = f (x)|> =0 et donc (f,), converge uniformément vers f définie
n—-+oo Z‘E[O,-{-OO[

par f(z) =xz. m
Remarque 39

La convergence uniforme implique la convergence simple, mais la réciproque n’est pas vraie. m

2.1.3 Théoremes de passage a la limite

Théoréeme 40 (Continuité)
Soit (f,,),, une suite de fonctions continues de (a,b) dans R qui converge uniformément sur (a, b)

vers une fonction f. Alors f est continue sur (a,b).

2

La convergence de l'exemple f, () = n’est pas uniforme car la fonction limite n’est

1+ na?
pas continue en 0.

- )
Théoréme 41 (Intégration)

Soit (f,), une suite de fonctions réelles continues sur |a,b] et uniformément convergente vers

f, alors
b b b
nl—lgloo/a fn (z)dx :/a nl_l}rfoo fn (x)dx :/a f(z)dx.
= _J
Exemple 25
: ne " + x? . :
Soit (a,b) = [0,1] et f, (z) = Ytz " € N*. La suite (f,), converge simplement vers f
n+x
définie par f (z) = e 7.
On a
ne % + 2 2% — xe® 2
sup |fn(x)— f(x)]= sup | ——— —e | = sup |——| < —.
J:E[O,l]| (@) (@) ze0,1]] NTT ze0,1]| M+ n

n—=+00 \ ze0,1]

Alors lim | sup |fn(x)—f (ZL’)|> = 0 et donc (f,), converge uniformément vers f définie

par f (z) = e~*. D’apres le théoreme précédent

1 —x 2 1 —x 2 1
. ne " +x . ne " +x _ _
lim —_—dz = lim ——dx = e ldr=1—¢'. m
n—+oo f n—+x g Nt N+ 0
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2.2. Séries de fonctions

\
Théoréeme 42 (Dérivation)

Soit (f,), une suite de fonctions réelles de classe C' définie sur [a,b] telle que la suite (f},),,
converge uniformément vers g sur [a,b] et la suite (f,), converge simplement vers f sur [a,b].

Alors la suite (f,), converge uniformément vers une fonction f de classe C* et ' = g.

Exemple 26
Soit (a,b) = [0,1] et f, (z) = "5 e N*. La fonction fn est de classe Ct, f! (z) = n—2
) ) n n+ $7 . n y Jn (TL + x)27
lim f/(x) =1et lim [ sup |f,(z)—1|| = 0. Par conséquent, la suite (f,), converge
n—-+o0o n—-+o0o 16[0,1}

uniformément vers la fonction g définie par g (z) = 1. On constate que la suite (f,), converge

uniformément vers la fonction f définie par f (x) = x vérifiant f' = g. m

2.2 Séries de fonctions

Définition 43
Soit (f,), une suite de fonctions réelles définie sur (a, b).

La série Y f, est appelée série de fonctions et f, son terme général.

Exemple 27
+o00o

On prend (a,b) = |—o00, +00[. La série ) €™ est une série de fonctions et son terme général
n=0

fo(x) =€ m

2.2.1 Domaine de convergence

Définition 44

e On dit que ) f,, converge en x si la série > f, (o) converge.

e La série Y f, est dite simplement convergente sur (a,b) si la série Y f,, (x) converge

en tout x dans (a,b).

e Domaine de convergence de la série > f, est

D= {x € (a,b) tel que Z fn () converge} :

22



2.2. Séries de fonctions

Le domaine de convergence est souvent appelé domaine de définition.

Exemple 28
+o0o x"
Trouver le domaine de convergence de la série Y f, (z) ou f, (x) = —.
n=1 n

x" n
On note que | f, ()] = |—| < |z|".

n

oo oo
Pour z € |—1,1[, la série > |z|" converge, donc > — converge aussi.

n=1 n=1

(-1 :
Pour x = —1, la série ) est une série alternée convergente.
n=1 n
+o0
Pour x = 1, la série ) — est la série harmonique qu’est divergente.
n=17

xn —+o00 n

Pour x| > 1, on a lim — = oo, donc >, — diverge pour |z| > 1.
n—+oo N n=1 N

Alors le domaine de convergence D = [—1,1]. =

2.2.2 Convergence uniforme

Définition 45
Soit ) f, une série de fonctions converge simplement vers S sur (a,b) et (S,), la suite des

sommes partielles.
S (@) = fo (@) + fi (@) + ot ful2) =D fr(2).

La série ) f, converge uniformément vers S sur (a, b) si la suite (5,), converge uniformément

vers S dans (a,b).

Exemple 29
+o00

Considérons la série de fonctions Y z". Le domaine de convergence de cette série est D =
n=0

]—1,1[. Montrons qu’elle est uniformément convergente sur tout intervalle [—r, r| avec r € ]0, 1].

n +o0
OnasS,(x)=> 2% S(xr)= > 2" et pour tout = € [—r, ]
k=0

n=0
n n+l n+1
x r

IS (z) = S, (x)| = E xk:H < :
Pt l—2z = 1-—r
=n

Comme lim =0, alors la série )~ 2™ est uniformément convergente. m
n—too 1l — 7 n=0
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2.2. Séries de fonctions

2.2.3 Convergence normale

Définition 46
Soit Y f,, une série de fonctions définie sur un intervalle (a, b).
On dit que la série ) f, converge normalement sur (a,b) si la série numérique ) || f,||, est

convergente, ot || f,|| ., = sup |fn ()]
z€(a,b)

Prouver la convergence normale de > f,, sur (a,b) revient donc a trouver une inégalité

|fn (2)] < un

valable pour tout x € (a,b), ou (u,), est une suite telle que la série ) u,, converge.

L’intérét de la notion de convergence normale réside dans 'implication :

convergence normale = convergence uniforme.

Exemple 30
Consid | de f i R. O —_ st
onsidérons la série de fonctions ,z€R. On a < et converge.
nz::l n? + x? n*+ax?| = n? nz::l n? &

“+00

Alors la série ) ———
)

g est normalement convergente sur R. m
z

2.2.4 Propriétés des séries de fonctions uniformément convergentes

4 N
Théoreme 47 (Continuité)

Soit > f,, une série de fonctions uniformément convergente sur (a,b) et soit xy dans (a,b). On

suppose que chaque fonction f, continue en xy. Alors la série Y f,, est continue au point xq et

vérifiant le Sofu(z)=> ILm fo (@) =" fu (x0).

- J
Exemple 31
+oo n

Considérons la série de fonctions nZ:O ﬁ, z € [0,1].
0 AN [P 0,1] et S Alos la série S~ —

na sur e —  converge. Alors la série —_—

nt+ ! = @nr1) o ) & 2 2n+ 1)
converge normalement sur [0, 1] et donc il y a la convergence uniforme.
Comme les fonctions x — ﬁ sont continues, il vient alors la continuité de la série
n !
o 0,1
—_— |

2 ang o w0
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2.2. Séries de fonctions

\
Théoréme 48 (Intégration terme a terme)

Soit > f,, une série de fonctions uniformément convergente sur [a,b]. On suppose que chaque

fonction f, continue sur [a,b]. Alors la série ) (fab fn () dx) converge vers ff O fu(2)) da.

Autrement dit :;OZ (ff fn () dx) = ff (:Z::Z fn (x)) dx.

- J
Exemple 32
+00
Considérons la série de fonctions > (—=1)" 2", x € [0,¢], 0 < t < 1. Cette série est uni-
n=0

+00

formément convergente sur [0,¢] puisque |(—1)"2?"| < 2" et > t*" converge. Alors on a
n=0

+00

?:Z (fot(—l)"xz"dx> = fot (Z

(-1)" :1:2”) dx, ce qu'est équivalente a
n=0

+00 £2n+1 t 1
Z (—-1)" = / dr = Arctgt. m
0

— n+1 14+ 22

\
Théoreme 49 (Dérivation terme a terme)

Soit Y f,, une série de fonctions de classe C' sur un intervalle [a, b]. Siy_ f,, converge simplement

sur [a,b] et si > f! converge uniformément sur [a,b], alors la série Y f, est de classe C' sur

Ja,bl et (3 fu) =2 /i
o

J
Exemple 33
Soit [a,b] = [—t,t], 0 <t < 1.
+oo n
Considérons la série de fonctions Y. f, (z) ot f, (z) = (—=1)"" T
n=1 n
N +oo
A Taide du critere de d’Alembert, la série > f,, (x) converge simplement sur [—t, t].
n=1
= = n—1 Ny n
La série dérivée > f/(z) = > (=1)" 2" = Y (—=1)"2" converge uniformément car
n=0 n=1 n=0

[(=1)" 2™ <t" et Jiot” converge.

n=0
+oo n
Par conséquent la série Y (—1)""" T est de classe C! sur |—t,t] et
n=1 n
o3 " L 1
_J_n—l__ _ -1 non _ )
(S S) ==

11 s’agit de la fonction z — Log (1 + ). m
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3.1. Généralités

3.1 Généralités

Définition 50
On appelle série entiere toute série de fonctions > f,, dont le terme général est de la forme

fn () = apz™, ou (a,) désigne une suite réelle et = € R.

Une série entiere est notée »  a,z".

Comme pour les séries de fonctions, on cherche le domaine de convergence

+o0
D= {x € R tel que la série Z apx" converge} .
n=0

Si la série Y anz™ est convergente sur un domaine D, cela permet de définir une fonction
+o00

T a,x™ sur D a valeurs dans R.
n=0

Exemple 34

+00£tn
Considérons la série entiere —.
n=0 n‘
n

Posons f, () = x_' et appliquons le critere de D’Alembert
n!

$n+1
TR PSR GO} D P N A N B
n—+o0 fn ({L‘) n—+o0 ;T: n—+oco [N + 1
+00 AT
La série entiere — est alors absolument convergente pour tout x € R, donc D =R. m
n=0 -
Exemple 35
: . Lot z"
Soit la série entiere 712::1 3 Posons f, (z) = 3y ona
z.n+1 9
lim Jni1 () = lim [ = lim o x| = |z
n—+oo | fp (m) n—r400 2—2 n—+oo |\ N + 1 .

Si |z| < 1, la série est absolument convergente et si || > 1 la série diverge.

x| 1
Pour le cas ou |z| = 1, on a |f, (z)] = % = — quest le terme général d'une série de
n n
+00 7
Riemann convergente. Par suite, la série ), — est absolument convergente dans [—1,1] et
n=1T
alors D =[—1,1]. m
Exemple 36
+oo
Soit la série entiere > nlz™. Cette série ne converge que si x = 0 car
n=1
x
lim Jui1 (2) lim |[(n+1)z]
n—-+oo fn (J;) n—-+oo

et cette limite n’existe que si z = 0. D’ou D = {0}. m
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3.2. Rayon de convergence

Exemple 37
400 4N "
Considérons la série entiere »  —. Posons f, (r) = —, on a
n=1 n
n+1
. frnt1 (2) . fzﬂ .
lim |=———=| = lim | = lim x| =|z|.
n——+o0 fn (J,’) n—+too | = n—too N + 1

Si |x| < 1, la série est absolument convergente et si || > 1 la série diverge.
+00 1 +oo 1

Pour le casouz =1,0ona », — = > —, c’est la série harmonique qu’est divergente.
n=1 T n=1

(="

n

o0

+00
Six=—-1,ona ), —= )
n=1

n=1 T

Dot D=[-1,1]. m

, c’est la série harmonique alternée qu’est convergente.

éroposition 51 (Lemme d’Abel) N
Soit Y a,x™ une série entiére. On suppose qu'il existe xy € R tel que la suite (a,xy), soit

bornée. Alors :

e La série Y a,x™ est absolument convergente pour |x| < |zo|.

e La série Y a,x" est normalement convergente pour |z| < r avec 0 < r < |xg|.

- J

3.2 Rayon de convergence

3.2.1 Existence du rayon de convergence

Pour les séries entieres, la notion de convergence prend une forme assez simple.

éhéoréme 52 N
Soit Y a,x™ une série entiére; alors il existe un unique nombre réel R > 0 (éventuellement

infini) tel que
e > a,x™ converge absolument dans |—R, R].

e > a,x" diverge si |z| > R.

\ J

Définition 53
Le nombre R = sup {r € R tel que Y_ |a,|r™ converge} € R U {+o0} est appelé rayon de

convergence de la série Y a,x™.
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3.2. Rayon de convergence

Remarque 54

Le rayon de convergence d’une série »  a,x™ est caractérisé par :

1. |z] < R =) anx™ est absolument convergente.

2. x| > R= )" a,a™ diverge.

3. |z| = R est le cas douteux ou on ne peut rien dire sur la nature de la série.
4. |z| <r < R pour r > 0, la série est normalement convergente. m

3.2.2 Calcul du rayon de convergence

La proposition suivante permet la détermination pratique du rayon de convergence dans certains

cas.
4 o )
Proposition 55 (Lemme d’Hadamard)
Soit Y a,x™ une série entiére. Le rayon de convergence R est donné par la relation :
1 Ayt
— = li = lim {]a].
R n—1>+oo an n—1>1:I|-100 ‘an‘
- J
Exemple 38
+o00o xn
1. Considérons la série > —.
n=0 n!

1
Onaa, = ot utilisons le critere de D’Alembert :
n!

1
(n+1)!
1

n!

1 .
— = lim
n—-+o00o

Gntl] _ lim

n—-+0oo

= lim =0

Qp

Alors, le rayon de convergence est R = +00. La série est absolument convergente pour

tout x € R.
+o00o ajn
2. Soit la série —5-
n=1 M
;2 9
. a . . n
On a a, = —;, et donc — = lim "= i (ntl) = lim ——— = 1. Le
n R n—+oo | Qn n—oo | =5 n—»+oo (n + 1)

rayon de convergence est R = 1. La série est absolument convergente pour tout |z| < 1

et divergente si |x| > 1. Pour |z| = 1 la série converge.
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3.3. Propriétés des séries entieres

n

+o0o
3. Soit la série ) o
n=0

1
1 . 1 ) . ) 1\ 1
On a a, = o Le critere de Cauchy donne : i nl_lgloo Vlan| = n1—1>r-|{loo <2—n) =35
Le rayon de convergence est donc R = 2. La série est absolument convergente pour tout

|z| < 2 et divergente si |z| > 2. Pour |z| = 2 la série diverge. m

Cas des séries lacunaires

Soit ¢ une application de N dans N, la série Y a, 2™ est une série entiere. Pour trouver son
rayon de convergence, on commence par calculer la limite suivante :

1
Gn+19€¢(n+ ) An+1

Qn

lim
n—-+4o0o

= lim
n—-+4o00

[ = lim

|x|s0(n+1)*w(n)
n—-+4o0o

Y

@nx#’(")

puis on cherche le domaine de x ot | < 1; R est donc le rayon de domaine ou notre série

converge.
Exemple 39
+oo
Trouver le rayon de convergence de la série Y 3"z +5.
n=0
Dans notre cas ¢ (n) = 2n + 5 et
| 3ntig2nd s . Sant I 2(n+1)+5—(2n+5) 2
[ = lim = lim lim |z =3|z|".
n—+o0o 3Jng2n+s n—+o0o | n—+4oo

La série converge si 3 |z|” < 1, qu’est équivalente & |z| < 3 d’ott le rayon de convergence est

V3

R=—.
3
" 3 : :
La série est absolument convergente pour tout |z| < 3 et divergente si |z| > 3"
3.3 Propriétés des séries entieres
3.3.1 Continuité
4 )

Proposition 56

Soit » a,x™ une série entiére de rayon de convergence R et soit f sa somme qu’est définie par
+o0o

f(x)=>" a,a™ sur |—R, R[. La fonction f est alors continue.
n=0

\ _/
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3.3. Propriétés des séries entieres

Remarque 57
Par la seule connaissance du rayon de convergence, on ne peut rien dire a priori sur la définition

et ’éventuelle continuité de f en £R. =

Exemple 40

.y " LT (-1
Considérons la série entiere ) ———a™.

n=1 n
Le rayon de convergence de cette série entiere est R = 1.
+oo (1"
La fonction f définie par f (z) = > (=1) x™ est donc continue sur |—1, 1].
n=1

Cas de v = —1

+00 <_1)” +o0 1
Ona ), (—1)" = > —, qu’est divergente. Donc f n’est pas définie en z = —1.

n=1 n=1
Cas de x =1

too (1), ot (=) . ‘ )
Ona ), (D))"= > , qu’est une série harmonique alternée convergente.

n=1 n n=1
Donc f est définie en x = 1. Ainsi, elle est continue en x = 1 par la convergence uniforme de

+oo (—1)"
la série ) ux" sur [0,1]. m
n=1 n

3.3.2 Dérivation

Définition 58

Une fonction f : R — R est dite dérivable en o € R si lim M existe.

T—x0 T — Zo
Si cette limite existe on la note f’(x).

Définition 59
Une fonction f est dite de classe C™ sur un intervalle I de R, si sa dérivée d’ordre n est une

fonction continue sur I.

groposition 60 )

Soit Y a,x™ une série entiére de rayon de convergence R, et soit f la fonction définie sur |— R, R|

+o0o
par f(x) = > ay,z™. Alors f est dérivable et sa dérivée s’obtient en dérivant terme a terme :
n=0

+oo

f'(w) = 32 napa"~".
N J
Définition 61
+00 too
La série Y na,z"! est appelée série entiere dérivée de la série Y a,z".
n=1 n=0
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3.3. Propriétés des séries entieres

Remarque 62

Série entiere et série entiere dérivée ont le méme rayon de convergence. m

Exemple 41
gy s (s N T (-1)"
Considérons & nouveau la série entiere f(z) = . 2" de rayon de convergence R = 1,
n=1 n
qu’est définie et continue sur |—1,1].
Pour tout € |-1,1], on a
f/( ) f (_1)71 n—1 f ( )n—l f( )n —1
x) = n—-—-—z"" " = —(—z = — —z)" = .

T -1
Donc pour tout = € |—1,1], f (z) = f(0) +/ 1——|—tdt = —Log (1 + z).

0
On retient

vrel-11] S Y Log (144). m
r € |- ———2" = Lo x).
; 2 g

3.3.3 Intégration

Définition 63
Une fonction f : D — R admet une primitive s’il existe une fonction F' : D — R vérifiant

F' = f; (D étant le domaine de définition de f).

ﬁoposition 64 \

Soit > a,x™ une série entiére de rayon de convergence R, et soit f la fonction définie sur |— R, R|

+oo T +o0
par f (x) = > a,x™. Alors pour tout intervalle [0, z] C |—R, R], on peut ca]cu]er/ > ant"dt
n=0 0 n=0
en intégrant terme a terme :
/x +oo +00 x —+00 pntl e +00 a
Sttt =3 [ vt =3 an { } Sy g,
0 n=o0 n=0 0 n=0 n+l 0 n=0 n+l
o & an , o
La série entiére F () = ) —137”“ est de rayon de convergence R ; qu’est aussi une primitive
n=0
@f s’annulant en 0. J
Exemple 42
+oo 1
Considérons la série entiere f (z) = > o™ = T de rayon de convergence R = 1.
n=0 -
On a

—+00 + —+00
T tn+1 xn—{—l
n

+00 0 z —+00 n
n _ n _ P —_ x
/Ogtdt_;/otdt_;{wrl} _;wrl_;?'

0
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3.4. Fonctions développables en série entiere

On en déduit que pour tout x € |—1, 1],

+oo 5

71
zx_:/ L e Log(1-2). m
n o 1—1

n=1

3.3.4 Opérations sur les séries entieres

@oposition 65 \

Soit > a,x™, Y by,a™ deux séries entiéres ayant respectivement Ry et Ry pour rayon de conver-

gence.

1. Si Ry # Rs, le rayon de convergence Rz de la série entiére Y (a, + b,) z™ est Ry =
min { Ry, R»}.

2. Si Ry = Ry, le rayon de convergence de la série entiére > (a, + b,) 2™ est R3 > R;.

N J

Exemple 43

o2 oo 1 — o
Soient les deux séries entieres f(x) = > a" et g(z) = > o x™. Les deux séries ont pour
n=0 n=0
+oo 1
rayon de convergence Ry = Ry = 1. Par contre la série somme (f +¢) (z) = > Q—nx”, a pour
n=0

rayon de convergence Rs =2. m

3.4 Fonctions développables en série entiere

Définition 66
Soit f une fonction réelle a variable réelle x. On dit que f est développable en série entiere
au voisinage de ¢ s'il existe une suite réelle (ay,),, et R > 0 tels que

—+00

f(x):Zan(x—xo)" Vo € |xg — R, zo + RJ.

n=0

4 . N
Proposition 67

Pour qu’une fonction f soit développable en série entiere au voisinage d’un point xy € R, il est

nécessaire qu’elle soit de classe C* dans un voisinage |to — €, xg + €[ de zq et dans ce cas on
+oo
. _ n
a: f(x)=> a,(z—xp)".
n=0

- /
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3.4. Fonctions développables en série entiere

Exemple 44
1
Considérons la fonction f définie sur |—1,1[ par f (z) = n :
-
+o0
La fonction f est développable en série entiere sur |—1, 1] car on sait N => z". =
— T n=0
Exercice 1
Donner le développement en série entiere de la fonction f définie par f (x) = au voisinage

2—x
deaxpg=1.m

Remarque 68

Il existe des fonctions de classe C*™ qui ne sont pas développables en série entiere. m
Exercice 2

Montrer que la fonction f définie sur R par

0 six <0
f(z) =

_1 :
e 22 six >0

est de classe C* mais non développable en série entiere au voisinage de 0. m

3.4.1 Série de Taylor

Définition 69

On appelle série de Taylor d’une fonction f : |—R, R[ — R de classe C*> la série entiere
+o0 f(n) (0)
>

n
n=0 n!

@oposition 70 \

Soit f :]|—R, R[ — R une application de classe C*° dans un voisinage de 0.
On suppose qu’il existe M > 0 tel que pour tout n € N, et pour tout z € |—R, R|, |f(”) (x)‘ <
M.

too f(n)
Alors la série de Taylor f—l(o)x” de f est simplement convergente dans |—R, R[ et on a :
n=0 n:
+oo
f™0) ,
fla)y=>" ——a" Vo €]-R,R[.
n=0

N J
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3.4. Fonctions développables en série entiere

Séries de Taylor des fonctions élémentaires

1. La fonction exponentielle : f (z) = e”.
Cette fonction est de classe C* sur R, et on a Vn € N, £ (z) = €® et donc ™ (0) = 1.
Alors

z2 28 o
Vr e R, e _1+1'+§+§+ ZOF, R = 4o0.
2. Les fonctions hyperboliques :
et 4+ e " oo g2n
Chx:T=1+§+%+g—f+. Z() R = +o0.
r -z 2n+1
e —€ 23 25 27 I .

3. Les fonctions circulaires :

e La fonction sinus : f (z) =sinz.
On a f'(z) =cosz, f"(z) = —sinz, f"(x) = —cosz, f@ (x)=sinz.... et donc

f(()):O? f’(O):l, f”<0):()7 f”/<0):_17 f(4)<0):
sinx:x—x—.+x——x—'+...22ﬁx2”+l, R = +o0.

e La fonction cosinus : f (z) = cosz.

On a f (z) = cosx = (sinz)’, alors

(sinz) =1 e + v + ?o (D" o g +
COSxy = (SInxr) = — — e — X = 0.
ol T 6l 2o @2n)l

4. La série du binéme : f(z) =(1+1z)", a € R.
Onaf (z)=a(l+z)"", f(x)=ala—1)(1+2)"7, ...
fW(@)=a(a—1)..(a—=n-+1)(1+z)* " et donc
fO)=1,f(0)=a, f/(0)=al@=1),.. fP0)=ala-1)..(a=n+1).

Alors
ala—1)(a—2)..(a—n+1) .
(1+x)" —1+Z o ", R=1.
o 1 1
En particulier pourazieta:—i ona:

e f(x)=(1+2)7=VI+uz

(2n — 3)! <= 1 1x3x5...%x(2n—3)
Vitzr=1 —”:1 —1)" n
i +Z 2n)!! ’ +nz:1( ) Ixdx6..x2n
1 1 5
=14 -zv— =2+ —2° — —z* +



3.4. Fonctions développables en série entiere

o fo)=(14a)d =
1 XL =1 X a1x3x5.x(2n-1)
1+x:1+;(_1) WIn:lJr;(_l) 2x4x6...x2n v
:1_13;_,_%332_3333 ﬁaf‘—{—

e En remplacant x par —2? il vient

1 (2n— DI 1x3x5.x(2n—1) ,
[ nzl n
=2 Z (2n)! +; 2% 4 x6..x2n

1.3 5 35
oy Oty D6y 0 s
ToT AT Tt Tgt

e Par intégration on obtient

: co1 2n — 1 W o
arcsim T = ZL‘
[ S
5 35

Ll Sy T+ —a+
=z — + —
6 40 112 1152
. 1
5. La fonction f (z) = T On a pour |z| <1
—x

:1+x+x2+x3+x4+...22x”, R=1.

1—x
e En remplacant x par —x on obtient
1
=l—z+a? -4zt — .. = -1)"a", R=1.
1+ Z( )

Par intégration il vient

y z"
Log (1 + x) /—dt—az———ir?—z—l——— —Z i R=1
e En remplacant x par —z? dans on aura
—x
LR S R S S _Z e R=1
1+ x2 '
e Par intégration on obtient
71 L X (=1)"
Arctgr = =r-—+=- -4+ = 2 R=1
= e T T Ty T T T on + 1
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3.5. Séries entieres et équations différentielles

3.5 Séries entieres et équations différentielles

Les séries entieres peuvent étre utilisées pour résoudre des équations différentielles linéaires a
coefficients non constants développables en séries entieres.

Cette méthode est illustrée par les exemples suivants.

Exemple 45

Considérons "équation différentielle 2z (1 + x) y” + (b + 3) vy’ +y = 0.

On cherche une solution de cette équation différentielle qu’est développable en série entiere sur

+oo
un intervalle |- R, R[. Posons y () = >_ a,z"™. On a
n=0

—+00

“+oo
Y (z) = Z na,r" "t = Z (n+1)ap 12",
n=1

n=0
“+oo

+o00
y' (z) = Zn (n—1)a,2™ 2 = Zn (n+1) apprz™ 1,
n=1

n=2

Il vient, en remplacant dans notre équation différentielle

+oo
Z[Qn(n+1)an+1+2n(n— 1) an + 5na, + 3 (n+ 1) ang1 + a,) 2™ =0,

n=0
qu’est équivalente a

i (n+1)[(2n+ 3) apny1 + (2n+ 1) ay] 2™ =0,

encore équivalent a dire que la suite (a,),, est solution de 'équation de récurrence suivante :
2n+3)ap1+2n+1)a, =0, neN.

Par récurrence, on en déduit que

(="

n — y N.
o1 M E
Alors
00 = St = 3" g o 55 G (e AtslVE)
= T = Qg = — =a——~ -
— — 2n + 1 \/En:o 2n + 1 NG
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3.5. Séries entieres et équations différentielles

Exercice 3

Soit f la fonction définie sur |—1, 1] par f (z) = (1 4+ x)® ol v est un réel non entier naturel.

1. Vérifier que f est une solution sur |—1, 1] de I’équation différentielle avec condition initiale

suivante :
(I+z)y —ay =0,

y(0) =1

2. Retrouver le développement en série entiere de f ainsi que son rayon de convergence. m
Solution.

1. On a bien f(0) =1 et pour tout x € |—1,1]:

(L+a)f (@) —af (@) =1+z)a(l+2)" —a(l+2)" =0.

2. Supposons que la solution f de cette équation différentielle est développable en série

entiere sur un intervalle |- R, R] :

+oo
f(x)= Z apx"”.

On a
+00 “+oo
f(x) = Z na,r" "t = Z (n+1)ap12",
n=1 n=0

+oo
zf (x) = Z na,z",
n=0

et f est solution de cette équation différentielle si, et seulement si

+oo
Z [(n+1)aps1 + na, —aay]z™ =0,
n=0

encore équivalent a

a—n
Apy1 = +1ana n€N>

avec ag = f (0) = 1, ce qui donne par récurrence

ala—1)(a=2)...(a—n+1) .
an = o n € N*.

Alors
a—1)(a—2)...(a =n+1)
n!

n

fay=+rar =143 A

Par le critéere de D’Alembert R=1. m
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Séries de Fourier
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4.1 Séries trigonométriques

Définition 71
Une fonction f définie sur un ensemble D C R est dite périodique de période T" € R* (ou

T-périodique) si pour tout x € D,onaxz+T1 € D et

fla+T)=f(z).
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4.1. Séries trigonométriques

Exemple 46

La fonction f définie sur R par f (z) = sinx est 2m-périodique car sin (z + 27) = sinz. =

Définition 72

On appelle série trigonométrique réelle, toute série de fonctions de la forme :

Mg

Qa
+

EO [a,, cos (nwz) + by, sin (nwx)] (1)

n=1
avec r € R, w > 0, ap, b, € R, pour tout n dans N.

Les nombres ag, a,, b,, n € N* sont appelées coefficients de cette série.

Exemple 47

. 1
La série Y — cos (nz) est une série trigonométrique avec a, = —, b, =0et w=1. m
n=1"T n

Le probleme est de déterminer I'ensemble D tel que la série (1) soit convergente pour tout
xe€D.
Remarque 73

Supposons que la série (1) converge en = dans D et posons

+ Y [an cos (nwz) + by, sin (nwz)] .

Mg

%
2

n=1

2k 2k
Alors la série (1) converge en tout point de la forme x + —W, keZet f(x)=f (1’ + —W);
w w

2
et par suite la fonction f est périodique de période T'= —. m
w

4 I
Proposition 74
o0 o0
Si les séries numériques Zan et an sont absolument convergentes, alors la série
n=1 n=1
trigonométrique (1) est absolument et uniformément convergente sur R.
- J
4 )

Proposition 75

Si les suites numeériques (ay), et (bn), sont décroissantes et tendent vers 0, alors la série

T
trigonométrique (1) est convergente pour x + —, k € Z.
w

- J
Exemple 48

> |1 1
La série 1 + ) | = cos (nz) + —; sin (nx)| converge pour tout x # 2km, k€ Z. m

n=1 M n
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4.1. Séries trigonométriques

4.1.1 Représentation complexe d’une série trigonométrique

D’apres les relations d’Euler :

INWT —inwe INWT —tnwe
e +e e —e

cos (nwzx) = 5 et sin (nwz) =

et en posant

la série (1) devient

[e.e]
E cneznwx .

n=—oo

Cette derniere expression est appelée forme complexe d’une série trigonométrique.

4.1.2 Calcul des coefficients de la série trigonométrique

Cas réel

Mettons nous dans les conditions de convergence uniforme de la série trigonométrique (1) et

posons
- 30 + Z ay cos (kwx) + by, sin (kw)] .
k=1
Alors
f (x) cos (nwz) = % cos (nwx) + Z lay cos (kwx) cos (nwx) + by, sin (kwz) cos (nwz)]
k=1
f () sin (nwz) = % sin (nwzx) + Z ay, cos (kwz) sin (nwz) + by sin (kwz) sin (nwz)] .
k=1

En intégrant et en utilisant la convergence uniforme de la série trigonométrique (1) et les

relations suivantes :

cos (kwz) sin (nwzx) dx = 0,

7 0 si k #n,
/COS (kwx) cos (nwz)de = ¢ -

— sik=n,
0 w
2
Ii 0 si k #n,
/sin (kwz)sin (nwz) de =

— sik=n,
0 w
o2n
o/
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4.2. Séries de

Fourier

on déduit alors les coefficients par les expressions suivantes :

27
o
/ ) cos (nwx) dx
0

Par un changement de variable, ces coefficients peuvent s’écrire

>l|€
>1IE

/ )sin (nwz) dz, n € N.
0

ap = g/f (x) cos (nwz)dx, b, = g/f (x)sin (nwz) dx, n e N.

En particulier si w = 1, cas des fonctions 2m-périodique

ay, = %/f (x) cos (nz)dx, b, = %/f (x)sin (nz)dx, n € N.

Cas complexe

[e.9]

Ona f(z)= E ™. Les coefficients dans ce cas, sont donnés par la relation :

21 I3
= %/f (x) eIy = %/f (x) ey n e Z.
0 =

4.2 Séries de Fourier

k=—o0

4.2.1 Séries de Fourier de fonctions 27-périodiques

a+27r

Soit f : R — R une fonction périodique de période T' = 27w. On suppose que

converge pour tout a € R.

42
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4.2. Séries de Fourier

Définition 76

On appelle série de Fourier associée a f, la série trigonométrique notée o f ou

o0

of (x) = % + Z lay, cos (nx) + by, sin (nx)],

avec

2 2
1 1
a, = _/f () cos (nz)dx et b, = —/f (x)sin (nz)dx, n € N.
T T
0 0

Les coefficients a,, et b, sont appelés coefficients de Fourier de la fonction f.
Si la fonction f n’est pas donnée explicitement sur [0, 27|, mais sur U'intervalle [—m, 7], dans ce

cas le calcul des coefficients de Fourier de f s’effectue sur U'intervalle [—m, 7],

1y 1
ay = —/f (x)cos (nr)dx et b, = —/f (x)sin (nx)dx, n €N,
T T
Remarque 77 x

2
e Sila fonction f est paire a, = —/f (x) cos (nx)dx et b, =0, neN.
m
0

e

2
e Si la fonction f est impaire a,, =0 et b, = —/f (x)sin (nz)dx, n€N. =
T
0

Exemple 49

Soit f la fonction 2m-périodique définie par :

1 sixe]—g,g[
0 sixe]—w,—g[u}g,w[.

La fonction étant paire, ses coefficients de Fourier sont donnés par :

™

2 f 2 2 si T
bn:o? gy = 1et Ay = _/f(x)COS(TLI)d[L’: _/COS(HJI)CZ[E: _Sln (nZ)
Q ™ ™ n
0 0

Par conséquent sa série de Fourier est

1 = 2sin(nZ 1 9 o 1 1
of (1) =5 +;;ng =g+ 32 (CEIE
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4.2. Séries de Fourier

Deux questions se posent :

1. La série de Fourier associée a f est-elle convergente?

2. En cas de convergence, peut-on dire que la série converge vers f7

éléoréme 78 (de Dirichlet) \
Soit f : R — R une fonction périodique de période T" = 27 satisfaisant aux conditions suivantes
(appelées conditions de Dirichlet) :

D1) En tout point xy, les limites de f a droite et a gauche de x, existent et les discontinuité
de f sont en nombre fini dans tout intervalle fini.

D2) f admet en tout point une dérivée a droite et une dérivée a gauche.

Alors la série de Fourier associée a f est convergente et on a :

%0 f(z) si f est continue en x
S Z an cos (nx) + by, sin (nx)| =
2 fle+0)+fz-0) . N
n=1 5 si f est discontinue en x
@ plus la convergence est uniforme sur tout intervalle ot la fonction f est continue. j

Les notations f (x 4 0) et f (z — 0) représentent respectivement les limites a droite et & gauche
de f au point x.
Exemple 50

Soit f : |—m, m[ — R une fonction périodique, T' = 27 définie par f (z) = x.

1. Les discontinuités de f sont les points de la forme x = (2k+ 1) 7w, k € Z et f (zx +0) =
-7, f(xp —0) = 7.

2. f est partout dérivable sauf aux points x;. En ces points nous avons :
L@ fe=0) @) = f (it 0)

T r—T ot xr—Tm

= 1.

f vérifie les conditions de Dirichlet, donc sa série de Fourier associée est convergente.

™

f est impaire donc ag = a,, =0 et b, = —/:U sin (nx) de = 2(—) et par suite
T n
0
% yrtt flx) sia#Q2k+1)7, keZ
Z sin (nx) .
=1 0 sie=Q2k+1)7m, keZ
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4.2. Séries de Fourier

Exemple 51
Soit f : [—m, m] — R une fonction périodique, T' = 27 définie par f (z) = |x|.

La fonction f est continue sur R et partout dérivable sauf aux points x, = kw, k € Z ou

lim fle) = flkr—0) _ (—=1)**! et lim f(x) = f(km+0)

r—km— T —km z—knt x—km

= (-1)".

f satisfait les conditions de Dirichlet, donc sa série de Fourier associée converge. De plus f est
paire, ce qui nous donne b, = 0, et

™ ™

9 92 az, =0,
ao:—/xd;(;:ﬂ'7 an:—/SCCOS<nl’)dSE:> —4

T ™ a =—0.
, , 2+l = (2n+ 1)2

La série de Fourier o f converge alors vers f car elle est continue, et on a

_E_éoocos((Qn#—l)m)_ .
of () =5 W; 17 = f ().

o

4 1
Remarquons enfin que I’égalité f (0) = 0 se traduit par T_ —2—2 et par conséquent
2 7w (2n+1)
> 1 2
ST -
~(2n+1) 8

Une des particularités des séries de Fourier est le calcul des sommes de certaines séries numériques.

4.2.2 Séries de Fourier d’une fonction de période arbitraire

Soit f une fonction périodique de période T' = 2. Pour la développer en série de Fourier sur

I'intervalle [—, (] faisons le changement de variable z = —. La fonction g (t) = f <—> sera une
0 T

fonction 2m-périodique de t, car

g(t+27r)=f(M) =f(%+2l) =f(%> — ().

™

Alors, on peut la développer en séries de Fourier sur Uintervalle [—m, 7). En retournant a la
. T .

variable x, en posant ¢t = e on obtient

of (x) = % + niojl [ancos <?> + by, sin (Zﬂﬂ ,
avec

1 !
1 nme 1 . /NTx
an:j/f(x)cos<T>d:E et bnzi/f(x)an(T)dx, n € N.
-1 -l
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Exemple 52
Développer en séries de Fourier la fonction 2-périodique f définie par f (z) = |z| sur l'intervalle

[—1,1]. Comme cette fonction est paire, on a b, = 0.

1 1
Qop = Oa

2 2
aoz—/IdIZL an:—/xcos(mrx)dxi —4
1 1 dony1 = 5 — 13-
0 0 2 (2n + 1)

Alors,
of (x

4 - 2n+— TT)
_7'('_2::1 1 =f(z). =

l\l)l»—l

4.2.3 Séries de Fourier de fonctions non périodiques

Si f :[a,b] — R une fonction non périodique définie sur U'intervalle [a, b], on prolonge f en une
fonction g périodique de période T' > b — a telle que la fonction ¢ satisfait les conditions de
Dirichlet.

Exemple 53

Donner une série de Fourier de période 27 qui coincide sur |0, 7[ avec la fonction f (z) = e”.

o ' e® si ze€l-m0
a) Choisissons un prolongement pair et posons f; (z) =
e st oxel0,7]
T—1 —1)"e™ —1
Dans ce cas les coefficients sont ag = 26 , Ay = 2% et b, = 0.
T n®+1
On a alors :

—1 & e s xel-m0
ofi(x) ll + 22 cos (nx) = | ]

si zel0,n]

b) Choisissons un prolongement impair et posons fs () =

e” si zel0,n
, 1— (=) e
Dans ce cas les coefficients sont ag = a,, =0 et b,, = 2n————"——
m(n?+1)
On a alors :
—e* st xe]-m0f
ofa(x 22 ———5 o sin(nz) = q ¢* si z €0,

0 si r=0ouzxz==r
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4.2. Séries de Fourier

¢) Choisissons un prolongement ni pair ni impair et posons f3 (z) = e* si z € |-, 7[.

On a le résultat final :

oy (r) = < Z

si

[cos (nx) — nsin (nx)])

T € |—m, 7|
e"4+e "

(e

Sl x =47

On a obtenu trois séries différentes qui valent exactement e* sur 'intervalle |0, 7[. On pouvait

choisir d’autres prolongements et obtenir d’autres séries.

4.2.4 Egalité de Parseval

- ,
Théoreme 79 (Egalité de Parseval)

2w
Soit f une fonction développable en série de Fourier et de période T'= — > 0, alors on a

V]

T4 ) ) =2 (@) an

- J

Remarque 80

Si f est de période 27, on a :

TZ )= [ @)= [ (f) de m

Exemple 54
‘ _ o o -1 si xzel]-m0|
Soit f la fonction 2m-périodique définie par f (z) =
1 si z€]0,n|

f étant une fonction impaire donc a,, = 0 pour tout n € N et on a

9 9 an = O?
bn:_/Sin(n@dw:—(l_(_l)n): 1

T nm bopi] = —————.
0 T @+ 1)
4 Ssin (2 1 1 si zel0n
La série de Fourier associée est : o f (x) = _Zsm (2n+1)2) = 10, 7| .
[ n+1 0 si z=0ouz=m
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(o 2n + 1 T +1

_ T
4oosm<(2n—|—1)—) A4S ()"
oPourx:gonaaf<z>:1:— 2 :—Zu On tire
n=0

i(—l)”_1 1, 1 1,
2n+1 = 3 5 7 4

n=0

2 [ 16 1
e Appliquons I’égalité de Parseval : —/ (f () de=2== 5 et l'on tire donc
m
0

2 —~(2n+1)

i": LU S S w2
“n+1)? 3 5T T8

o0
1 . . . :
e Posons S = E — série convergente d’apres le critere de Riemann. En séparant les pairs
n
n=1

et les impairs on a

=1 > 1 Ie1 72 1 2 1 72
S_Z(Qn)2+Zﬁ_Z;_+§_Zs+§:>S_ZS_§‘

S = UL R R
- Lap2 23 32 42 52 7 G
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