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Dérivation dans le domaine complexe
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2.1 Domaines dans le plan complexe

On note D, (z9) = {z € C tel que |z — z| <71, 7 > 0}.
D, (z0) est appelé disque ouvert de centre z, et de rayon r.
On note D, (z) = {z € C tel que 0 < |z — z| <7, 7 > 0}.

D, (z) est appelé disque ouvert pointé de z.
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2.1. Domaines dans le plan complexe

Disque ouvert de centre z, Disque ouvert pointé de z

Définition 19}

Un ensemble £ C C est dit ouvert si chaque point z de E peut étre entouré par un disque

ouvert centré en ce point et tous les points du disque sont contenus dans F.

Exemple 16

Un rectangle sans ses arétes est un ensemble ouvert.

Définition 20}

Un ensemble ouvert S C C est dit connexe si deux points quelconques de S peuvent étre

joints par un chemin formé de segments de droites dont tous les points appartiennent a S.

Intuitivement, un ensemble est connexe si elle ne peut étre divisé en une union disjointe

d’ensembles ouverts.

Im ~ Im ~
/// S, \\ /// \\ /// \\
,/ \\ // \\ 4 \\
I T 1 1 + A
I \ I \ \
I D, Dy | I D, ’1 Dy |
1 \
\ + // \ IR //
\ ' \ / \ /
\ / \ // \ 7
il R Re z To— SO.__ -7 Rez
L’ensemble E = D U D, est connexe L’ensemble ¥ = D; U Dy n’est pas connexe

Définition 21)

Un domaine dans le plan complexe est un ensemble connexe ouvert.
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2.2. Fonctions holomorphes

Exemple 17

Les triangles, les rectangles, les polygones et les disques ouverts sont des domaines

Im 2z Im 2z Im » Imz__

’
4

Exemple 18 )

La couronne de centre 2 et de rayons 7, et ry est un domaine. (| o
1

2.2 Fonctions holomorphes

2.2.1 Dérivées

Par analogie avec le cas des fonctions réelles, on définit la dérivée d’une fonction complexe f

de la variable complexe z.

{Définition 22)
Soit D un domaine dans le plan complexe. Soit f une fonction de D dans C et z5 € D.

La dérivée de f en 2y est définie par

F2) = F(z)

Z—20 Z — ZO

pourvu que cette limite existe. Dans ce cas on dit que f est dérivable en z.

On utilise souvent I’écriture analogue

f(20+h)— f(2)
; .

/ o .
[ (20) = }Llf(l)

{ Définition 23)
Si la dérivée de f existe en tout point z d’'un domaine D, alors f est dite holomorphe

dans D.
Une fonction f est dite holomorphe en un point 2 si elle est dérivable dans un disque ouvert

centré en zg.
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2.2. Fonctions holomorphes

Exemple 19
1

La fonction f (z) = - est holomorphe dans C\ {0}. =
z

Exemple 20

La fonction f (z) = Re (z) n’est pas dérivable en aucun point. =

Définition 24)

Une fonction f est dite entiére si elle est dérivable dans tout le plan complexe C.

Exemple 21

Les polynoémes f (2) = a,2™ + ... + a1z + ao, ao, ..., a, € C sont des fonctions entiéres.

2.2.2 Conditions de Cauchy-Riemann

Soit D un domaine dans C et f(z) = u(z,y) + iv (z,y) une fonction de D dans C. Si f est
ou Ou Ov

ov
—, —, — et — existent en tout point de
Or’ OJy Odxr Oy

D, et vérifient les conditions de Cauchy-Riemann

holomorphe dans D, alors les dérivées partielles

ou Ov  Ju v
gm_vo g _ %Y 2.1
or Oy Oy Ox (2.1)

. . . ) ou Ou Ov  Ov ) )
Réciproquement, si les dérivées partielles — — et — continues dans D, et vérifient les

oz’ oy’ dxr Oy

conditions de Cauchy-Riemann, alors la fonction f (2) = u (z,y) +iv (x,y) est holomorphe
dans D.
{Proposition 25}

Soit D un domaine dans C. Si f = u + v est holomorphe dans D, alors la dérivée de f est

donnée par

_8u ,011:8@ z@ LeD

Exemple 22
On considere la fonction définie par f (z) = 22. On a f (2) = (z + iy)* = 2% — y? + 2izy, d'on
u(z,y) =22 —y? et v (z,y) = 2zy. Alors

ou_, o0 o, o
or 7 oy oy Y= o
. , ou  Ov ,
La fonction f est donc holomorphe dans C, et [’ (2) = 97 + z% =2r+2iy =22. u
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2.2. Fonctions holomorphes

Remarque 26

1. En multipliant la deuxiéme condition de (2.1) par ¢ et lajouter a la premiére, les

conditions de Cauchy-Riemann peuvent étre reformulées comme

0 0
or o5 _y
ox Jy
z z2—Z .. . .
2. En notant que z = 5 ety = 5 les conditions de Cauchy-Riemann aussi peuvent
0
étre écrites sous la forme
of
— =0.
Jz
Exemple 23
Soit la fonction définie par f(z) = 22+ 2Rez. On a Rez = z = Z;—Z, alors f(z) =
Z 3 1 0
22 + 2242—,2 = 522 + §ZE, et donc 8—]: = 3% £ 0. D’ou la fonction f ne peut pas étre
Z

holomorphe en aucun domaine. =

Dérivées d’ordre supérieur

Si f est holomorphe dans un domaine D C C, sa dérivée est notée f'. Si f’ est holomorphe
également dans le méme domaine, sa dérivée est notée f”. De la méme facon la dérivée nieme

de f sera notée f(™.

{Proposition 27}

Si f est holomorphe dans un domaine D, alors f’, f”, ... sont également holomorphe dans D,
1.e. les dérivées de tous ordres existent dans D.

On n’a pas un résultat analogue pour les fonctions réelles.

2.2.3 Fonctions harmoniques

Soit u une fonction de Q C R? dans R. u est dite de classe C? sur €, (on note u € C?(Q)), si
Pu Pu | u

PN et 920y existent et continues sur € C R2.

{ Définition 28)

Soit u une fonction de Q C R? dans R de classe C? sur . On dit que u est harmonique si

0’u 0w

@—ka—ﬁ:opourtou‘c (z,y) € Q C R
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2.2. Fonctions holomorphes

2 2

u
Notation. La fonction 922 + 92 est notée Au et est appelée laplacien de u. m
x Y

Exemple 24

Soit la fonction u de R? dans R définie par u (z,y) = e¥ cosz. On a

ou . 0*u ou 0*u
— = —¢€Ysinx, — = —€Ycosz, — =e€Ycosx, — =¢eYcos.
ox 0x? dy oy?
. 5 ) *u  u
La fonction u est de classe C* sur 2 = R” et on a Au = 922 + 92 —eYcosz2+eYcosx =0,
T Y

d’ou la fonction u est harmonique. =

{Proposition 29]

Soit f(z) = u(x,y) + iu (x,y) une fonction holomorphe dans un domaine D C C. Les deux

fonctions réelles u et v sont harmoniques dans D.

Exemple 25
On reprend l'exemple f(z) = 22 = (z+1iy)’ = 22 — y® + 2izy ou u(zx,y) = 22 — % et
v(z,y) =2xy. On a

ou 0%u ou 0%u
T o, T g ZU_ o, TM_ o
or " B ’ oy v oy? ’
ov 0%v Ov 0%v
gy TV g Ly, TV
or Y ar? ’ oy “ oy?
2 2 2 2
Alors Au:a—u 0u =2—-2=0et Av:@ Ov =04+ 0=0. D’ou les fonctions u et v

+ +7
ox?  Oy? ox?  0y?
sont harmoniques. =

{ Définition 30)

Soit u une fonction harmonique dans A C R2. Alors une fonction v est dite harmonique

conjuguée de u si les fonctions u et v vérifient les conditions de Cauchy-Riemann.

{Proposition 31]

Soit u une fonction harmonique dans A C R2. Alors il existe une fonction f holomorphe de

A C C dans C telle que Re f = u.

Exemple 26
Soit la fonction définie par u (z,y) = 22 —y* + x, =,y € R.
Trouver une fonction v pour que la fonction f = u + iv soit holomorphe.

On a
2 2
@:2x+1,@:2 Ou 0u
ox

R A )
Ox? dy v oy?
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2.2. Fonctions holomorphes

Pu 0% , ,
— 4+ —= =2 —2 =0, ce qui montre que u est harmonique.

ox?  0y?

Pour trouver une fonction v pour que f = u + v soit holomorphe, on utilise les conditions de

Alors Au =

Cauchy-Riemann. Ces conditions s’écrivent sous la forme

ov Ou

3=z 2 + 1, (2.2)
ov ou

ox dy Y (2:3)

En intégrant I’équation (2.2) par rapport a y, il vient
v=2zy+y+C(x), (2.4)

ou C} (z) est une fonction réelle de z.

Par substitution de (2.4) dans (2.3) on obtient
2+—dC()2 —>—dC()O—>C()
= g frd
Y dr ! x Y e ! z 1) = ¢

ou ¢ désigne une constante dans R. D’ou de (2.4), v =2zy+y + . =

2.2.4 Regles de dérivation

Les régles de dérivation concernant sommes, différences, produits, quotients et compositions

(lorsqu’elles sont définies) sont les mémes que celles utilisées dans le cas des fonctions réelles.

Les dérivées des fonctions élémentaires dans le cas complexe sont identiques a celles dans le cas

réel.

Exemple 27

dz" n_1 dsinz de® N

— =nz = Cos z =€ ... u
dz T odz " dz ’

2.2.5 Regle de I’'Hopital

Soit f et g deux fonctions holomorphes dans un domaine contenant le point zy et supposons
que f(z9) = g (z0) = 0 avec ¢’ (29) # 0. Alors la regle de L'Hopital permet d’affirmer que
!/
lim f(z) _ f/ (Zo).
==z g(2) g (%)

Dans le cas ou f'(z9) = ¢’ (20) = 0, on peut utiliser cette régle & nouveau.

Exemple 28

20 +1 62°
li =lim— =3i"=3. a
21 i
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2.2. Fonctions holomorphes

2.2.6 Points singuliers

Soit f une fonction uniforme. Un point en lequel la fonction f cesse d’étre holomorphe est appelé

un point singulier ou une singularité de f. Il existe des types variés de singularités.

Singularités apparentes

Le point singulier zy est appelé singularité apparente de f si lim f(z) existe.

Z—20
Exemple 29
sin z
Le point singulier z = 0 est une singularité apparente de la fonction f(z) = puisque
) z
lim " =1.
z—0 Zz
Poles

Si on peut trouver un entier positif n tel que lim (z — 29)" f (2) = a # 0, alors zy est appelé
2—20
un poéle d’ordre n. Sin =1, zy est appelé un poéle simple.

Exemple 30

3z—1
M= ey

a un pole double en z = 1 et un pole simples en z = —4. =

Singularités essentielles

Une singularité qui n’est ni un poéle, ni une singularité apparente est appelée singularité
essentielle.
Exemple 31

f(z)= €T a une singularité essentielle en z = 1. »
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