USTHB 2014-2015 Semestre 2
Faculté de Mathématiques

Math 4 : Analyse complexe
28me Tic, ST-GP, Section G

Examen final - 31 mai 2015. Durée : 1 heure 30 minutes
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Exercice 1 (5 points) :

a) Déterminer u (x,y) et v (z,y) telles que 22 + €** = u (v, y) + iv (z,y) .
b) Vérifier les équations de Cauchy-Riemann pour les fonctions u et v.

c) Montrer que les fonctions u et v sont harmoniques.

Réponse.
a) On a ‘
224 e = (x+iy)’ + e = g2 — 2 4 2xyi + 2 (cos (2y) + isin (2y))
= 2% — y* + €* cos (2y) + (2zy + €* sin (2y)) 4.
Alors s o
u(x,y) =" —y° + e cos (2y)
et
v (z,y) = 2xy + € sin (2y) .
b) On a
ou ov ou  Ov
8~ 90 + 2627 cos (2 P 2w 2% cos (2y)  — 2 =Y
9 — 2% + 2¢e** cos (2y), a9 x + 2e** cos (2y) o oy
0 0 0 0
a—Z = —2y — 2¢** sin (2y) , 8—; =2y + 2e*"sin (2y) —> 8—;: = —a—z.
Nous constatons que les équations de Cauchy-Riemann sont satisfaites sur C.
c) On a
ou - 0%u .
%:21'—1—26 cos(2y) —» %:2+46 cos (2y),
0 0?
a—Z = —2y — 2¢**sin (2y) — 8_;; = —2 — 4e*® cos (2y),
et
0 0?
a—z =2y + 2e*®sin (2y) — 8_:;; = 4e* sin (2y) ,
v ) 0% )
B = 2x + 2e** cos (2y) —> 95 = —4e** cos (2y) .
On obtient alors 2% + T4 — 0 9V L 9 _ o qui mont t v sont harmoni
n obtient alors = = 0, ce qui montre que u et v sont harmoniques.
ox?  Oy? TO0x? Oy eed q q
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Exercice 2 (5 points) :

Im 2z

a) Calculer / (z% + 32%) dz le long )
c
1. du cercle |z| =1 de (1,0) a (0,1) dans le sens direct,

2. du segment de droite joignant (1,0) et (0, 1).
Rez

b) Expliquer pourquoi ces deux intégrales sont différentes.

Réponse.

a)
1. L’arc de (1,0) & (0,1) du cercle |z| = 1 peut étre paramétré par z = e”, t € [O, %] )

us

Les points (1,0) et (0,1) de I'arc, correspondent respectivement a t = 0 et t = 7.

L’intégrale donnée a alors pour valeur

jus

/ (e s den) = / (e 4 3¢ itdt = / " (i + 3ie%)
t=0 0 0

— _e 5 4 el (—e 0 + ¢

[=NVE

efit+63it]
—i—i—(—1+1)=0.

2. Le segment d’extrémités zo = 1 = (1,0) et z; =i = (0,1) noté [zg, z1] peut étre paramétré par
c)=(1—tz+ta=(1—t)+t, 0<t< 1.
Sur le segment [z, z1], on a alors dz = 2/ (t) dt = (i — 1) dt et 'intégrale donnée vaut

/ (Z2+32%)dz = /1 (1=t —t)*+3(1—t+ti)?) (i —1)dt
[20,21] 0

1

i— a3 A3
= [3(7—1171.)(1—75—1&@) —i—(l—t—i—tz)}o

(ifl)(fi)s_i_ls_ i1 =l i

1
3(—1—i) — 3(—1—i) 1

B 3(1:14) -

0
b) La fonction & intégrer f (z) = 2% + 322 n’est pas holomorphe car — f (z) = 2z # 0, donc 'intégrale
z

0

dépend du chemin suivi et pas seulement du point d’arrivé et du point de départ.
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Exercice 3 (5 points) :
dz et
+ait "

a) Par application de la formule intégrale de Cauchy, calculer /z
C
C /(

Rez

()

1 :
/ -dz ou C désigne le cercle |z| = 1 dans le sens direct
3
3
81 _ 1 1
2431

dz. Indication. Noter que 32710i2-3 E

b) En déduire /WQOZZ—?)

C

c) En utilisant la paramétrisation z = e, t € [0,27] du cercle C, vérifier que
-3t

21

21

1 _ 2 : 4 s 1
/mdt = /3z2+10iz3dz’ puis en déduire /5+381ntdt'
0

0 C

Réponse.
a) Seul — est a I'intérieur de C', car

1
—<let |-3i|=3>1.

Alors, I'application de la formule de Cauchy

2mif (a) sia€IntC

Je
sia ¢ IntC

z—a
C 0

pour a = —% puis a = —3i avec f (z) = 1 donne

1 1
/ ,dz:Oet/ — = 271.
z+ 3 z—l—%
C c

2 1 1 1
——( - ,).Alors
z—i—% z 4+ 3

b)Ona o i -3~ %

2 1 1 1 1
dz = - dz — dz | = = (2mi — 0) =
/ T /z+§z /z+3iz F2mi-0 =3
C C

322 + 10tz — 3

C
it it —1
—e z—z o ,
dz = ie®dz = izdt et donc

¢) On pose z = €. D’ou sint = =
) Onp % %

2T
[t = [ - [
—_— Z
5+381nt 5+3zzlzz 322+ 101z — 3
C

0

On a alors ,
1 2 T
—dt = dz = —.
/5+3Sint /322+10iz—3 °T3
C

0
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2
Exercice 4 (5 points) : On considere la fonction f (z) = — j_ T Im z
z

Soit C' le cercle |z| = 2 orienté dans le sens direct.

a) Par application de la formule intégrale de Cauchy, calculer
2 2 1 1
/ ° _dz. Indication : S -+ - 2
22+1 241 z—i z41
C
b) En utilisant la paramétrisation z = 2¢*, t € [0,27] du cercle C,
2
recalculer / .
2241
c
c¢) Trouver les résidus de f (z) en tous les poles.
d) Comparer le résultat obtenu en (a) et (b) avec la somme des résidus de la question (c).
Réponse.
a) Les deux points singuliers ¢ et —i sont a l'intérieur de C, car |i| =1 <2 et |—i| =1 < 2.
Alors, I'application de la formule de Cauchy
(z)d 2mif (a) sia€IntC
Z =
& =-a 0 sia ¢ IntC
.. : 1 , 1 .
pour a =i puis a = —i avec f (z) = 1 donne -dz = 2mi et - = 2mi.
zZ—1 zZ+1
C c
) 2z 1 1 , . .
Par conséquent dz = -dz + - = 2mi + 2w = 4.
22 +1 z—1 Z 41
c c e .
b) Le cercle |z| = 2 est paramétré par z = 2e”, t € [0,2x]. Alors dz = 2ie"dt et donc
27 27
22 1, — 4et %ieitdt = 8ie2it dt
2114% = [ geaggste At = [ qeangy
c 0 0
2it 2m dim 0
= [Log (4¢*" + 1) }0 = Log (4e*™ + 1) — Log (4€" + 1)
= [4e™ + 1| + i arg (4e*™ + 1) — |4e® + 1| — i arg (4e® + 1)
=5+4dir —5— 0= 4dim.
c) La fonction f(z) = % posséde deux poles simples en z = —i et z = 1.
Le résidu en z = —i est Res (f, —i) = Zlin_lz (z+1) ZQQ_zH = zll>n—11 (z+1) (ZH%% = Zlgr_ll 2 = =2
Acl — N 15 N 22 71 : 2z _ 2z 2
Le résidu en z =i est Res (f, 1) _IZH_E(Z_Z) ) —£1$(z—z)m —IZ{EE =5=1
2
d) Le résultat obtenu dans (a) et (b) est / 5 j_ 1dz = 4mi.
z

c
Nous constatons que 4mi = 2mi (1 4+ 1) = 2mi (Res (f, —i) + Res (f, 1)) .
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