CHAPITRE 2 Méthodes directes de résolution de systemes linéaires

Chapitre 2

Méthodes directes de résolution de systemes linéaires

2-1 Introduction

On s’intéresse a la résolution du systeme linéaire :

a11x1 + ap®2 + -+ a1 Ty = by
a1 + agnrs + - + azpty = by

An 121 + ap2%2 + -+ + AppTn = bn

que I'on peut mettre sous la forme Az = b avec A = (a;;) € My (K), b € K" et 2 un vecteur
inconnu de K".

On supposera que le systéme admet une solution unique, ce qui est équivalent a4 A est
inversible. La solution du systeme peut donc s’obtenir en calculant A~ puis A7 ', mais calculer
A~ nécessite la résolution de n systémes linéaires d’ordre n :

n
Zaikckj = 0;; pour tout i,j ot (¢;5) = AL
k=1

On essaie donc, par des opérations élémentaires de se ramener & un systeéme triangulaire :

anzit apret -+ GmTn = b
agpre+ -+ AT = bo -
avec H apr 70
~ k=1
CN’J?’mwn = bn

que l'on résout par la méthode de remontée

bn
Ty = ——
- QAnn
bn—l — Qp—1,nTn
Tp—1 = p
n—1,n—1
- by — a1,pTp — ++ — Q1272
1= =
a1l

2-2 Méthode de Gauss

La méthode de Gauss est une méthode générale de résolution d’un systéeme linéaire Ax = b
avec A inversible. La méthode procede en deux étapes :
procédure d’éliminations successives des inconnues qui revient a déterminer une ma-
trice inversible M telle que M A soit triangulaire supérieure et calcul simultané de Mb,
résolution du systéeme M Az = Mb par la méthode de remontée.
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2-2.1) Exemple introductif

Soit le systeme de 4 équations a 4 inconnues :

201 + lazg 4+ Oxs + 4dxy = 2
— 4y — 229 + 3x3 — Try = -9

dry + 1lxg — 2x3 + 8xry = 2

Oxl - 3%2 - 12%3 - 1%4 = 2

que 'on peut écrire sous forme vectorielle Az = b ou

2 1 0 4 2 1

I T T R | -9 RN
A= 4 01 -2 s | b7 2 | T
0 -3 —12 -1 p 4

On appellera aussi A; la matrice A et by le vecteur b.
On cherche a éliminer x; dans les équations 2, 3 et 4. Pour cela, on multiplie la premiere
équation par 2 et on I'ajoute a la deuxieme équation qui devient :
Ory + Ox9 + 323 + 1lzy = -5

De méme, on multiplie la premiere équation par —2 et on l'ajoute a la troisieme équation
pour obtenir :
0:61 - 1:62 — 2:63 + 0%4 = -2,

Etant donné que x1 n’intervient pas dans la quatrieme équation, puisque son coefficient est
nul, on ne modifie pas la quatrieme équation.

A 1a fin de cette étape - I’élimination de x1 - on obtient le systeme équivalent Asx = bs, avec

2 1 0 4 2
0 0 3 1 -5
L=l 0 9 o | P RE
0 -3 —12 -1 2

Pour éliminer x5 dans les équations 3 et 4, il est impossible d’utiliser la deuxiéme équation,
puisque le coefficient de x2, que 'on appelle le pivot, y est nul. Par contre, on peut utiliser
I'une des deux dernieres équations. On choisit par exemple la troisieme et, dans ce cas, c’est le
coefficient —1 qui joue le role du pivot.

Puisque le coefficient de zo dans la deuxieme équation est nul, xo est déja éliminé de cette
équation. On multiplie maintenant la troisieme équation par —3 et on 'ajoute a la quatrieme
qui devient :

0562 - 6%3 - 1%4 = 8.

Si 'on permute les équations 2 et 3, on obtient le systéme linéaire équivalent : Asx = b3,
avec

29 1 0 4 2
0 -1 -2 0 —2
=10 o 3 1 et b= o
0 0 —6 —1 8
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Il ne reste plus qu’a éliminer z3 dans la derniere équation. Comme le coefficient de x5 dans
la troisieme équation est non nul (il est égal a 3), on le choisit comme pivot. On multiplie alors
la troisieme équation par 2 et on I'ajoute a la quatrieme pour obtenir :

Oxs + lxy = —-2.

Le systeme d’équations linéaires équivalent obtenu finalement est Ajx = by, ou

2 1 0 4 2
0 -1 =2 0 —2
A=l o 31| N 5
0 0 01 —2

La matrice A4 est triangulaire supérieure. Pour obtenir la solution du systéme Ajxz = by, on
résout les équations “en remontant” dans 'ordre 4, 3, 2, 1, ce qui permet de calculer successive-
ment les inconnues dans cet ordre.

La derniere équation est x4 = —2.
La troisieme équation 3x3 + x4 = —5 donne alors x5 = —1.
La deuxieme équation —x9 — 2x3 = —2 donne zo = 2 — 223 = 4.

Enfin, la premiere équation 2x1 + x9 + 4x4 = 2 donne x1 = 5(2 —xg —4xy) = 3.

3
On obtient ainsi la solution z = | 1
-2

(On peut vérifier que le vecteur résidu r = b — AZ est bien nul, comme il se doit.)

On peut maintenant donner une écriture matricielle aux opérations d’élimination qui ont été
effectuées.

La transformation consistant a multiplier la premiere composante b; d’un vecteur b par un
nombre « et a 'ajouter a sa deuxiéme composante by se traduit par la multiplication a gauche
de ce vecteur b par la matrice Fq ou :

1 00 0
a1 0 0
Ei=1109 010
000 1
b1
En effet, By — | 01 H02
b3
by

De méme, multiplier by par 3 et 'ajouter a bg revient a multiplier le vecteur b par la matrice
E5 ou :

By =

oW O =
O O = O
O = O O
_ o O O

10
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b1

by
Bby + b3

ba

Effectuer les deux transformations successivement (on remarque que l'ordre dans lequel on
les effectue n’a pas d’importance) revient donc a multiplier le vecteur b par :

En effet, Fob =

100 0
a 1 00
M, = ESE =
e B0 10
0 001
Les transformations précédentes sont inversibles et :
10 00 10 00
—a 1 0 0 01 00
! 0010 T2 -3 0 1 0 |’

0 001 0 0 01

ce qui traduit le fait que, si 'on a ajouté aby; a by pour obtenir aby + be, il faut maintenant lui
retrancher aby pour obtenir bs.

1 0 00
1 1 =1 —a 1 0 0 .
OnaM; =E[ E, = 3010 | Appelons L; cette matrice.
00 01
A partir du systeme d’équations Aix = by et en choisissant o = 2 et § = —2, on a obtenu le

systeme Asx = by avec Ay = M1 A; et bo = M1by. On en déduit donc les relations
A1 =L1Ay et by = Libs.

A la deuxiéme étape, on a effectué une permutation des lignes 2 et 3 pour obtenir un pivot
non nul. Cela se traduit par la multiplication par la matrice élémentaire de permutation P ou :

10 00
0 010
P= 0100
0 001
Puis, on a éliminé x5, ce qui se traduit par la multiplication par la matrice My ou :
1 000 10 00
0 1 00 1 0100
2 0 0 10 ot L2=My 0010
0 -3 0 1 0 3 01

Le systéme obtenu est Asx = b3, avec A3 = MyPAs et bg = Mo Pbs.
On en déduit alors PA2 = L2A3 et Pb2 = L2b3.

Finalement, la derniere étape a conduit au systeme Asx = by ot Agx = by ou Ay = M3A;z et
by = M3bs, soit encore Az = L3 A4 et bg = L3by, avec :

10 00
1 01 00
La=Mg" =100 1 0
00 -2 1

11
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En posant Ay = U et by = ¢, on aboutit finalement au systéme équivalent :

Uz =c.
1 000
/ " -6 1 0 0 . /
Posons L} = PL,'P = 0 0 1 0 ,oua=2et f=—-2,et L =LLyL3. Un calcul
00 01
simple donne :
1 0 00 1 000 10 00 10 00
I 2 1 00 01 00 01 00| _ 21 00
| -2 010 0 010 00 10] | -20 10
0 0 01 0 3 01 0 0 -2 1 0 3 -2 1

On remarque que, pour obtenir L, il suffirait de recopier a leurs places dans L les coefficients
sous la diagonale des matrices L), Lo et Ls.

Calculons le produit LU ; on a :
LU = L Ly(L3Ay) = L(LaA3) = (L} P)Ay = P(L1As) = PA; = PA.

On a ainsi obtenu la factorisation de la matrice PA en le produit de matrices triangulaires L et
U, 'une inférieure avec des coefficients diagonaux égaux a 1, 'autre supérieure.

(On peut vérifier aisément que le produit LU = LA4 redonne bien la matrice A dont les
lignes 2 et 3 ont été permutées.)

Le calcul de P, L et U peut se faire indépendamment du second membre b. Ensuite, pour
résoudre le systeme Ax = b, on résoudra Pb = PAx = LUx grace aux deux systémes trian-
gulaires Ly = Pb, puis Uz = y. (On peut vérifier que la solution du systeme Ly = Pb est le
vecteur ¢ = by.)

2-2.2) Méthode générale

Etape 1 : Premieres éliminations

e A est inversible donc il existe ig € {1,---,n} tel que a;,1 # 0. On choisit un de ces
nombres et on 'appelle pivot de [’élimination.

e On échange la ligne du pivot (ligne ip) et la premiere ligne. Cette opération est équivalente
T(’io, 1) si io 7& 1

a effectuer le produit P A ou P; est la matrice de permutation : P, = {

I, siig=1
avec, plus généralement, pour 4,5 € {1,--- ,n},
Ii (0) (0)
0 -+ -~ 0 1
0 1 (0)
T@,j)=| (0) : :(0)
0 (0) 1
1 0 - - 0
(0) (0) In—j

12
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On note P A = (&Z(Jl.)) (matrice obtenue en permutant les lignes 1 et ig de A) avec &(111) # 0.
)

e On élimine tous les a; ; pour i € {2,--- ,n}.
Notons
1 (0)
(1) ,~(1
B, = agl) agl)
(1) (1 .
—ag/ay (0) 1
alors
(1) (1 ~(1
e
0 a a
EiPIA= ) 2_2 2.,n
0 a(%)Q anz}L
W W
oupouri,j € {2,---,n}, az(?) 21) xag )—i—dgjl.) et pouri € {2,--- ,n}, — 2’11) xd(l)—i—dz(,ll) =0.
ayy
Comme det(E;) = 1, det(E1P1 ) = tdet(A) # 0 (car detT'(i,j) = —1 et det(l,,) = 1),

donc E1P; et E1P A sont inversibles.

Etape 2 : Deuxiémes éliminations

(2) (2)

Qoo " Qgp

det : # 0 donc il existe ig € {2,---,n} tel que a§§)2 # 0 et on peut
(2) 2
a’n,2 e an,Z’L

~ ~ 1 1
trouver Fs et P (matrice de permutation) telles que Py = 0 et By = Y .
0 PQ 0 E2

(1) -(1) -(1 (1
TrEr
dgy Gz -+- Gy,
EsPE1 P A= 0 ag? e agi)l
0 0 an%:)s an%%
Etape k—1:
(1 (1 (1 (1 (1
(2 ~ ~ (3 D)
0 a§,2 A9 k1 Qg k g k1 Qg
_ k1) (1) (D) (k—1)
Bp-1Pp-1- - ExPLA k—1k—1 Qh—1k Oh—1k+1 k—1,n
w0 (k)
Kk k k41 k,n
0 0o af) Gl o)

13
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Théoréeme 4 :
Soit A € M,,(K) inversible. Il existe au moins une matrice inversible M telle que M A
soit triangulaire supérieure.

Remarque sur le choixz du pivot : Pour éviter les erreurs d’arrondis, on peut utiliser, pour le
choix du pivot,

— la stratégie du pivot partiel : a chaque étape k, on choisit &gkk) = krila<x ’CNL;]Z)‘ ;
b _J_n
— la stratégie du pivot total : a chaque étape k, on choisit pour pivot ™) = max \dﬁ),].

bl g<e0<n
Si le pivot choisi n’est pas sur la k-ieme ligne, il faut aussi effectuer une permutation des colonnes.

2-3 Factorisation LU

2-3.1) Factorisation dans un cas particulier

On reprend les notations du pivot de Gauss.
—  Existence de la décomposition LU
Si

a1y # 0, alors P, = I,
a2 #0, alors Py =1,

d(nf%r)hl #0, alors P,_1 =1,

n—1

Dans ce cas, la matrice de transformation du pivot de Gauss est M = FE,,_1F,_o--- EsFE;
qui est triangulaire inférieure, et M A est triangulaire supérieure.

Posons alors L = M~! et U = MA. Alors, on a :

e U est triangulaire supérieure (par construction) ;

e L est triangulaire inférieure : en effet, en notant L = (¢;;)1<i j<n €t M = (m;j)1<i j<n avec
m;; =0sii<j (car M est triangulaire inférieure), on a

i b o g mi 0 0
by lag -+ Loy : 0
. . . = In
0
€n71 gn,Q T en,n Mp1 Mp2 -+ Mpp
qui équivaut a :
pour k= 1’ ceen — 1’ gk,nmn,n = 0 donc gk,n =0

pour k=1,--- ,n—2, lp ,_1mp_1p-1 =0donc fy,_1 =0

pour k =1, ¢19moy =0 donc ¢12 =0

et donc, finalement, ¢;; = 0 des que 7 < j, ce qui prouve bien que L est triangulaire inférieure et

A=LU

avec L triangulaire inférieure et U triangulaire supérieure.

14
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— Calcul de la matrice L

La matrice Lest : L= (Ep_1... EgEl)_l = EflEgl ...E-' avec

n—1»
1 0 .- cee e D
0
1
B, = 0 1 0
0 eprrp 1
: 0
0 enfl,k‘ 0
0 0 €n k 0 0 1
~ (k)
N ajvk y
Ouejvk:—Tk)pourtoutj:k—i—l,...,n.
Qg i

Montrons que 'inverse de Ej. est la matrice

1 (0) N

| O 1 0 -~ 0
b 0 ...0 —epsip 1 (0)
0 ...0 —eur (0 1

Pour cela, notons Ej, = (e;)i j=1,...n €t Ly = (¢i ;)i j=1,..n ; alors,

n
(BxLi)ij = ) einln;
h=1

_ 1xt;5=0;; sii <k,

avec :
sij=k, (x)=epx14+(—er)=0=20d;
sij =1, (*):ei,kxo+1:1:5i,j
sij#ik, (%) =€ xX0+0=0d

et donc, finalement, pour tous ¢,j = 1,...,n, (ExLy); j = 6; j, ce qui prouve bien que Ey Ly = I,

et donc que Lj est l'inverse de E.
Ainsi, on peut calculer L = L1Ly ... L,_1 :

1 0 0 0

_el ? (8) 0 1 0 0

LiLy = o 0 —es2 1 (0)
—en1 (0) 1 0 —ens (0) 1

15
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qui est une matrice dont le terme (4, j) est égal a :

if(”f@) _ ) Lx 652]) =01 sii=1
2l 1 6+ 6 x 6% = (x) sii>2

Or,
sij =1, (*):—ei71x0+1><1:1:(5i7j
si ] = 2, (*) = —6i71 x 0 + 1x (—eivg) = —61'72
sig 75 1,2, (*) = —€;1 X (51'71 +1x0= —€;1 X 51‘71,
et donc
1 0 o --- 0
—e21 1 0O --- 0
L1Ly = —€31 —€32 1 (0)
—€n,1 —E€Enp2 (0) 1
ce qui donne, en répétant le processus,
1 0 0 - 0
—6271 1 0 cee 0 1 (0)
Lils...L, 1= | —€31 —es2 1 0) | =
' ' ' (—€ij)i>j 1
—€n,1 —€pn2 —€np3z - 1

Exercice Trouver la décomposition LU de A par application de la méthode de Gauss a

5 2 1
A= 5 —6 2
-4 21
1 00 5 2 1
FE = -1 1 0 donc F1A=| 0 -8 1
4/5 0 1 0 18/5 9/5
1 0 0 5 2 1
EQ == 0 1 0 donc EzElA == 0 —8 1 =U.
0 9/20 1 0 0 9/4
1 00 1 0 0
Par ailleurs L; = 1 1 0 et Lo=1] 0 1 0 donc
—-4/5 0 1 0 —9/20 1
1 0 0
L= 1 1 0
—-4/5 —=9/20 1

Théoreme 5 : Soit A = (aij)ij=1,..n € Mn(K) telle que les n matrices A} =

a1 Gr2 o G1k
a1 a2 - 4k . . . . .

(pour k = 1,...,n) soient inversibles. Alors, il existe L, ma-
Qg1 Qg2 -+ Agk

trice triangulaire inférieure, et U, matrice triangulaire supérieure, telles que A = LU.
De plus, cette factorisation est unique & une matrice diagonale pres.

16
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Preuve : —Existence Montrons, par récurrence sur k = 1,...,n — 1 que (HRE) : d,(ck,)c #0:

e pour k =1, (HR1) est vérifiée car a1 1 = det Ay # 0 par hypothese ;

e supposons 'hypothese (HRj) vérifiée pour tout j < k — 1 pour un certain k < n — 1. Alors, cela

signifie que, pour tout j =1,...,k — 1, P; = I, et donc que la méthode de Gauss a donné :
(1) (1 ~(1 ~(1
-
~(2 - (2
as2 Gof ' Oggp
Boy..BaByA=| o
k-l 2= 0 0 a;’f}c afle
0 0 a;’f,L aglk’zl

En faisant le produit par blocs des matrices E_1 --- E7 et A et en regardant le bloc k X k supérieur
gauche, il vient :

il oA oap
) -
[Bi_1...EaByl, . X A = a5’ a(211
0 0 oY
k—1
ce qui, en prenant le déterminant donne : 1 x det Ax = H dg? X ag’cl)c. Comme, det Ag # 0, on
i=1

conclut que a,(f,)c # 0 ce qui finit la preuve de la récurrence.

Ainsi, pour tout k =1,...,n, d,(f,l # 0 ce qui prouve qu’on peut effectuer la méthode de Gauss pour
déterminer la factorisation LU de A.

— Unicité : Supposons qu’il existe deux décompositions LU de A : A = L U; = LUy avec L;
(¢ = 1,2) triangulaire inférieure, et U; (i = 1,2), triangulaire supérieure. Alors,

LUy = LUy & Uy =Li'LaUs
& U U5t = Li'L,
S~—— S~——

triangulaire supérieure triangulaire inférieure
ce qui prouve que U1U, Let Lfng sont des matrices diagonales et conclut donc la preuve du Théoreme 5.

O
Conséquence : Résolution d’un systeme linéaire.
Si on connait la décomposition LU de A, on résout le systeme Ax = b par :
1) résolution de LT = b ;

2) résolution de Ux = 7.

17
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2-3.2) Factorisation LU d’une matrice tridiagonale

Théoréme 6 : Soit

b1 C1 e 0 0
a9 bg . 0 0
0 0 . bn—l Cn—1
o 0 - ay b,

une matrice tridiagonale et soit la suite
o =1, 01 = by, et, pour k=2,...,n, 0p = bpdp_1 — apCr—_10k—2
Alors,
1. Pour k=1,...,n, § =det Ay ;

2. Sipour k=1,...,n, 0 # 0, la décomposition LU de A est :

)
1 0o - . 0 5_1 e 0 - 0
do . . 0 5
a2_ 1 t. . O _2
0 5
o . . . 1
A= 0 ag : : S . 0
. .. 6n71
. 0 Cn—1
5n—2 5n72 5
0 0 (7% 5n71 1 0 0 n
6n71

Preuve :

1. En développant suivant la derniere ligne, det Ay = by det Ap_1 — ag det Aj_1 ot

bi ¢ - 0 0
as by . 0 0
Ap_q = S : = det Ap_q1 = cp_1 det Aj_s.
0 0 " braol| O
0 0 - ag—1 cp—1
Ainsi, par récurrence sur k = 1,...,n, on montre la propriété (HRy) : 0 = det Ay :

o (51 = b1 = det Al et (52 = bgbl — agC1 = detAg ;
e Supposons que (HRg_1) et (HRy_2) soient vérifiées pour un k > 3. Alors, 6 = bpdr—1 —
apCr_10k_2 = b det Ap_1 — apcp_q1 det Ap_o = det Ay par la remarque préliminaire.

Par le principe de récurrence, la premiere partie du théoreme est démontrée.

2. Calculons, pour les matrices L et U proposées, le produit LU : (LU); ; = Z L; Uy
k=1
. 01 )
[ ] POU.I‘ 1 = 17 (LU)L]‘ = Ul,j dOIlC (LU)I,l = 5— = bl, (LU)LQ = U172 = C1 et pour 7 Z 3,
0
(LU =U1;=0

18
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di—2  0i—1
dic1 dio

e Pour 2 < ) <n-— 1, (LU)Z‘J‘ = Li,i—lUi—l,j + UiJ‘ donc (LU)i,i—l = Q;

Oi_ 0; b;0;— .
(L[])H = ai—Q X Ci—1 + = ! = bz ; (LU)L i+1 = UL' i+1 = C; et (LU)ZJ = 0 si
’ di—1 di—1 di—1 ’ ’ '
j<i—louj>i+1
Op— Op—
e Pour i =n, (LU)p ik = Lyn-1Un—1,x + Un donc (LU)p p_1 = an—2 X Lio= an ;
5 5w bud o O
(LU)pp = a2 X e+ — = 2L et (LU)p ik =0 pour k <mn — 1.
’ On—1 On—1 On—1 ,

Ainsi, LU = A.

Conséquence : Résolution d’un systeme linéaire

Pour résoudre le systeme linéaire Ax = d ou A est tridiagonale, on construit les suites
suivantes :

O —
pour k=1,...,n, zx :ck£
Ok
o B _dp — apwg_
wy=—etpourk=2,...,n, wp=—"H9—
by by — agzr—1
Tp=wpetpourk=1...,n—1 2y = wy — 2xTr+1
' . N . ’ . . 51 5n
Idée: On procede par la méthode de remontée deux fois : (LA)w = d avec A = Diag 5
0 n—1

puis (A™'U)z = w.

2-4 Méthode de Choleski

On s’intéresse au cas particulier ou A est symétrique définie positive.

Théoréeme 7 : Si A est symétrique définie positive alors, il existe B € M,(IR)
triangulaire inférieure telle que A = B'B.

De plus, si on impose que les éléments diagonaux de B soient positifs, alors la factorisation
est unique.

Preuve : — Existence Montrons tout d’abord que, pour k = 1,...,n, det(A) > 0 : en effet, soit
w= ‘(wy,...,w) € R"; on pose v = “(w 0...0) € R". Alors, ‘wAyw = ‘wAv > 0 (car A est définie
positive et si w # 0, alors v # 0). Ainsi, par le Théoréme 5, il existe

1 (0)
¢ Uir - Uln
L=| ™ et U= o
en,l o En,n—l 1

ou pour k = 1,...,n, uge > 0, telles que A = LU. Soit alors ¥ = diag (y/u11,...,1/Unn) ; O0 a
A= (LY)(27!U) ce qui donne A = BC avec

VUil (0) Vuir oo urn/Vunn
B=1L%= S ot C=%U= - :
vV ullgn,l Tt Unn (0) Unn

19
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Par hypothese, A est symétrique donc

'"A=A & !C'B=BC
& B lC=c(B)™?

B liC = et  C(B)'= .
(%) 1 (0) 1

ce qui prouve donc que B~''C = C(*B)™ = I,,. Ainsi, C = ‘B et A = B'B avec B triangulaire

inférieure.

— Unicité : Supposons que A = B1'B; = By'By avec B; (i = 1,2) triangulaires inférieures &
éléments diagonaux positifs. Par unicité de la décomposition LU (& matrice diagonale prés), il existe une
matrice diagonale A telle que B; = BsA, ce qui implique By *By = By 'By = BoAA By et done A? = 1I,,.
Ainsi, A = diag(£1,+1,...,£1).

Or, pour k = 1,...,n, (B1)gk = (B2)kk X Ak et (B1)kk et (B2)rk sont strictement positifs donc
Agr = 1 et finalement, A = I, ce qui permet de conclure que By = Bs.

O
b11 (0)
De maniere pratique, on pose, a priori, B =
bn,l bn,n
b1 (0) bir - bpa
La relation A = B'B = o AR implique :
bn,l te bn,n (0) bn,n
b%l = al donc bll = 4/0Q11 :
a
ba1 X by = ajy donc by = —= ;
b11 .
Pour¢=3,--- ,n, bi71 X byp = ai; donc bi71 — 2L ;
1,1
b%l + b%z = ago donc by = \/agss — b%l ;
ag; — ba1 X b;
Pour ¢ =3, -+ ,n, by X bi71 + bgg X bz‘,g =ag; donc bi72 — 2% b21 b1 ;
22
7j—1
Pour j =3, --- ,n, Zb?k. —|—b?j = aj; donc b;; =
k=1
j aji — 3 bjkbir
Pour 7 = ] + 1, e, N, Z bjkbik = aji donc bz‘j = k=1
bj;
k=1
Application :
e Méthode de Choleski pour la résolution du systeme Ax = b, avec A définie positive et
symétrique :

1) On détermine B telle que A = B'B et pour k=1,--- ,n, By > 0 ;
2) On résout les systemes By = b puis ‘Bx = y.
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e Méthode de Choleski pour le calcul de det A avec A symétrique et définie positive :

n 2
dMM:@Mﬁ:(HmO.
k=1

2-5 Factorisation QR et méthode de Househdlder

Définition : On appelle matrice de Househélder une matrice qui a la forme H (v) = I, —2——

ouwv e C"\ {0}

Remarque : Par convention, I,, est une matrice de Householder.

Propriété : H(v) est hermitienne et unitaire.

*

VU v¥** VU

| -5
vt v

wa:W@W[QZ

v* v
Montrons que H(v) est unitaire.

vu* vt vu* vvrov*
HW)*H(v) = Hw)H@) = (I, — 22 ) (1, 22 ) =1, — 422 1420 _ 1,
(HPHE) = HHE) = (1,220 ) (1,220 s

U*
O
n
Théoréeme 8 : Soit a = (a1, -+ ,a,) € C" tel que Z la;| > 0. Alors, il existe deux
i=2
matrices de Householder Hy et Hj telles que Hja (i = 1,2) soit de la forme *(,0,--- ,0).
~——
] n—1
De maniére plus précise, soit a € IR tel que e"*|a1| = a1 ; on a:
e si Hy = H(a+ |la]|2e"%€1), Hia = —||a||2e"%ey
e si Hy = H(a — ||al|2€'“e1), Hoa = ||al|2e"“e;.
ol e; est le premier vecteur de la base canonique.
Preuve :
n
Comme Z la;| >0, ax || a |2 e®e; = *(a1 % ||al|2e"*, az,...,a,) # 0. On peut donc définir H; et
i=2
H; comme dans 1’énoncé du Théoreme 8. Ainsi, pour tout i € {1,2},
tio— 1, ol lalzeer)(at [alp cer)’
(a = ||all2ee1)*(a + [|all2 e™e1)
ot av vérifie €'*|a;| = a1. Or,
(a=£ [lallze™er)(a % [lall2eer)'a = (a=x|al2eer)([lall3 £ [lallze™a1)  car (e")* =e™"
= lallz(a % [lall2e™e1)(la]lz £ e™*¥a1)
et,
(ax[lall2e™er)"(a £ Jallze™er) = all3 £ [lall2(e™" a1 +€'¥a1) + [laf}  care@eT =1
= |lal3 £2[allze™* a1 + [|a]3  car are™' = @1’ = |y

= 2llaf2(la]l2 £ e™*a1)
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donc,

Ha — |a—olellz(lallzxe a)(a £ |laflseer)
2|lallz(|all2 £ e~">a1)

a— (a+|lal2e"er) = Flall2e™es

Application du Théoreme 8 & la réduction de Householder d’une matrice A € M,,(K)

Soit A = (aij)ij=1,...n € Mn(K) (avec K =1R ou C).

— 1% étape On pose a; = “(a11,...,an1) (la premicre colonne de la matrice A). Deux cas
se présentent :

n
e Si a;1| = 0, alors, on pose Hy = I, ;
p

=2
n . .
e Si Z la;1| > 0, alors, on pose Hy = H(a; — ||ai]|2¢"*e1) ou ay vérifie €' |ai1| = aq;.
=2
Dans ce cas, on a

; _(1 _(1

Jarllope @y - ap,)

0 P 1)

ma-| O o

~(1 ~(1

oAl

— Etape k (k <mn —1) On suppose qu’'on a obtenu k—1 matrice de Househdlder (éventuellement
égales a l'identité), Hy,..., Hi_1, telles que

i ~(1) ~(1) ~(1) ~(1)
loalae™ = @z e G de e Gy
; . (2 (2
0 az]|2e"** - Ay k—1 Ao, =0 Gy
S S )
0 o lag—all2e =t a4y,
Hy 1...HA= ~(F—=1) ~(k—=T)
o S I T
0 0 0 Opt1k " Qyin
: : : : e
0 0 0 iy, etk
On introduit alors le vecteur ay = t(dngl), . ,dﬁﬁ;l)) e K" ! (premitre colonne de la sous-
matrice entourée). Deux cas se présentent :
n
e Si Z |5L§Zil)| =0, alors, on pose Hy, = I, ;
i=k+1
n
o Si Z ]&gllj_l)\ > 0, alors, on pose Hy, = H (ay — ||ak||2e"**ex) € My—_r1+1(K) ot ay, vérifie
i=k+1
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iag 1 ~(k—=1)| _ ~(k—1)
e ay, | =ay, et

I On—kt1,k-1 )
H, = T e M,,(K).
F ( Ok—1,n—k+1 Hy, n(K)

La matrice Hy est de Householder (pour le vecteur t(017k,1, fag)) et vérifie

(1) ~(1) ~(1) ~(1)

(1% ~
|at]2e ajg T “%k) a%,l;;—l—l T a%n)
io (2 ~(2 (2
0 |az[l2e"* - Aok Aok+1 G2
_ 16 ~ (k) ~ (k)
Hy...H1A= 0 0 o [lagll2et ?k,k—l—l ?kﬁn
~(k ~ (k
0 Apr1k+1 " Qtin
~ (k) ~ (k)
0 0 0 Gy pyy o G

— Etape n L’étape n — 1 a conduit a 'obtention de n — 1 matrice de Householder, Hy, ...,
H,_1, éventuellement égales a I'identité, et qui vérifient

~(1 ~(1 ~(1
lasls aly &t al)
- ~(2
0 lagle -~ des, s
anl...HlA: : : . :
0 0 o anale @,
0 0 0 aln=1)

Enfin, soit oy, tel que eia’" aln=1) = |d?({;l_1)|
e on pose H,, = Diag(e "*!,...,1,e ") € M, (K), qui est une matrice diagonale unitaire.

On a, finalement

-1 ~(1 ~(1
Jorlls a1y da
- ~(2
0 Ha’2||2 Q3 n—1 QAo
H,... HA= : : :
0 0 o lanoll a0,
0 0 - 0 ‘&n%—l)‘
et donc, il existe n—1 matrices de Househdlder, Hy, ..., H, 1, et une matrice diagonale unitaire,

H,, telles que H,, ... H A soit triangulaire supérieure a diagonale positive.

Théoréme 9 : Soit A € M, (K) inversible. Alors, il existe une matrice unitaire @ et
une matrice triangulaire supérieure R telles que A = QR.

De plus, on peut trouver R a éléments diagonaux strictement positifs. La factorisation

est alors unique. .

Preuve :
— Existence D’apres la démonstration que 'on vient de faire, il existe n — 1 matrices de House-
holder, Hy, ..., H,_1, et une matrice diagonale unitaire, H,,, telles que R = H,, ... H1 A soit triangulaire
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supérieure & diagonale positive. Si, de plus, A est inversible, comme les Hy (k = 1,...,n) le sont, la
matrice R est a diagonale strictement positive.

Posons alors Q = (H,, ... H;)™ ' = Hy...H,_1H} ; puisque les Hy, (k = 1,...,n) sont unitaires, la
matrice () ainsi définie est unitaire et on obtient la décomposition attendue A = QR avec ) unitaire et
R triangulaire supérieure a diagonale strictement positive.

— Unicité Supposons que A = Q1 R1 = Q2R avec Q, (k = 1,2) unitaire et Ry, (k = 1,2) triangulaire

5 im1,om alors, Vi =1,...,n, r'¥ > 0).

supérieure a diagonale strictement positive (i.e., si Ry = (rij

Posons alors B = RgRl_1 = (bij)i,j=1,..n ;0N & :
e B est triangulaire supérieure (car Ry et Ry Lle sont) ; donc B est triangulaire inférieure
e BB = (RyR{ )" (ReRy") = (QiQz )" (Q1Q37") = Q2QiQ1Q5 = Q2Q5 = I car QiQj = I,
puisque les matrice Q) (k = 1,2) sont unitaires ;
e Pouri=1,...,n,b; = rgf)/rgil) > 0 donc la matrice B est de diagonale positive. Ainsi, I,, = B* B
est la décomposition de Cholesky de I,, et, par unicité de cette décomposition (établie dans le cas
réel au Théoreme 14. ; 'extension au cas complexe est immédiate), B = I,, et Ry = Ry, Q2 = Q1.

O
1/3

2 1
Exercice traité: Chercher la décomposition QR de la matrice A = 2/3 25
-2/3 0 1

— 1%¢ étape : On pose ay = "( 1/3 2/3 —2/3).
1 :
Alors a2 = 5\/1 +4+4=1lete =1dotv;="(-2/3 2/3 —2/3 ). On a alors

—1
1 )(-11 -1)
* —1
H = -2 9
vy U1 —1
(-1 1 -1) 1
—1
1 -1 1 1/3 2/3 —2/3
2
= Ly -1 1 -1 |=( 23 13 23
1 -1 1 —2/3 2/3 1/3
1 2 3
Donc HHA=1| 0 2 3
0 0 3
— 2°M€ &tape : On pose ay = t( 2 0 ) Comme az[2] = 0, on choisit Hy = I3. On a alors
1 2 3
HyH{A = 0 2 3 =R
00 3

1/3 1/3 —2/3
etQ:H1H2:H1]3: 2/3 1/3 2/3
-2/3 2/3 1/3
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Exercices

Exercice 1 : Méthode de Gauss
Résoudre par la méthode de Gauss le systeme linéaire suivant :

T - 3.%'2 — I3 = 2
-z + @ + 2m4y = 3
To — I3 =1

2r1 + a9 — X4 0

Exercice 2 : Décomposition LU

On pose
—2 1 -1 1
2 0 4 -3
—4 -1 -12 9
-2 1 1 —4

A=
1) Donner la décomposition LU de la matrice A (i.e. A = LU avec L triangulaire inférieure
et U triangulaire supérieure).
2) En déduire la solution du systéme linéaire Az = b ou b = (1.5,4, —14, —6.5).

3) Soit B = W A'L. Sans calculs supplémentaires, donner une décomposition LU de la
matrice B.

Exercice 3 : Décomposition LU

1) Réaliser la décomposition LU de la matrice :

-1 1 -3 0

11 3 8

A= -2 2 -5 -1
3 1 8 13

2) En déduire la solution du systéme linéaire Az = b avec b= (0,2, —1,5).

3) Sans calculer A2, résoudre le systeéme linéaire A%z = b.

Exercice 4 : Décomposition de Cholesky.
Donner la factorisation de Cholesky des matrices :

1 -2 0

A= -2 8 —6
0 —6 25
4 0 12 -6
01 2 1

DA2=1 15 9 49 _4
6 1 -4 51
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Exercice 5 : Décomposition QR
Chercher la décomposition QR de la matrice

1 —46/5 —43/5
A= 2 8 23
—2 —28/5 26/5

Exercice 6 : Calcul de déterminant et décomposition LU

1) Expliquer comment on peut calculer le déterminant d’une matrice A d’ordre n a partir
de sa factorisation LU.

2) Appliquer cette méthode a la matrice

21 3
A= -4 1 —4
-2 2 4
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