UTM-L3MASS MIOB16Y C.Hassenforder

Chapitre 3

Méthodes itératives de résolution de systemes linéaires

3-1 Introduction

Principe : Soit un systéme linéaire Az = b avec A € M, (K), det A # 0 et b € K". Une
méthode itérative se présente sous la forme

ug € K" et pour tout k& > 0, ugy1 = Bug + ¢ (%)

avec B € M, (K) construite & partir de A, ¢ € K" construit a partir de A et b.

3-2 Quelques méthodes itératives particulieres

3-2.1) Principe général

On suppose que A = M — N avec M facile a inverser (diagonale ou triangulaire). Alors
Az = b si et seulement si z = M Nz + M~ 1b

et on s'intéresse & la méthode itérative (1) telle que B=M N =1—- M 1Aet c=M""b.
Pratiquement, on résout les systémes linéaires successifs :

pour tout k, Mugy1 = Nug + 0.

3-2.2) Méthode de Jacobi

0 0 0
asy 0 0
A= D—-FE—F avec D = diag(agi) et agx # Opour 1 <k <n, E = —
Gn 1 An n—1 0
0 a2 -+ aip
. NP 0 0 : . . ‘. .
(triangulaire inférieure) et F' = — . (triangulaire supérieure), qui est la
. ) an—1,n
0 --- 0 0

décomposition par points de la matrice A.

Définition : On appelle méthode itérative de Jacobi par points la méthode itérative :

ug € K" et uppy = DY (E + F)up + Db

J=DYE+ F)=1—- D 'A est appelée matrice de Jacobi par points.

En posant uy = (ulf, “e ,uﬁ), on est conduit a résoudre Duyi1 = (D — A)uy + b, c’est-a-dire
E+1 k k k
a11u1+ = —Qa12Ug — A13U3 * - - — A1 pUy, + b1
E+1 k k k
a22u2+ = —Qa21Uy — 23Uz * - — A2 nUy, + b2
k+1 k k k
Annly = =g U] = G 2Us5 -+ = Gpp-1Un_q + by
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CHAPITRE 3 Méthodes itératives de résolution de systemes linéaires

3-2.3) Méthode de Gauss-Seidel

On peut améliorer la méthode précédente en utilisant les quantités déja calculées :

k41 k k k
anuf T = —apul — aizuf - — arup + by

E+1 _ k+1 k k
AUy~ = —@21Uy — A3U3 **+ — A2plU;, + b2

k41 _ k+1 k+1 k1
Applly, = —Qp U] — Ap2Uy -~ — Gpp-1U, 1+ by,

ce qui s’écrit aussi Dugy1 = Eugy1 + Fuyp + b, soit ug1 = (D — E)_lFuk. + (D — E)_lb
pour tout k > 0. (D — E est inversible car ag # 0 pour tout k).

Définition : On appelle méthode itérative de Gauss-Seidel par points la méthode :

ug € K" et, pour tout k > 0, ugy1 = (D — E)_lFuk. + (D — E)_lb.

La matrice G = (D — E)*lF est appelée matrice de Gauss-Seidel par points.

3-2.4) Méthode de relaxation

Définition : On appelle méthode itérative de relaxation par points la méthode définie pour
w # 0 par :

n D -1 1—w D -1
ug € K" et, pour tout k >0, upyy = | ——FE -~ D+ Flu+(=—-FE) b
w w w

D -
La matrice R,, = <— — E) <—wD + F> est appelée matrice de relazation par points.
w w

Remarques :
e Pourw=1, R, =G.

D
e Comme agi # 0 pour tout k, <— - E) est inversible.
w

Lorsque w > 1, on parle de sur-relazation
Lorsque w < 1, on parle de sous-relazation.

De maniere pratique, la méthode de relaxation correspond a :

Dugyq = (1 — w)Duy, + wEugq + wFug + wb

k+1 _ k k k k
apjjuy T = anui —w(anuy + apus + - + a1 pu,) + why
k+1 _ k k41 k k
agus T = axus —w(aziui" + agusy + - - + ag pu, ) + wbo
k+1 _ k k41 k41 k
Apn Uy = Gpply — W(ap Uy + apous  + - 4 appty) + wby,

Le probléme principal sera de déterminer wy tel que wg = argmin p(R,,), afin d’optimiser la
welR”
convergence (si p(Ry) < 1).
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3-3 Quelques rappels sur les normes vectorielles et normes matricielles

3-3.1) Norme vectorielle

Définition : Soit V' un K-espace vectoriel. Une norme sur V' est une application || || : V' — Ry

telle que :

est

est

e ||v]] = 0 si et seulement si v =0
e pour tout A € K, || Av|| = |A| ||v]|
e pour tout (u,v) € V2, ||u+v| < [Jul| + ||v||.

Un espace vectoriel muni d’une norme est un espace vectoriel normé.
Les normes usuelles de K" sont :
n

o o= lvil
i=1

Zv? = /(v,v) (norme euclidienne si K =IR)
i=1

o [[vll, = (ZZ:\%V’)

o [[vlloo = mmax Juil

o [[vlla =

1/p

Théoréme 10 : Soit p € [1,+o00[. L’application || ||, est une norme.

Preuve : voir Exercice 1.

O
L’inégalité triangulaire :
pour tous u,v € K", [ju +vll, < [lull, + [|v[l,
appelée inégalité de Minkowski.
1 1
Pour p et ¢ tels que — + — = 1, I'inégalité
p q
n
> fuivil < Jlullp llollg
i=1
appelée inégalité de Hélder.
Pour p = g = 2, cette inégalité est appelée inégalité de Cauchy-Schwarz.
Proposition : Soit || || et || || deux normes définies sur un méme K-espace vectoriel V
de dimension finie. || || et || || sont équivalentes : il existe C' et C" € IR% tels que, pour

tout v € V, C’||v]| < ||v]| < Clv].

3-3.2) Normes matricielles

Définition : On appelle norme matricielle toute application || || : M, (K) — IRy telle que :
e ||A]| = 0 si et seulement si A =0
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CHAPITRE 3 Méthodes itératives de résolution de systemes linéaires

e pour toutes A, B € M, (K), ||[A+ B| < ||A]| + || Bl
e pour toutes A, B € M, (K), || AB]| < ||Al/||B|l-
Etant donnée une norme vectorielle sur K", I’application :
Av Av
1 M) R d = sup Aoth = sy IRl g
vel K" 50 ve K" JJv]I<1 ve K" |Jv]|=1

est appelée norme matricielle subordonnée & la norme vectorielle || |.

Proposition : Si || ||| est une norme matricielle subordonnée, alors,

pour toute A € M,,(K), pour tout v € K", || Av|| < || 4] ||v]|-

Théoréme 11 : Soit A = (a;;) € M, (K). Alors
H‘lvul -
o ||A]|l; =su :maxg aij
4l b [[o]lx 1§j§"z‘:1| 4

[|[Av]|2
© ll4llz = sup Zo = = Vip(ArA) = |47z
I ll2 est invariante par transformation unitaire ; si A est normale, ||A]|2 = p(A).
B 1 [ -
I N P
]:

Preuve : Pour tout vecteur v,

1Al =

%

E iV
J

<Y ol Y lag| < <m}XZ|aij|> [[vlls-
7 i [

Pour montrer que le nombre max2|aij| est effectivement le plus petit nombre a pour lequel
j=

?
Pinégalité ||Av|1 < «a||v||x a lieu pour tout vecteur v, construisons un vecteur u (qui, bien entendu,
dépend de la matrice A), tel que l'on ait I’égalité

| Aull; = <mgx2|aij|> (e
7

Il suffit de considérer le vecteur u de composantes

u; = 0 pour ¢ # jo, uj, =1,

ou jg est un indice vérifiant

max » fay| =Y [aijql-
J 7 7

De la méme facon,

[ Av]|oe = max
(2

E aij’uj
J

< (mngmm) ol
J

mgxz laiil = laig;l-
J 5

Soit ¢ un indice vérifiant
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Le vecteur v de composantes

_ Gig,y

= si Qg5 75 0, Uj = 1 si Qig,5 = 0,
|ai0,j|

Uj
vérifie
| Aulloc = mgXZlaiﬂ [[ullos,
J

ce qui régle le cas de la norme || ||oo-
Puisque

* A%

v*A* Av

IAJI3 = sup

—— =sup Ra-a(v),
vTv

le théoréme 3 permet d’affirmer que la borne supérieure du quotient de Rayleigh de la matrice hermitienne
A* A est la plus grande valeur propre de cette matrice, qui se trouve étre aussi son rayon spectral puisqu’elle
est positive.

Montrons ensuite que p(A*A) = p(AA*). Si p(A*A) > 0, il existe un vecteur v tel que

v#0, et A*Av = p(A*A)v,
et on a Av # 0 car p(A*A) > 0. Comme alors
Av # 0, et AA*(Av) = p(A*A)Awv,

il s’ensuit que
0 < p(A"A) < p(AA7),

et donc p(AA*) = p(A*A) puisque (A*)* = A. Si p(A*A) = 0, on a aussi p(AA*) = 0, sans quoi le
raisonnement précédent montrerait que p(A*A) > 0. On a donc, dans tous les cas,

A1 = p(A”A) = p(A"A) = [|A"]]3.
L’invariance de la norme || |||z par transformation unitaire n’est que la traduction des égalités
p(A*A) = p(U*A*AU) = p(A*UU*A) = p(U*A*UU* AU).
Enfin, si la matrice A est normale, il existe une matrice unitaire U telle que
U*AU = diag(\;(A)) = D.

Dans ces conditions,
A*A = (UDU*)*UDU* =UD*DU*,

ce qui montre que
p(A” A) = p(D" D) = max [N(A) = (p(4))*.

Théoréme 12 :
i) Soit A € M,,(K) et || || une norme matricielle. Alors p(A) < ||A4]l.
ii) Soit A € M,,(K) et e > 0. Il existe une norme matricielle subordonnée || ||| telle que

p(A) < IAll < p(A) + e

Preuve :
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i) Voir exercice 2.
i) D’apres le théoreme 2, il existe une matrice U telle que U AU soit triangulaire, supérieure par
exemple :
At tis s tin
Aotz - t2.n
U AU = : ,
)\nfl tnfl,n
An
les scalaires \; étant les valeurs propres de la matrice A. A tout scalaire § # 0, associons la matrice
Ds = diag(1,0,02,--- , 6" 1),

de sorte que

A1 Stz 8%tz - "M,
Ao Otag - "2y,
(UD;)"'A(UD;) = : :
A1 Oty im
)\TL

Etant donné ¢ > 0, fixons le nombre § de telle fagon que
n
S il <e, 1<i<n—1.
j=i+1
Alors 'application
I+ B — [IB]l = [I(UDs)~ B(UDs)||
qui, naturellement, dépend de la matrice A et du nombre ¢, répond a la question. En effet, on a, d’une
part,
[All < p(A) +¢,

d’apres le choix de ¢ et de la définition de la norme matricielle || || (| (ci,5)]|co = max g lcij]), et, d’autre
1
J
part, c’est bien une norme matricielle ; on vérifie en effet que c’est la norme matricielle subordonnée a la

norme vectorielle

ve K" = [|(UDs) ™ v]|se.

Théoreme 13 : L’application | [|[g : Mp(K) — R4, A = (ai;) — VTr(4A*A) =

E |lai j|? est une norme matricielle non subordonnée invariante par transformation
1<ij<n
unitaire et appelée norme de Frobenius. Elle vérifie :

pour tout A € M, (K), [[A]l2 < |Alle < vnllAll2.

Théoréme 14 :

e Soit || || une norme matricielle et B € M, (K) telle que |B|| < 1. Alors I + B est

1
inversible et ||(I + B) 7} < ———-.
1—|B]|

e Si une matrice de la forme I 4+ B est singuliére (non inversible), alors ||B|| > 1 pour
toute norme matricielle || ||.
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3-4 Suites de vecteurs et de matrices

Théoréme 15 : Soit B € M, (K). Les conditions suivantes sont équivalentes :
lim B*¥=0 (1)
k—+o0
lim B*» = 0 pour tout v € K" (2)
k—+o0
p(B) < 1 3)
| B|| < 1 pour au moins une norme matricielle 4)
Preuve :
e Montrons que (1) implique (2).
Soit || || une norme vectorielle et || || la norme matricielle subordonnée. Alors

pour tout v € K", || B¥v| < ||B¥|| ||lv|| avec klim llB*|| = o.
— 400
Ainsi, lim ||B¥v| = 0et donc lim B*v=0.
k—-+o00 k—+o0

e Montrons que (2) implique (3).

Supposons, par contraposée, que p(B) > 1. Alors, il existe A € K, |A\| > 1 et u € K", u # 0 tel que
Bu = \u.

Par récurrence sur k£ > 1, on montre que

BFu = B*1(Bu) = AB* lu = ... = My
donc || B¥u|| = |A|*||u|| pour toute norme vectorielle || ||. Or, lim |A* = +ocoul,donc lim BFu # 0.
k—-oo koo

e Montrons que (3) implique (4).

1—p(B
Comme p(B) < 1,1 — p(B) > 0. Posons ¢ = # Par le théoreme 12, il existe une norme
1 B
matricielle subordonnée telle que ||B|| < p(B) + ¢ = ++() <1l

e Montrons que (4) implique (1).
Par récurrence sur k, on voit que, pour tout k£ > 1,

IBE < IBIIB* ) < - < | BII*

donc, puisque ||B| <1, lim |B*|| =0, ce qui prouve que lim BF =0.
k—+o00 k—+o0

O
Théoréme 16 :
Soit B € M,,(K) et || || une norme matricielle. Alors klim | B V% = p(B).
— 400
Preuve : Exercice 5.
m]
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3-5 Convergence des méthodes étudiées

Définition : La méthode itérative (%) (ug, uxr1 = Buy + ¢) est dite convergente si

pour tout uy € K", lim wu; = z*
k—+o00

out ¥ est la solution de Az = b.
Remarque : On a alors * = Bx™ + c.

Théoréme 17 : Critere de convergence des méthodes itératives

Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) La méthode itérative (%) est convergente vers x* tel que z* = Bx* + ¢ ;
i) p(B) < 1;

iii) || B|| < 1 pour au moins une norme matricielle || ||.

Preuve : voir Exercice 1 et Théoreme 15.

Théoréme 18 :
e Soit || || une norme vectorielle et soit z* € K" tel que * = Bz™ + ¢. Soit la méthode
itérative (k). Alors

lim ( sup m%—fwﬂ>=pw>

k=400 \ Juo—a*|=1

e Soit || || une norme vectorielle et soit z* € K" tel que z* = Bz* 4+ ¢ = Bx* + &. Soit les
méthodes itératives (x) et

g =ug € K" et Gy 1 = Bﬂ,k + ¢ pour tout k£ > 0. (k)

Alors, pour tout € > 0, il existe p. > 0 tel que,

TN B
si k > pe, alors  sup (M) > L
luo—zl=1 \ [[ur — 2| p(B) +¢

Preuve :

sup g — 2| = sup || B (uo — ")V = [|B||VF — p(B)

luo—a*[|=1 lluo—z*||=1

d’apres le théoreme 16.

. . 1/k
sup (M>l/k = sup M
fuo—a= =1 \ [l =] uoa =1 \ [[BF(uo — 27)]
LB L 5 p(B)
> sup  —— || B¥(ug — %) ||M* = BENE
o —a*||=1 p(B)H (uo )l p(B)W Il o(B)
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Soite >0ete =¢ > 0. Il existe p. tel que, si k > p., alors

p(B)(p(B) +¢)

lar == INYS _p(B) , p(B) (, p(B)  p(B) p(B)
i (nukxﬂ) =B " T )(1 5p<B>+s)‘p<B>Xp<B>+e‘p<B>+s

luo—a*[I=1

Théoréme 19 : Soit A une matrice hermitienne définie positive, décomposée sous la
forme A = M — N avec M inversible. Si M* + N est définie positive, alors p(M~'N) < 1.

Preuve : Soit la norme vectorielle || || : u € K" + v%Au (qui est une norme car A est hermitienne
définie positive) et || || la norme matricielle subordonnée.

On a M* 4+ N hermitienne car M*+ N =A*+ N*+ N=A+ N+ N* =M + N*.

Or, [[MTIN|| = ||I = M~ All = sup [lu—M~"Aul.

llull=1
Or |[u — M~ Aul| = ||ju — w|| avec w = M~ Au si et seulement si u = A~'Muw, si et seulement si
u* =w* M*A™! (w+#0siu#0). Dot

lu — M~ Au||?

(u—w)*A(u — w)

= uAu—w Au — v Aw + w* Aw

= 1l—-w'Mw-—w'Mw+w Aw

= l-wM+M-Aw=1-w" M +N)w

avec w*(M* + N)w > 0 car M* + N est hermitienne définie positive. Donc ||u — M~ Aul| < 1.

Or, sur le compact S(0,1), u + ||ju — M~ Aul| est continue et atteint donc ses bornes : il existe ug
tel que |luo|| =1 et [|[I — M rA|| = |lup — M~ Aug|| < 1.

O

Théoreme 20 : (Ostrowski-Reich) Condition suffisante de convergence de la méthode
par relaxation. Sila matrice A est hermitienne définie positive, la méthode de relaxation
converge pour w €0, 2[.

D 1-— D 1-—
Preuve: A=M — N = <—E> — (—wD+F). On pose M = —fEetN:—wDJrF.
w w w w
D 1-— 2 —
Alors M+ N==—F'+ — 2Dy F="""D_E" +F.
w w w 5
—w
Or, comme A est hermitienne, E* = F donc M*+ N = ——D.
w
Puisque A est hermitienne, ‘e, Aes, = azs, > 0 implique que D = diag(ay1,- - , an,) est définie positive
donc M™ + N est définie positive si et seulement si w €]0, 2].
Le théoreme 19 permet de conclure.

Théoréeme 21 : Condition nécessaire de convergence de la méthode par relaxation.
e Le rayon spectral de la matrice de relaxation est tel que p(Ry) > |w — 1].
e Ainsi, si w ¢]0, 2], la méthode de relaxation ne converge pas.
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w

kli)\k(RW) = det(Ry) = {det (g — E)]ldet <ITU’D +F> _ (5#)"det(D) _

= (1—-w)".
widetD ( w)

D -
Preuve : R, = (E —E) (—wD—i—F). On a

w)| = |1 —w|™, ce qui entraine les deux affirmations du théoréme.

Exercices

Exercice 1 : Démonstration du Théoréme 10.

L’objectif de cet exercice est de montrer que, pour tout p € [1,+o0], |[v]|, = (Z |vi ]p>
est une norme.
1) Montrer que || ||; est une norme.
) En utilisant la convexité de la fonction exponentielle, montrer que
aP q
pour tous a >0, 3> 0, aﬂ<—+—
q

. 1 1
ou q est tel que — + —=1
P g

n
1 1
3) En déduire que Z luivi| < ||ullp [|v]lq, toujours avec — 4+ — = 1.
— p

4) Montrer alors que |[u + v, < |Jullp + ||v]|p-

[On utilisera la relation : (|u;| + |vi])P = |ug|(Jug| + |vl-|)p_1 + |vi|(Ju;| + |vi|)p_1]

Exercice 2 : Démonstration du Théoréme 12-i)

Soit A € M, (K)) et || || une norme matricielle. Montrer alors que p(A) < ||A||

Exercice 3 : Un exemple de norme matricielle non subordonnée (Théoréme 13)

M, — IR
1/2
Soit l'application || ||g :

A Alg=1| > layl = Vtr(A* A)

1<ij<n

) Montrer que || ||z est une norme matricielle et non subordonnée pour n > 2
) Montrer que || ||g est invariante par transformation unitaire et qu’elle vérifie

| All2 < ||AllE < v/n||A||2 pour tout A € M,,.
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Exercice 4 : Démonstration du Théoreme 14

1) Soit || || une norme matricielle, B une matrice telle que |B|| < 1 et I la matrice identité.
Montrer alors que :
a) I + B est inversible.

1
b) (I +B)7Y < ——.
) IC )l =B

2) Montrer que, si (I + B) est singuliére, alors ||B|| > 1 pour toute norme matricielle || ||.

Exercice 5 : Démonstration du Théoreme 16.

Soit A € M, (C). Soit || || une norme vectorielle sur C" et on note de la méme fagon la
norme matricielle subordonnée.

A
1) Pour tout € > 0, on pose B, = ———— ;
) pose Be = ) e
a) Montrer que lim || BZ| =0.
p—-+oo

b) Montrer que p(A) < ||AP||*/.
c¢) En déduire que ligl | AP||MP = p(A).
p——+00

2) Montrer que si A est symétrique, p(A) = || A]|2.

Exercice 6 : Soit A une matrice d’ordre n > 2, inversible et & coefficients réels. On écrit la
matrice A sous la forme A = M — N, ou M est “facilement inversible” et on s’intéresse a la
résolution du systéme linéaire Az =b. Dans ce but, on introduit la suite (zx), .y définie par :

xo donné dans R™ et 1 = M Nz + M 1.

1) Résultats généraux :
a) Montrer que si la suite converge, c’est nécessairement vers la solution de Az = b.
b) Soit B = M !N et p(B) son rayon spectral. Montrer 'équivalence des deux assertions
suivantes :
i. Pour tout o € IR", lim x, = x avec Ax = b

k—-+o0
ii. p(B) < 1.

c¢) Montrer que, s’il existe une norme matricielle subordonnée || || telle que ||B]| < 1, alors
la méthode itérative ci-dessus est convergente.

2) On suppose que tous les termes diagonaux de A sont non nuls et on considere la méthode
itérative définie par le choix de M = D avec D matrice diagonale de A : d;; = a;; pour 1 <i <n
et d;; = 0 pour i # j.

a) Quel est le nom de cette méthode ?
b) Montrer que si A est a diagonale strictement dominante, c’est-a-dire si, pour tout
ie{l, -+ ,n}, |ay| > Z la;j|, alors cette méthode converge.
J#i

3) On suppose que tous les termes diagonaux de A sont non nuls et on considere la méthode

itérative définie pour une matrice M telle que :

mi; =0 pour 1 <¢<j<netmy=a;pourl <j<i<n.
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a) Quel est le nom de cette méthode ?
b) Montrer que si A est a diagonale strictement dominante, alors cette méthode converge.

1 2 =2
4) Soit A = 11 1 ; que peut-on dire de la convergence des deux méthodes pro-
2 2 1

posées précédemment ?

Exercice 7 : Soit A une matrice tridiagonale de taille n > 3 dont les termes diagonaux sont
non nuls. Soit D la matrice diagonale de A, E (resp. F') la matrice triangulaire inférieure
(resp. supérieure) stricte de A. On a donc A = D+ E+ F ; on pose J = —D Y(E + F) et
G=-(D+E)'F.

1) Pour toute matrice M = (mij)lgi,j§n7 on définit, pour tout réel non nul ¢, la matrice
M(t) = (mi;(t))1<ij<n, avec my;(t) =t /m;; pour 1 < 4,5 < n. Montrer alors que :

pour tout t € IR*, det(M(t)) = det(M).

2) On pose M = F + A?(D + E). En utilisant les notations de la questions 1), écrire la
matrice M(1/)) en fonction de D, E, F et .

3) Montrer que si P est le polynome caractéristique de J et Pg celui de G, alors on a
Pg(A\?) = A"Py(\). En déduire que p(G) = (p(J))? et conclure.
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