MIOA20 : Analyse numérique matricielle ‘

Corrigé du CONTROLE 1 (07.02.07)

1 0 0 0
Lo 9 0 1 0 0
Wri=| 2 b enyt=| 0 e 1
: : 0
en1 (0) 1 0 ena (0) 1
1 0 0 -+ 0
—6271 1 0 0
Li1Ly = —e31 —ez2 1 . mais on n’a pas Ly Ly = LoLq. Par exemple, pour n = 3,
0
—€n,1 —€np2 (O) 1
1 0 0 1 00 1 0 0
L2L1 = 0 1 0 —€2,1 1 0 = —€2,1 1 0
0 —e3p 1 —e31 0 1 —e31 +e32e21 —e3z2 1
-2 6 -5 1000 1000
- 24 —12 41 -39 | 8100 B 8 1 0 0
[2.]a) 4= 97 18 —62 54 |TAT 9010 | = 9010]°
9 14 15 —47 -3 0 0 1 300 1
3 -2 6 -5 1 00 0 1000
| o 7 1| . [0 100 o100
EA=19 35 % o "B=lo o010l =00 10]*
0 20 -3 —32 0 -5 0 1 05 0 1
3 -2 6 -5 1000 10 00
0 4 -7 1 0100 01 00
EEA=1 08 o] BTloo1o|l BT|loo0o 10
0 0 32 -37 00 4 1 00 —4 1
3 -2 6 -5 10 00
N N B | B B 8 1 00
d’ou U—EgEgElA— 0 0 -8 9 et |L=L1LoL3= 9 0 10
0 0 0 -1 35 —4 1

b) On a alors det A = det L x det U = det U = 3 x 4 x (—8) x (—1), soit |det A = 96 |

¢) Résolvons successivement les systémes L =bet Uz =7 :

— Systeme LT = b :

z1 = 3 71 =3
8T1 +T2 = 17 o To =17 821 = =7

— 9% +Z3 = =35 T3 =—35+91; = -8
321 +5%Tp —4T3 44 = 6 T4 =6-9+35-32=0

— Systeme Uz = 7 :

3v1 — 2x9 4+ 6x3 — bry = 3 x4 =0
dxe — Txz + x4 = -7 N r3 =1
— 8xrz3 4+ 9x4 = -8 x9 =0

T4 = 0 X1 =-1




‘ MIOA20 : Analyse numérique matricielle ‘

Corrigé du CONTROLE 2 (28.02.07)

Si A est une matrice symétrique définie positive, alors il existe B € M, (R) triangulaire inférieure
telle que A = B'B.

De plus, si on impose que les éléments diagonaux de B soient positifs, alors la factorisation est unique.

—, 1ére étape : Posons a; = £(4/9,1/9,8/9). Alors,

1 _
o [larflo= 5vVI6+T+64=V81/9=Tet e =1;

o vy =a; — |ailler = *(—5/9,1/9,8/9) ;

5
1| (=51,8)
< , [ 25 -5 40 L[ 20 5 40
o Hi—1I;—2 L= 5 1 8 |==| 5 44 -8
—5 W\ 40 8 o4 B\ 4 8 —19
(-5,1,8) [ 1
8
, 20 5 40 4 -8 -1 1 -1 0
o HiA— 5 44 -8 1 7 4 |=(o0 45 —7/5
B9\ 40 -8 —19 8 -7 1 0 -3/5 —1/5

—, gtme étape : Posons as = “(4/5,—3/5). Alors,
o | az HQZ%\/ngzletei‘“:l;
e vy = (=1/5,-3/5) ;
1 0 0

5 ) (1.3)
.ﬁm%bm)w V{0 e )

1 0 0 | 0 1 -1 0
HHiA=R=1| 0 4/5 -3/5 0 4/5 —7/5 |,soit|R=| 0 1 —1 |[;
0 -3/5 —4/5 0 -3/5 —1/5 0 0 1
1 20 5 40 5 0 0
et Q= (HoH,) ' = H'Hy' = H Hy = 44 -8 0 4 -3
x5\ g0 -8 —19 0 -3 -4

1 4 -4 -7
soit | Q = 9 1 8 —4
8 1 4




‘MIOBlGY : Analyse numérique matricielle‘

Corrigé du PARTIEL (21.03.07)

o O = O

bin oy b31 ban
‘g _ 0 bao b3a bao
0 0 b33 bags
0 0 0 by
b171 =1
b271 =-1
6371 =1
b471 =-1
6272 =2
—5+1
6372 - 9 = -2
5—1
b472 = T =2
bss=V14—1—-4=/9=3
—14+1+4 9
bja=—— —— =_3
9 3 3

bia=+V30—1-—4—-9=16=4

Posons
b, 0 0 O
bep b2 O 0
B = ’ ’ :
bs1 bza bzz O ’
byg bao byz byy
ce qui donne les relations suivantes :
b171 X b271 =-1 =
b171 X 6371 =1 =
b171 X b471 =—-1 =
b%,l + 6372 = 5 =
ba1 X b3+ baa X b3o=—5 =
boi X by1 +bro X bio=5 =
b§,1 + b?«:,z + b?«:,s =14 =
b3,1b41 + b32bso + b33bs3 = —14 =
1 0 00
. -1 2 00
Ainsi, | B = 1 -2 30
-1 2 -3 4
Pour la décomposition LU de la matrice A, on a :
1 -1
-1 5
A 1 =5
-1 5
1] -1 1 -1 1
-1 5 =5 5 1
A=l 1 5 o o—u BT 4
-1 5 =14 30 1
1 -1 1 -1 1
o 4 -4 4| . O
Bid=1 20 13 23| 0 B
0 4 —-13 29 0

1 -1

-5 5

14 —14
~14 30

0 0 1000

0 0 1100

10 & 1010
01 ~10 0 1

00 0 1 000
10 0 0 10 0
110" ™= 2110
~1 0 1 0 10 1



1 -1 1 -1 1 000 10 00
0 4 —4 4 0100 01 00
BEA= 4 o B=looto]l B o0 10
0 0 -9 25 0011 00 —-11
1 -1 1 -1 10 00
) s 0 4 —4 4 -1 1 00
d’on U= EgEgElA == 0 0 9 —9 et |L = L1L2L3 = 1 —1 10
0O 0 0 16 -1 1 -1 1
Résolvons successivement les systemes Lz =b et Uxr = 7 :
— Systeme Lz = b :
.i'l — —2 i’l - —2
- .i'l +.i'2 - 6 PN .1’2:64-.%1:4
T1 —Ty +23 = —15 T3 =—15—21+ 22 =-9
— T 4Ty —I3 434 = AT T4 =47T—-2—-4—-9=32
— Systeme Uz = 7 :
r1T — X2 + I3 — X4 = -2 Ty = 2
41‘2 — 4[L‘3 + 41’4 = 4 o T3 = 1
9IL‘3 — 9l’4 = -9 To = 0
16z, = 32 r = —1

La solution est donc x ou | = ( -1 0 1 2 ) .

A= M—N et det(M*N—=XI) = det(M ") det(N —AM) = — det(M ") det(AM — N).
20 -1 1

1 1
Pour M =21, P(\) = =3 2 2\ 2 :—§(8/\3+2)\+4/\+4/\):_)\<,\2+2)7
11 2
V5

donc les valeurs propres de J sont 0 et £—1.

On a alors p(J) = ? >1et ‘la méthode de Jacobi diverge ‘

On a de méme, det(G — A\) = det(M'N — M) = —det(M ") det(AM — N) avec
2 00 1 20 -1 1 1
M=| 2 20 |doncPg(d)=—g 20 2% 2 [=—(8)\7+2\—2)7410)?),

-1 -1 2 —A =X 2A
. ) 1 1\2
soit Pg(A) = =A(N° + A+ Z> = -\ ()\ + 5) . Les valeurs propres de G sont donc 0 et

1
—3 d’'ou p(G) = 3 < 1 et la méthode de Gauss-Seidel converge alors que la méthode de

Jacobi diverge.

1) a) Uu = nu donc u est vecteur propre de U associé a la valeur propre n. D’autre
part, U est de rang 1 donc 0 est valeur propre de multiplicité n — 1, avec Ey = {x €

R"; &y +xa+---+x, =0} et |Sp(U) = {0,n}|




b) Ala, B,a) = (B—a)+aU. Siz € Ey, alors Ur =0 et A(a, B, a)r = (8 —a)x.
De plus, si A(a, 5, 0)u = (8 — a + na)u. Ainsi, les valeurs propres de A(«, 3, «) sont
B—aet f+(n—1)a|
c)OnaA=M—NetJ=M"'N avec, pour la méthode de Jacobi, M = §I,

1
donc J = BN ou N = A(—a,0,—a). DouJ = A (—g, 0, _ﬁ) et d’apres b) avec 5/ =0

B g
et o/ = —%, les valeurs propres de J sont 3 — o/ = —% et B+ (n—1a =—(n-— 1)5
Ainsi, p(J) = (n — 1)%. On sait que la méthode de Jacobi converge si et seulement si

p(G) < 1 cest-a-dire | |B] > (n — 1)]a] |

2) a) Sion note ¢y, - - -, ¢, les colonnes de A, on a det(A+tU) = det(c;+tu, - - -, ¢, +tu).
On utilise alors la multilinéarité du determinant et le fait que, si 2 colonnes sont identiques,
le déterminant est nul. On a alors ici :

det(A+tU) = det(cy, -+, cn) +
t(det(u, co, -+, cn) + det(cr, u, 3, -+, ) + -+ -+ det(eq, -+ oy, 1)),

soit det(A + tU) = det A+ Kt. Pour t = —y, on a A+ tU = A(aw — 7,5 — 7, 0) donc
det(A+tU) = (B —v)" =det A —yK. (1)
De méme, pour t = —a, A+ tU = A(0,5 — o,y — a) donc
(B—a)" =det A — oK. (2)
a5 =)~ |
a—7
b) A(a, 5,a) = Ao, 3,0) — A(0,0,) = M — N et A\M — N = A (Ao, \G, ). On

a alors

Pour éliminer K, on fait a x (1) — 5 x (2), d’ou|det A(a, B,7) =

Pa(\) = det(G — M) =det(M N — XI) = det M~ det(N — AM)

1 (=)™ Aa(A\G — )" — a(AG — da)"
= —(=1)"det A (Ao, A =
ﬁn( )" det A (A, AB, @) o —
AA—2) = (1-2)"xn
soit, en simplifiant par «a, | Pg(\) = (—1)" ( ﬁ) 3 <1 ﬁ) .
Pa(\ —1)" (A3 —a)* — (B —a)"\n ! Pg(\
On a alors | P5(0) = 0] et G)E ) = (5”) (A3 — o) )\—(ﬁl @) donc }\ll)r(l) G)E ) =
——. Or Pg(\) =det(G—=X)= ] M—=A)=-A JI (A=A etona bien
B A:€Sp(Q) X €Sp(G)\{0}
. Pe(A) i
lim —— = — 1T Ail- On a done, pour |a| > |3, 11 |Ail > 1, ce qui
A=0 A A €Sp(G)\{0} A €Sp(G)\{0}

implique p(G) > 1, car sinon, on aurait |A;| < 1 pour tout ¢ et le produit serait aussi < 1.
Ainqi, d’apres le cours, comme p(G) > 1, la méthode de Gauss-Seidel ne converge pas.




MIOB16 : Analyse numérique matricielle ‘

Corrigé du CONTROLE 1 (03.10.07)

1 0 0 1 0 0
Soit EqEg = | a 1 0 | (ajout de oLy au Lo de Eg) alors que EgE, a 1 0
0 g 1 af [ 1
1 0 0
(ajout de BLy au Lg de E,. (E.Eg)™" = Ej'E;' = EgE o = [ —a 1 0 |, alors que
af -0 1
1 0 0
(BsEo) ' =E,'Ej' =E oE g=| —a 1 0 |.[2points]
0 -0 1
L’opération matricielle qui permet de permuter la premiere et la quatriéme ligne de A est la multi-
0 0 01
plication & gauche de A par P = 8 é (1) 8 . [2 points]
1 0 0 0
1 31 1000 1000
_ 1 2 1 3 | -1 1.0 0 |1 100
Blaya= o 7 35 B=] 9010|0010 ]|
1 -1 1 -1 0 0 1 1 0 0 1
1 1 3 1 1 0 0 O 1 0 0 0
| o 22| . |0 100 o 100
BA=1o 5 gl B o 110 270 110]°
0 -2 -1 0 0 2 01 0 -2 0 1
1 1 3 1 1 0 0 0 1 0 0 0
01 -2 2 01 00 01 00
EQEIA*ooo’E3*0010’L3*oo 10
0 0 -5 4 0 0 5 1 0 0 -5 1
1 1 3 1 1 0 0 0
) s _ |01 -2 2 _ |1 1 00 .
d’ou |U = EsEyF1 A = 00 10 et |L=L1LsL3= 0 1 1 0 .[8 points)
00 0 4 1 -2 -5 1

b) On a alors det A =det L x det U =detU =1 x 1 x 1 x 4, soit . [1 point]

¢) Résolvons successivement les systémes L =bet Ur =7 :

— Systeme LT = b :

T = 0 1 =0

Li‘l + X9 = 2 L]NS'Q =2

T2 + I3 =2 z3 =0

T1 — 2% — b3 + T4 = 0 Ty =4

— Systeme Uz = 7 :
1 4+ x> 4+ 33 + 24 = 0 Ty =

To — 2x3 + 234 = 2 N x3 =0

I3 = 0 o = 0
dry, = 4 r1 =—1



donc | x

-1
8 . [2 points]
1

Bonus : Pour résoudre A%u = b, c’est-a-dire A(Au) = b, on a tout d’abord Au = A™'b = x qui vient
d’étre calculé. Il ne reste plus qu’a résoudre Au = x, soit LUu = z. Pour cela, on résout successivement
les systemes Lu =x et Uu =14 :

— Systeme Lu =z :

U1 = -1 = -1
U + U = 0 Uy = 1
Gy A+ s = 0 T Ya = -1
. — 2Us — dug + ug = 1 g = —1
— Systeme Uu = u :
U4:71/4
uy + uz + 3uz + wg = -1 uz = —1
Uy — 2ugz + 2ug = 1 o 1 1
“ . uQ:l_Qﬁngz_? 11
4U4 = -1
=—1+-43+-=—
U1 +2+ +4 1
11
donclu= | 2 || [1,5 points]
—1
1
4




‘ MIOB16Y : Analyse numérique matricielle ‘

Corrigé du CONTROLE 2 (18.10.07)

A= LU = (LY)(X7'U) = BC. Si on prend ¥ = diag(\/u1y, \/u2z, uzz) = diag(2,3,4) on a alors

2 00
LY = 1 3 0 = B (multiplication & droite par une matrice diagonale donc ce sont les colonnes
1 2 4
2 1 1
de L que 'on multiplie) et Y U=1 0 3 2 | =C (multiplication & gauche par une matrice diago-
0 0 4

nale donc ce sont les lignes que I'on multiplie). On constate que I'on a C = ‘B et donc A = B'B. [2 points)

_, pere étape : Posons a; = (3 4 0). Alors,

o |[arla=vI+16+0=vV25=5ete =1;
e vy =a;— |laifles = (-2 4 0)=-2%(1 —2 0);

-2 1 -20
0 ( ) o[ 1 -2 0 3/5 4/5 0
e Hi =132 =13 R -2 4 0 |=1| 4/5 =3/5 0 |.[1,5 points
L 0 0 0 0 0 1
1-20)[ -2
0
3/5 4/5 0 3 -5 0 5 -3 8
o« HiA=| 4/5 —3/5 0 4 0 10 |=0 -4 —6 |.[1poing
0 0 1 0 3 8 0 3 8
—, gtme étape : Posons az = ‘(—4 3). Alors,

o [[as[loa=V16+9=V25="5¢t 2 = —1;
e vy="(—4 3)+ 5 0)="(1 3);

1
1 3) 1 0 0
() : 0 -
.H2=12—271=12—1—0(é 3)23(43 Z);ng 0 4/5 —=3/5 |[1,5
(1 3)< 5 ) 0 —-3/5 —-4/5
1 0 0 5 =3 8 5 =3 8
points] et HoH1A=1| 0 4/5 -3/5 0 -4 -6 |=( 0 —5 —48/5 |. [1 point]
0 —3/5 —4/5 0 3 8 0 0 —14/5
1 0 0 5 =3 8
Enfin, Hy= [ 0 -1 0 |et|R=HsHHA=| 0 5 48/5 || [1 poind
0 0 -1 0 0 14/5
3/5 4/5 0 1 0 0
On a alors A = QR avec Q = (HsHoH,)™' = HiHyHs = | 4/5 —3/5 0 0 —4/5 3/5
0 0 1 0 3/5 4/5

3/5 —16/25 12/25
soit | Q= | 4/5 12/25 —9/25
0  3/5 4/5

. [2 points]




MIOB16Y : Analyse numérique matricielle‘

Corrigé du Partiel du 08.11.07

o @ o
Q@ o Q

0
a|=Ala,b) =b> — 24 = b(b? — 2a?) = b(b — V2a)(b+ V/2a).
b

1. xa(A\) = det(A — AI) = A, 2 — \) qui ’annule pour 2 — A =0, 2 — XA = V20« et
2—\ = —v/2a. Les valeurs propres de A sont donc 2, vV2(v2—a) et v2(v/2+a). Elles sont

strictement positives si et seulement si V2 —a > 0 et V2 + a > 0, soit |a €] — V2; V2|

2. A est a diagonale strictement dominante si et seulement si 2 > |a| et 2 > 2|al, ce
qui donne |a| < 1, soit |« €] — 1; 1] |.

0 —a/2 0
3. J=D'E+F)=| —a/2 0 —a/2 | et la méthode de Jacobi converge

0 —a/2 0
si et seulement si p(J) < 1. Or x;(A\) = A(—a/2;—\) qui s’annule pour —A = 0,
—A=—a/V2et =\ =a/v2. On a donc p(J) = |a|/V2 qui est < 1 si et seulement si

la| < V2. Donc |la méthode de Jacobi converge pour a €] — v/2; V2[|.

2 00
4. G=(D—-E)y'"FavecD—E=| a 2 0
0 a 2

Y1
r1 = —
2xy = n ?}2 o
(D — E)x =y donne { axy + 2xy =y, , soit ¢ T2 = 5 Zyl donc
AT + 2[L‘3 = Y3 Y3 o a2
x325—1y2+§y1
1/2 0 0 0 —a O 0 —a«a/2 0
G=| —a/4 1/2 0 0 0 —a|=|0 a4 —a/2
o?/8 —a/4 1/2 0 0 0 0 —a®/8 a?/4

et xa(A) = =X ((a2/4 —A)? - a4/16) donc les valeurs propres de G sont 0 et a?/2 et
p=a*/2 <1 pour a? < 2.
La méthode de Gauss-Seidel converge donc pour a €] — v/2; v2[|.

1. D’apres le cours sur les matrices tridiagonales, avec ici by = 2 et ap = ¢ = —1
pour tout k, on a, en posant g = 1 et 0y = 2, 6, = det A, = 20,1 — dp_o pour k > 2.
Ainsi, det Ay = 201 — §g = 3, det A3 = 205 — 61 = 2 x 3 — 2 = 4. Par récurrence double, si
det A, s =n—1letdetA, ; =n,alorsdet A, =2det A, —det A, s =2n—(n—1) =
n+ 1 et on a bien |det A, = n + 1 pour tout n > 2|.




2. Toujours d’apres le cours, la décomposition LU de A, est :

1 0 - - 0 2 -1 0  --- 0
N
A= 0 2 " 0
3 n
0 — 1
0 --- 0 _n—1 1 0 -« -+ 0 ntl
n n

Si on impose les coefficients diagonaux de B positifs dans la factorisation de Cholesky;,
on a unicité et, toujours d’apres le cours,

V2.0 0
RS
o
2
p_| o Y2
V3
0
0 0 vVn—1 Vn+1
Vn Vn
3. a) On résout LUx = b, soit d’abord Ly = b, puis Uz = y. D’apres ce qui précede,
5
Y1 = 19 —Xy4 = 0
B 19 57
Yo =194 - = — ) —x3 =16 soit x5 = 12
on a alors , puis
— 3427 g o7
Yp= o+ 5 = 51"2:?—}—1250%952:27
yp=—124+12=0

2rx1 = 19 + 29 soit 1 = 23

La solution est donc |z = t( 23 27 12 0 ) .

0100
. 1 010
b) Pour Jacobi, M = D =2 et N = E+ F = 010 1 On a alors
0010
1 1 1
uF D = Ju® ¢ avec J = QN ete=Mtb= ab. Avec u©) = 0, on obtient uM =¢= §b
et u? = Jc+ ¢, soit u(l):t(g 19 _§ —6) ot u(2):t(ﬂ a7 1 _g)
2 2 2 4 2 4 4
1
- 0 0 0
2 0 0 0 T -
. - -1 2 0 0 1 1 9
Pour Gauss-Siedel, M = D — F = 0 -1 2 o | M = i i 1 .
0O 0 -1 2 % th % 1
16 8 4 2



1
0O —= 0 O
0100 ; 7 L
. o010 oa—lar 4 9 (k+1) _
et N = F = 000 1 .G=M"'N = . i il et on a alors u =
0000 %111%
0 — - =
16 8 4

Gu(k)+cavecc:M_1b:t<g 57 45 5l )

2 4 8 16

Avec u? = 0, on obtient uV) = ¢ et u® = Ge + ¢, soit

uu)_t(B 57 45 _E)etum)_t(@ 165231 _@>
2 4 8 16 8 8 32 64 /|

II1|1. Az = béquivaut & (D —E)x— Fa = b, soit, en composant & gauche par (D—E) ™,
alr —Gx = (D — E)'b| Dautre part, avec M = D—Eet N=F onaG =M 'N et

u* Y = Gu® + (D — E)7'b avec, d’apres ce que 'on vient de voir, (D — E)~'b = 2 — Gz.
Donc u**Y = Gu® + 2 — Gz, soit u* Y — y® = Gu® — *) 4 2 — Gz et on a bien

u* ) — ™ = (1 — @) (u® — z).

2. On a alors u® — 2 = —(I — Q)" (u*+) — 4B et

[u® =zl = (1 = &) @™ =) < WL =) Ju®H — .

B o ®) | jusqu’a avoir

Ainsi, on part d'un u(%) quelconque et on calcule les u®) et ||u
1073
™ — u®| <
17 = &)=l
3 0

3.D—E:<_1 4)donc

smomr= L1 (3 )5 (0 )

Onaalors]—G:i<12 4 )et(I—G)_lzi

0 12

13- =4 d’ou, avec la définition
12\ 0 13 13

17
Al = max 3~ |ay|, on en déduit | [|(1 = G) 'l = 75|
j




‘ MIOB16Y : Analyse numérique matricielle ‘

Corrigé du CONTROLE 1 (09.10.08)

1 2
3 6

Ona

? Si oui, la donner, sinon trouver P facile & inverser, L et U telles que PA = LU. A-t-on unicité de
cette décomposition si on impose aux coefficients diagonaux de L d’étre tous égaux a 1 7

‘ 0 = det Ay donc La matrice A n’admet pas de décomposition LU. [I poind]

1 0 0 1 2 -1
Soit By = -3 1 0 ; B1A = 0 0 7 |. Le coefficient asy étant nul, on va per-
-2 0 1 0 -5 7
1 0 0
muter la deuxieme et la troisieme ligne, c’est-a-dire multiplier a gauche par P = 0 0 1 ]. Ona
01 0
1 0 O
alors PE1A = 0 -5 7 = U, donc E1A = PU, A = L1PU et PA = PL,PU avec PL 1P =
0o 0 7
1 0 0 1 0 0
P 3 01 ]=21 0 |=L.][2points]
2 1 0 3 0 1
0 0 1 2 -1 5
La décomposition n'est pas unique carsi P =| 0 1 0 |,alorsPPA=| 3 6 4 et P'A
1 0 0 1 2 -1
admet une décomposition LU car det Ay # 0 pour 1 < k < 3. [0,5 point]
0 4 3 1000 1000
. 0 2 1 -2 . 01 0 0 01 0 O
2loa=| 35 5 G5B 3010|3010
-4 4 15 2 -4 0 0 1 4 0 0 1
-1 0 4 3 1 0 0 O 1 0 0 O
0 1 -2 0o 100 o100
BEA=1 o7 4 3| B0 110 27|01 10]
0 4 -1 -10 0 -2 0 1 0 2 0 1
-1 0 4 3 1 0 0 0 1 0 0 0
0 2 1 -2 01 00 0 1 0 0
BEA=L 5 oB s P o010 00 10
0 0 -3 —6 0 0 1 1 0 0 —1 1
-1 0 4 3 1 0 0 0
N 0 2 1 -2 0 1 0 0 .
d’ou |U = EsFExE1 A = 0 0 3 5 et |L=L1LyL3= 10 .[3,5 points]
0 0 0 -1 4 -1 1
b) On a alors det A =det L x det U = det U = (—1) x 2 x 3 x (—1), soit . [1 poind]

¢) Résolvons successivement les systemes LT =bet Uz =T :

— Systeme LT = b :

i = -13 i =—13
o = 9 iy =9
- 3% 4+ &+ i3 = 34 G3=34-39-9=—14

4z, + 2T — T3 + T4 = -—19 Ty =-194+52-18—-14=1



— Systeme Uz = 7 :

—x1 + 4rs + 3xy = -—13 e =—1
2x9 + 3 — 2z4 = 9 PN 3 = —3
3rs + bSxy = -—14 To =25
—T4 = 1 1‘1:—2

-2

5 .
donc |z = _3 . [2 points]
—1




‘MIOBlGY : Analyse numérique matricielle‘

Corrigé du CONTROLE 2 (16.10.08)

Posons
by 0 0 0 bii bai b3i bas
B— bpgq bap O 0 ; tg— 0 bop b3o bap
b31 b2 b3z 0 0 0 b33z Dbag3
bai bio baz baa 0 0 0 bgu
ce qui donne les relations suivantes :
b%,l =1 = bl,l =1
b171 X b271 =2 = b271 =2
b171 X b371 =3 = 6371 =3
b171 X b471 =4 = b471 =1
Doy +b3o=5=4+0, = bp=1
b271 X b371 + 6272 X 6372 =1 = b372 =1—-6=-5
5271 X b471 + b272 X b472 =10 = b472 =10—8=2
by, +b5,+b55=35 = by3=v35-9-25=1
53715471 + 53725472 + 53735473 =5 = b473 =5—-12410=3

by + b5, +big+bi, =45 = biy=V45—-16—4—-9=1+16=14

1

2

Ainsi, | B = .| [3 points]

W= O O

=W N =
_ O O O

—, pere étape : Posons a; = '( —3 2 —6 ). Alors,

o |ar[o=VI+4+36=V49=Tet e =—1;

e v =a +||aflee =" (4 2 —6)=2%(2 1 —=3);[I poini

9
L@eL =3 4 2 —6 3 -2
3 9 1
o Hi—I,—2 L= 2 1 3 |=2| -2
2 M\ g 3 9 “\ 6 3
213)| 1

-3
[2 points]



1 3 =2 6 -3 -2 -19 1 —-49 0 147
oHlA:? -2 6 3 2 6 15 =7 0 49 9 |,

6 3 -2 -6 3 —10 0 0 —49

-7 0 =21

soit H1A = 0 7 14 |.[1,5 points|

0 0 -7

. -1 0 0 7 0 21
— 2°M€ &tape : Posons Hy = 0 1 0 |. Alors HoH{A=| 0 7 14 | =R.
0 0 —1 00 7
[1 point]

-3 -2 —6
1
Alors H1A = HyR, puis A= HIH,R = QR avec Q = H1Hy = - ( 2 6 -3 )
-6 3 2

(1,5 points|

-3 -2 —6 1 0 3 -3 -2 -19
Vérification : QR = 2 6 -3 01 2 |= 2 6 15 | = A
-6 3 2 0 01 6 3 —10




‘MIOBlGY : Analyse numérique matricielle‘

Corrigé du PARTIEL du 06.11.08

(20 )an=2 (205 7, ) do
(2 O>et Rw:M‘lN:< (1-w) w/?2 )

—w 2 —w(l —w)/2 —w?/4+ (1 -w)

[1]1. M =

M=

RS EI*—‘

2. On sait déja que la méthode ne peut converger que si w €]0; 2[. On a xg, () =
2
M —tA+dout=trR, = —%+2(1—w) = —1/4w*+8w—8)etd=det R, = (1 —w)*

4 2

OnaalorsA:t2—4d:T—6—w2(1—w),soit A= 16(w + 16w — 16) |

1
e Si w? + 16w — 16 < 0, on a 2 valeurs propres complexes conjuguées A = a(t:ti\/ —A)

1
avec |A\]* = Z(tQ —A)=d=(1- w)2
2

Comme A = T—G((w+8) —80) = ( —/80+8)(w+v80+8), A < 0 entre les racines

et comme ici on prend w €]0; 2], cela est réalisé pour w €]0; wp[ ot wy = V80 — 8 ~ 0,94

et dans ce cas, .

e Siw?+ 16w —16 >0, on a 2 valeurs propres réelles (éventuellement confondues)

1
A= Q(t + VA) avec A\j Ay = d > 0 donc 2 valeurs propres de méme signe, qui est celui de
1 1
t= —Z((w +4)2 —24) = —Z(w — V24 +4)(w+ V24 +4) avec V24 —4 ~ 0,9 donc, sur
1
]V80 — 8; 2[, les 2 valeurs propres sont négatives et p, = —min(\;) = _§(t — VA), soit

finalement, | p, =

1
g(w2+8w—8)+g\/w2+16w—16.

Ainsi, p,, est d’abord une fonction affine décroissante sur ]0; wy| égale & 1 — w, avec un

- : : . 1
minimum en wy, puis une fonction croissante sur [wo; 2[ avec p,, = 1 —wy = 0,06, p; = -

et po > 1. Il existe donc wy €]1;2] tel que p,, = 1. La méthode n’est donc convergente

que pour w €]0; w; ] et |elle est optimale pour wy = V80 — 8, avec p,, =9 — V80 ~ 0,06 |.

1 0 10 —1/4 —1/4

0 0

I 1 0 0|01 —1/4 —1/4

L1 A=1U = ~1/4 -1/4 1 0|00 7/8 -1/8
~1/4 -1/4 —1/7 1)\0 0 0 67

Pour résoudre Ax = LUx = b, on résout d’abord Ly = b puis Uz = y. On trouve
y="(1/2 1/2 3/4 6/7 ), puisjz="(1 1 1 1)]|

2. La matrice A est a diagonale strictement dominante (le terme diagonal de chaque
ligne est supérieur a la somme des valeurs absolues des autres termes de la ligne, soit



1>1/441/4) donc, d’apres le résultat vu a lexercice 6 du chapitre 3, les méthodes de
Jacobi et de Gauss-Siedel convergent.

0 0 1/4 1/4
0O 0 1/4 1/4
1/4 1/4 0 0
1/4 1/4 0 0
On a z*+) = Jz® 4 171 = J2®™ 4+ b. On a donc, avec ‘x(o) = OL ‘x(l) =b

1 1 1 1
Jb+ b avec Jb = Qb’ soit z(¥) = <1+ §> bet z® = éx@) +b= <1+ 2 +—> b, soit

3 M=ITetN=I-AdoncJ=1*I-A)=1—-A=

’x(

—

4

3 7
x(z):ZXQb et x(B):gXQb.

1
Par récurrence, si z® = 2b (1 — ?), alors

1 1 1
k+1) __ k _ _ _

1
On a donc bien z*) = 2b <1 — 2—) pour tout k. On a alors khr}rq ) = 2b = z* (on

2k — 1 1
retrouve la solution trouvée au 1.) et |z = x” <1 - —> x*|.

o o
1 0 00 00 1/4 1/4
| 0o 1 0o o0 174 1,4
4. M = 14 —1/4 1 0 et N = 00 0 0 donc
14 —1/4 0 1 00 0 0
1 0 00 00 1/4 1/4
L o 1 00 e oo a1
M7=V g a1 0 |G N=104 0 18 18
1/4 1/4 0 1 00 1/8 1/8

On a alors 2% = Gz® + M~1h avec M~'b = 1/2¢ 4 3/4d, Ge = 0 et Gd = 1/2¢ +
1/4d. On en déduit |2 = 0] |2™ = 1/2¢ + 3/4d|, ¥ = 3/8¢+3/16d+1/2c+3/4d, soit
2 =7/8¢c+15/16d|et 2 = 15/32c+15/64d+1/2c+3/4d soit | 23 = 31/32¢ + 63/64d |

1
—) d, alors

1
Par récurrence, si ¥ = (1 — W) c+ <1 ~ S

2 = Ga® 4 M
( ﬁ) (1/2¢ +1/4d) + 1/2¢ + 3/4d

1 1 1 3
(2 22k+1 _> ¢t (Z ~omaz T Z) d
1
(1 22k+1) <1 B 22k+2> d

1

1
Ainsi, on a bien |z® = <1 - W) c+ <1 - ﬁ) d|pour tout k > 1.




5. Par la méthode de Jacobi [|*) — 2*|oo = —||z*|lcc = = et par la méthode de

o o
car x* = c+d. Clest donc la méthode de Gauss-Siedel

Causs-Siedel, ||z — || =

92k—1
qui converge le plus vite.
1. On a z**Y = [ L Fz® 4+ b) + b} = Bz + ¢ avec ¢ =
(D—-F)"Y(E(D-E)” 1b + b) et | B= (D — F) 'E(D-E)'F|

2. On a Bv = v, soit E(D — E)"'Fv = X\(D — F)v. Pour éliminer (D — E)™",
on écrit E = (E — D) + D, ce qui donne D(D — E)"'Fv = ADv + (1 — \)Fwv, puis
(D—E)'"Fo=M+(1-AND 'Fvetenfin Fo =\(D— E)v+ (1 -\ (Fv—ED 'Fu),
soit, avec A=D — E— F,[Mv+ (A= 1)ED 'Fv =0]|

3. YED7'F) = FY D Y'E = ED'F car 'A = A donne ‘D = D, 'E = F et

o1
tF = E, donc | ED7'F est symétrique|. De plus “ED 'Fz = @'FD'Fz = Z —y? ol

i=1 Wit

= (Fz);. Comme a; = ‘e;Ae; > 0 et y7 > 0 pour tout 4, on a bien “ED 'Fx > 0 et
ED™'F est bien positive|.

4. En composant & gauche la relation de la question 2 par v, on a
ANvAv = (1 = N)wED ' Fu.

wAv > 0 donc A = 1 est impossible. De plus, comme on a aussi vED ' Fv >0, Aet 1 —\
sont de méme signe, soit A(1 — ) >0 et [\ € [0, 1|

Or p(B) = max{|\|, A valeur propre de B} donc|p(B) < 1 et la méthode converge bien |.




MIOB16X : Analyse numérique matricielle ‘

Corrigé du CONTROLE 1 (12.10.09)

0 0 1
La multiplication & gauche de A par la matrice P = 0 1 0 permet d’échanger les lignes 1
1 00
1 00
et 3 de A, puis la multiplication & gauche par la matrice F; = -1 1 0 permet de soustraire la
0 0 1
0 0 1
1-ere ligne a la deuxieme. Finalement, C = BAavec B=E;P=1| 0 1 —1 |. [2,5 points]
1 0 O
[4] -1 2 -3 100 0 1000
_ -8 5 -8 7 B 21 00 -2 1 0 0
2loa=| 5 o 5 s |B=| 30107 3010
—-16 13 -16 8 4 0 0 1 -4 0 0 1
4 -1 2 -3 1 0 0 0 1 0 0 0
| o -4 1 0 100 0 100
Bd=14 5 6 1 Ez=19 210 250 210"
0 9 -8 —4 0 -3 0 1 0 3 0 1
4 1 2 -3 10 0 0 10 0 0
0 3 -4 1 01 00 0 1 0 0
E2E1A7003’E3*0010’L3*00 10
0 0 0 -1 0 0 21 0 0 -2 1
4 -1 2 -3 1 0 0 0
- . 10 3 -4 1 _ ] 2 1 0 0 .
d’ou |U = EsEyF1 A = 0 0 -2 3 et |L=L1LyL3= s _2 1 0 .[8 points]
o 0 0 -1 -4 3 -2 1
b) Résolvons successivement les systemes Lz =bet Uz =7 :
— Systeme LT = b :
T1 = =2 T = -2
— 2% 4+ s = —4 - Tg = —8
381 — 23y + I3 = 5 T3=5+6—-16=—5
— 4T + 372 — 233 + X4 = D Ty=—-5—-8+24—-10=1
— Systeme Uz = 7 :
41 — x9 + 2z3 — 34 = -2 e =—1
3rs — 4dxs + x4 = -8 o r3= 1
— 2x3 4+ 3x4 = -5 To = —1
—T4 = 1 1‘1:—2
-2
-1 .
donc |z = 1|t [2 points)
-1




2
-3 |(2-34
4 ( ) 2 4 -6 8 ) 21 12 —16
Hv) =15 -2 =li—g | =6 9 12 )= 12 11 24
2 8§ —12 16 ~16 24 -3
2-34( -3
4

[2,5 points|




‘ MIOB16X : Analyse numérique matricielle ‘

Corrigé du CONTROLE 2 (19.10.09)

_ qore étape : Posons a; = “(1,1,0). Alors,

o lai[a=VI+1=V2ete™ =1;

e vy =ay — |lafler = *(1 —Vv2,1,0) ; [0,5 poini]

1-2
( 1 )(1\/5,1,0) ) 593 1-v3 0
o Hi=1I;—2 . 1342\/5(1()@ (1) 8)
(1—-+/2,1,0) 1
0
NG V3 5 5"
“14+V2 —1+v2 0 5 5
__ 1t (_1+\/§ 1-2 0 ): i ,\i o |- [1,5 points]
2-V2 0 0 2-2 \{)5 (\)/5 1
1 Lo,
NG 1 20 V2 V2 0
o Hi1A= f\/jo (100):(0 ﬁo).[lpoint]
V2 V2 0 3 1 0 3 1
0 0
—, gtme étape : Posons ag = 1(v/2,3). Alors,
o lazla=vV2+9=V1let e =1,
o Uy = t(\/_— V11,3) ; [0,5 point]
V2 —V11
.ﬁ2122< 3 >(‘/§‘/ﬁ’3>b 2 ( 13-2v22  3(V2—V11)
(\f\/ﬁ,g)<\/§3\/ﬁ) 22 — 222 \ 3(vV2— V11) 9
1 0 0
V2 3
! V22-2  3(V11-V2) 10 = = | .1l vein
“ovE i vp e ) Y|t
RV VT
1 \Of ; V2 V2 v v 3
2 3 2 V2 0 3
Hom A= | ° Vi1 Vil (0 ﬁo)z 0 Vi1 VIl |, soit,
o 3 V2 0 3 1 0o o V2
Vil V11 11
V2 V20
1 0 0 3
avec H3 =1 0 1 0 |,|R=HsHHA= 0 VI ﬁ ; [1 point]
00 —1 o 0 V2
\/ﬁ

)



et Q = (H3HoH,) ' = H; 'Hy 'Hy ' = H, HyHj avec

1 1 3
1 1 1 0 0 — - -
— — 0 2 11 22
R (e I N GO U
Hy= 2 2 V11 (=5 VI v
2 N2 0 3 V2
1 1 3
donc|@Q=HHy| 0 1 0 | = —_= = = . [1 point]
0 2 vé
V11 V11
Posons
b171 0 0 bl,l b2,1 b3,1
B = b1 baa O ; 'B' = 0 bao b32
bs1 b3 bags 0 0 b33

ce qui donne les relations suivantes :

b?,1 =4 = b1=2

b171 X b271 =-2 = b271 =-1
b171 X b371 =0 = b371 =0
b, +b03,=0b=1+b3, = byp=2
ba1 X b31+baaXb3o=0 = b32=0
bii+bio+b35=1 = byz=1

2 00
Ainsi, |[B'=| —1 2 0 |.|[2 points]
0 0 1

On remarque que B = 'B’. On a immédiatement | || Bl = 2|, | Bll1 =2+ 142+ 1, soit | || B||1 = 6,
IBlla = v4+1+4+1, soit |||Bll2=v10]|; [||B||li = max(2;3;1) et |||B]llcc = max(3;2;1), soit
[IIBI1x = llIBlll = 3] [2,5 points] et ||| B]|> = v/p('BB) = \/p(C) avec

4—-X =2 0

det(C—AI)=| -2 5-X 0 [=1-=-N[A-NG-X)—4=(1-X\-9\+16)
0 0 1—-A
+v1 1
ce qui donne A =1, ou A = QT\/_7 donc | p(C) = |||B]||2 = 9%\/_7 . [1 poind].




‘MIOBlGX : Analyse numérique matricielle‘

Corrigé du PARTIEL du 02.11.09 (2heures)

1. a) det A = 1404+0—a?—0+1 = 2—a? donc A est inversible pour|a € R\ {—v/2,v/2} |

1 -1 « Lo Lo L 1 -1 «
b)A=|[ 1 1 0 |[. On fait d’abord L2<— z PaA=(0 2 —a
a 0 1 3T 0 a 1-a’
1 -1 @
puis L3 < L3 — %LQ donne Ay = 0 2 - , | =U.
a
0 0 1——
2
1 0 0 1 -1 o
Finalement, A = LU avec L = é 0 let=|9 2 _&2
a 5 1 00 1-%4
2

1 0 —« 1 -1 « 1—a® =1 0
01 0 1 10) 1 1 0| =4,
00 1 a 0 1 a 0 1
110 2—a®> 0 0 110 1 0 —«
puis | 01 0 |4 =A4, = 1 10|=Let|0 10 01 0 |A=
00 1 a 01 00 1 00 1
L donc
1 0 « 1 =10 1 -1 « 2—a2 00
A=101 1 01 0o0|L=l0 1 0 1 10
00 1 0 0 1 0 0 1 a 01

et c’est bien le résultat demandé. .
d) Résoudre Az = b pour a = 5 ©f b= t( 111 )

2. a) Déterminer les matrices de Jacobi J et de Gauss-Siedel G associées a A.
b) Calculer les rayons spectraux de J et de G et les comparer.
¢) Pour quelle(s) valeur(s) de o ces deux méthodes convergent-elles 7

d) Pour a = 3 et b= t( 1 11 ), calculer les trois premieres itérations de cha-

cune des deux méthodes précédentes en partant de 29 = 0.

3. On considere maintenant la méthode itérative, dite de Jacobi relaxée, ou A = M —N
1
avec M = —D (w réel et D diagonale de A) et on pose J, = M 'N.
w

a) Ecrire, dans le cas général, J, a l'aide de J, w et I. Que vaut J; 7
b) Exprimer les valeurs propres de J,, en fonction de celles de J.
¢) Déterminer, selon w et «, les cas de convergence de cette nouvelle méthode.




Soit A € M, (R) dont les valeurs propres sont toutes réelles, strictement positives
classées comme suit : 0 < Ay < --- < \,. On étudie une méthode itérative de résolution
du systeme linéaire Ax = b, qu’on définit a partir d’'une constante r > 0 et d’un vecteur
2 de R" :

g* D = 20 Lo (h — Az,

On notera z* la solution de systeme Ax = b.
1. Onadet A= A;--- )\, > 0 donc en particulier # 0 donc A est inversible et Az = b

admet 1'unique solution m

2 * D = g8 o (h — Ag®))
r=a"+r(b— Az")
e g = g0 g e A(x® — %) = (I — rA)(z®) — 2¥), puis, par une récurrence

immédiate, |2®) — z* = (I — rA)¥ 2@ — 27|

2. Ona . En soustrayant ces deux égalités, on obtient :

3. Si Az = Az, alors (I —rA)r = v —rAx = (1 — Ar)x donc les valeurs propres de

I —rA sont les .
4. Onap([—rA):lrgag 1 —rX]avec 1 —7rA, <--- <1—r).

1
e Sil—r), >0, cest-a-dire r < o alors p =1 —r)\;.

e Sil—r)\, <0, alors p = max(1 —nr)\l, At — 1),
6. Onap<lsi|l—r\|<let|rA,—1]<1.
La premiere inégalité donne —1 < 1 —1r)A; < 1, soit rA; > 0 qui est toujours vérifiée

et rA; < 2 qui n’est vérifiée que dans le cas r < " mais on est ici dans le cas r < oV
1 1

2 1

La deuxieme inégalité donne \,r — 1 < 1, soit \,r <2 et r < — sir > —.

An An

Dans tous les cas, on doit donc avoir | < 2/\,, |.

7. r+— 1 —rX décroit et r — A, — 1 croit. La valeur optimale de r (qui donne le
2
A+ A |

rayon spectral minimal) est donc lorsque 1 — rA\; = A\, — 1, soit pour |r =
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