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Série d’exercices n° 2 : Interpolation polynoémiale

(A faire en TD les exercices 1 et 6 et les autres exercices sont supplémentaires)
Exercice 1 : Soit f la fonction définie sur [0, 3] par f (z) = 2sin (£x).
Utiliser le polynome d’interpolation de Lagrange avec xg = 0,21 = 1 et x5 = 3 pour obtenir une

approximation des valeurs f (2) et f(2.4). Donner l'erreur relative pour chaque approximation.

Exercice 2 : La contrainte de cisaillement en kilo Pascal dans une strate d’argile varie avec la

profondeur A en metre. Utiliser les mesures expérimentales ci-

h(m) |2 |3 |5 |7

contre pour évaluer 7 a h = 4.5m en utilisant le polynoéme

T7(kPa) | 18 | 35 | 75 | 163

d’interpolation sous forme de Lagrange.

™

Exercice 3 : Utiliser le polynéme d’interpolation sous forme de Newton et les valeurs sin0, sin %,

T
S1n 1

3r
-

sin Z et sin § pour évaluer sin
Donner le polynome sous la forme de Horner. Comparer avec la solution exacte.
Exercice 4 : Le tableau suivant fournit les valeurs mesurées de la densité d’eau de mer p(kg/m?) en

fonction de la température T' (degrés Celsius). Déterminer le polynome d’interpolation de Newton

et utiliser le pour évaluer la densité pour une température 7' = 10°C.

T (°C) 4 8 12 16 20

p (kg/m?) | 1000.7794 | 1000.6427 | 1000.2805 | 999.7165 | 998.9700

Exercice 5 : Utiliser un polynome de degré 2 pour approximer la fonction f (z) = In (z + 1) sur I'intervalle

[0, 1]. Les noeuds d’interpolation sont zo = 0, 1 = 0.5, et 25 = 1.

Estimer Ierreur faite en approximant f (0.3) par P, (0.3). Comparer avec l'erreur exacte.
Exercice 6 : Soit f € C*([-2,4]) telle que f(—=2) = —14, f (=1) = =4, f (2) = =8 et f (4) = —29.

(1) Calculer le polynome d’interpolation de f aux points —2, —1,2 et 4 sur [—2, 4] en utilisant

(a) un systeme linéaire (b) la formule de Lagrange (c) la formule de Newton.
(2) (a) Donner une approximation de f (0), f (1) et f(3).
(b) Etudier l'erreur d’interpolation en ces points sachant que | f®] <1072 sur [-2,4].

Exercice 7 :

On considere la fonction f définie par

f(x) =sin (7z) + C(l)jirx) rxel= {0, —] .




1. On considere le polynome p d’interpolation associé a f aux noeuds 0,

Y

1 =
N | —

a) Calculer p puis 'ordonner suivant les puissances décroissantes de x.

b) Donner Iexpression de l'erreur d’interpolation ¢; (z) = f (z) — p (z) puis montrer qu’on a

7T3
~ (0.031.
5763

max |e1 (z)] <

2. On considere le polynome ¢ d’interpolation associé a f aux noeuds 0,

9

1
72’

=
Wl

a) Calculer le polynéme ¢ d’interpolation de f en ces quatre points et 'ordonner suivant les

puissances décroissantes de x.

b) Donner l'expression de l'erreur d’interpolation es (x) = f () — ¢ (z) et montrer qu’on a

V2t

< ~ (.0044.
max |eg ()] < 31104 0.00
Exercice 8 : Soient f (x) = |z| et soient
1 1
To = —1,512'1 = —5,513'2 :O,l'g = 5 et x4 = 1.

(a) Déterminer le polynéme p de P, qui réalise la meilleure approximation de f au sens des moindres

carrés, ou P, est I’ensemble des polynomes de degré < 2.
(b) Vérifier que ¢ (z) = f2% — %% est le polynome d’interpolation de f aux points z;,i =0, - , 4.

3 3

(c) Dans un méme repere, tracer les graphes de f, p et ¢ sur [—1,1]. Commenter.
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Solution de ’exercice 1 :

Rappelons que le polynéme de Lagrange basé sur les points d’interpolation (x;, f (x;)),i =0, ---

est de degré n et s’écrit

LN F el (@) on f(a) = T E
pn(x)—Zf(:z:Z)&(x) ol ez(;c)_‘ [ —
=0 j=0,5#1 J
Ici n = 2 et les points d’interpolation sont donnés par
1 0 1 2
f(x;) | 2sin(0) =0 2sin(%) =1|2sin(3) =2

Déterminons donc le polynoéme de Lagrange de degré 2, qui s’écrit

Yo%) (.17) = f (230) EO (.CE) + f (le'l) 61 (Z’) -+ f (332) 62 (ZL’) = 51 (.17) + 262 (33) ,

(x —x1) (x — x9) lx— .
EO(m)_(fEO_Il)(fL‘O_IZ)_?)( 1)( 3)7
(x — xg) (z — x2) —lx .
b (z) = (x1 = 20) (11 — 23) 2 =3
ly (z) = (Sf - iz; E;—_xz) SRy
Finalement

On obtient alors les approximations suivantes.

f@)zQﬁn(%):pQQ):é(%(7—2):§::L&%&%6”q
F(2.4) = 2sin (%”) ~ py (2.4) = é (2.4) (T—2.4) = 1.84 .
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Calcul d’erreur : On rappelle que si z* est une approximation de x, alors

E, (z*
E, (a") = %x) avec FE, (%) = |z —z*|.
T
On a
E,(2) =[f (2) — p2(2)| = |2sin (§) — 3| = 0.065 384 141,
E,(2.4) = |f (24) — p2 (2.4)] = |2sin (%) — 1.84] = 0.062 113 033.
Alors
E,(2) 0.065384141
E, (2) = = = 3.77%,
@) If(2)] 1.7320508 %
E,(2.4) 0.062113033
E, (2.4) = (24) _ = 3.37%.

1f (2.4)] 1.84

Solution de I’exercice 6 :

1) Calcul du polynome d’interpolation de f aux points

l 0 1 2 3

i 2| -1 2 4

fla) | =14 | =1 —8 | —29

en utilisant :

a) un systeme linéaire (la matrice de Vandermonde).

On a quatre points donc n = 3 et p, est un polynome de degré 3, qui s’écrit sous la forme

p3(x) = CL3933 + a2x2 + a1z + ap.

Ecrivons explicitement p; (x;) = f(x;),i=0,1,2,3.

/

—8CL3 + 4&2 - 2&1 + ag = —14,

—

1
—a3+a2—a1+a0:—

Y

|

81’3 + 4&2 + 2CL1 + ag = —8,

64@3 + 16@2 + 4&1 + ag = —29.

\

La forme matricielle de ce systeme est

1 -2 4 -8 ao —14

1 -1 1 -1 a -z

1 2 4 38 as - -8

1 4 16 64 as —29
N - e ——




En calculant le déterminant de la matrice A on trouve det A = 720 # 0. Donc on peut
utiliser la méthode de Cramer pour résoudre le systeme AX = b.

La solution est alors donnée par

—14 -2 4 -8
o] B B
0 — — man b
detA| ¢ 5 4 g 720
929 4 16 64
1 —14 4 -8
1|1 =41 -1 360 1
@1: :—:—7
detA| | ¢ 4 g 720 2
1 —29 16 64
1 -2 —14 -8
1|1 -1 =& -1 —2160
a2: = :—’
detA| | o ¢ ¢ 720
1 4 —29 64
1 -2 4 —14
1 |1 -1 1 —& 180 1
detA| | o5 4 g 720 4
1 4 16 —29

Le polynome d’interpolation en utilisant un systeme linéaire est donc donné par

1 1
ps(x) = ng —3x2+§x—|—1.

b) la formule de Lagrange.
Le polynome de Lagrange de degré 3 s’écrit

3

p3(x) = Zf (x;) l; (x) avec {;(z) = H

i=0 §=0,ji

.T—.Tj

l’i—l'j‘

Alors

p3(z) = [ (20) bo (v) + f(x1) b1 () + f (22) ba () + [ (w3) £3 ()

:—M%@y~%&@0—%ﬂ@—2%ﬂ@,
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avec

o () = (;j“_‘ff)) &)‘_?jf@ 0‘_‘”;)3) - et @-2 -9,
0 (@) = (f _‘jo(’)) (fl__fjfé 1_—961)9 - L@+ -2 -1,
@@%zéjji&iii%%;fi)=§£@+2Mx+n@—4%

(= 20) (2 — 1) (7 — 22) —iw . .
63(1‘)_(%3-&30)(1’3-&31)(1’3-&32)_6O< +2)< +1)( 2)

Finalement

ps(z)= H+1)(z—-2)(z—4) -2 (@+2)(z—2)(z —4)
Hr+2@+)(z-4)-2@+2) (z+1) (z—2)
= 1 -3+ ir+ 1.
c) la formule de Newton

On rappelle que le polynome d’interpolation sous la forme de Newton passant par les

points {(z;, f (x;)),i=0,--- ,n} peut sécrire

pn () = flxo] + f 20, 21] (T — 20) + [ [T0, 71, T2] (T — 20) (T — 71)

+ o flro,zn, o wn] (0 —20) (0 —21) - (T — 201)
ou f[xg,x1,- - ,x,| sont la diagonale de la table des différences divisées d’ordres successifs
0,1,2,--- ,n de la fonction f aux points x;,i =0,--- ,n.

La table de différences divisées pour les points (z;, f (z;)),i =0,1,2,3,4 est

xi | f(x) fleswia] flon @i i) f o2, T, i)
—21|-14

ST

> | [

4 —29 —% —;Z le

Suivant la formule de Newton, le polynéme interpolant les points (—2, —14), (—1, —E),
(2,—8) et (4,—29) est

45 13 1 1 1
ps(x)=—-l4+— (z+2)—— (x + 2) (z + 1)—1—1 (x+2)(x+1)(z—2) = Zx3—3x2—|——x—|—]

4 4 2
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2)
a) Calcul des approximation de f(0), f (1) et f(3). On a

f(0) ~p3(0) =1,

) ~ps ()=,
F3) =)=

b) Etude de Ierreur d’interpolation sachant que | fW] <1072 sur [-2,4].

L’erreur théorique sur cette interpolation est donnée au point x par

(4)
By (2) = 1 (2) —ps (2) = L) (0 ) (0 — 20) (& — 00) (2 — )

41
AR
Y

(x+2)(z+1)(z—2)(x—4),
Elle vérifie

e, [/
By (@) < |(z +2) (@ +1) (2 = 2) (o = )] =g,

1072
24

<|(x+2)(z+1)(z—2)(z—4)

Il vient alors

1072 1
E <(1 = —
B3 (0)] < (16) - =

1072 3
Es(1)] < (1 = —
By (1)] < (18) - = .

1072 1
E < (2 = —.
B3 (3)] < (20) 5 = =

Solution de ’exercice 7 :

a) Rappelons que le polynéme de Lagrange basé sur les points d’interpolation (z;, f (z;)) ,i =

0,---,n est de degré n et s’écrit

pu(a) =3 f@)li@) on bi(x)= [ ~——~

j=0g#i""
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b)

Ici n = 2 et les points d’interpolation sont donnés par

i 0 1 2
1 1

; 0 - =
v 1 2

f(2;) | sin(0) +cos(0) =1 | sin(F) +cos (F) =v2 | sin(3) +cos(3) =1

Déterminons donc le polynéme de Lagrange de degré 2, qui s’écrit

p(z) = f(x0) bo () + [ (w1) b1 (z) + f (22) ba (2) = by () + 25 (),

00 a2 1) (72)
6= Gt~ o 3)
60 = et~ ()

Finalement

p@0:8Q%5)(x—%)—m¢%($—%>+&($_i>

=-16(v2—1)2* +8(vV2—1)z+1.

L’erreur théorique sur cette interpolation est donnée au point z par

qo) = £ -p0) =T e e @) ge oy

Comme
" (x) = dd—; (sin (mx) + cos (7z)) = —7° cos (7x) + 7 sin (7z)
alors
3
e1(z) = % (sin (7&,) — cos (1&,)) z (z — 3) (z — )
3

:.g<gn@fg-am@fg)(x3—zx?+%x).

On pose hy (§) = sin (7€) —cos (7€) . On a b} (§) = mcos (7€) +7sin (7€) > 0si & € [0,1],
alors la fonction A est croissante sur [0 1] et donce

2

|71 (€)] = [sin (7€) — cos (7€)| < max (|21 (0)], |ha (5)]) = max (|—1], [1]) = 1.
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De méme on pose g; (z) = 2 — 322 + Lz, 2 € [0,3] . Onag|(z) =32 — 324+ % =0

implique z = }L + % Joux =3 — %\/ﬁ Alors

1
4
3 1
d— ZCCQ + 3T
< max (| (3-+ 53) o (5 = %5) o 01

91 (2)] =

g (3)])

_ V3 V3
—max<‘—ﬁ ) | 288 ,0,0)
— V3

288 °

On en déduit que

3
o1 (2)] = = Isin (7&;) — cos (7&,)]

3 \/§ 3
<—X1IX —==——=
6 288 5763

3 1
3__2 —_—
x 4:6‘ —1—83:

~ (0.031.

a) Calculons cette fois-ci le polynoéme d’interpolation par la formule de Newton.
On rappelle que le polynome d’interpolation sous la forme de Newton passant par les

points {(z;, f (x;)),i=0,--- ,n} peut s'écrire

Gn (1) = [ [w0] + [ [w0,21] (¥ — 20) + [ [0, 71, 72] (¥ — 20) (¥ — 71)

ot flro, mr, e xn] (2 —xo) (T —21) - (T — @)
ou f[xg,x1,- - ,z,| sont la diagonale de la table des différences divisées d’ordres successifs
0,1,2,--- ,n de la fonction f aux points x;,7 =0,--- ,n.

La table de différences divisées pour les points

i 0 1 2 3
. 1 1 1
i 6 3 2

fla) [ sin0+cosO=1|sinT +cos® =YL | 6inT 4 cos T = V3L | gin T 4

Q

L —
0s5—1
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est

zi | fzi)  fleozan]  flenzon, tige] Floe T, T, Tigs)
0

Sl s 3o

% V3il 0 -9 (V3-1)

% 1 -3(V3-1) -9(V3-1) 0]

Suivant la formule de Newton, le polynéme interpolant les points (0, 1), (%, 5

et (%, 1) est

0(@)=1+3(V3-1)o=9(V3-1)a (e =3 +0xa(r—{) (2 - 1)

:(9_9@>x2+(gf_g)m+1.

L’erreur théorique sur cette interpolation est donnée au point x par

a(e) = £ (1) — g a) = L

f" (&) | | |
Y v(e—35) (e=3) (¢—3).

(x —x0) (x — 1) (T — x2) (x —3), & €]0,1]

Comme

[ (x) = % (sin (mz) + cos (mz)) = 7* (cos (7x) + sin (7)),

alors
g9 (x) = g—z (cos (7&,) +sin (7&,)) @ (x — §) (z — %) (x— 1)
- Z—i (cos (&) + sin (7)) (x4 . %xz _ iac) '

36
On pose hy (§) = cos (7€) +sin (7€), £ € [0,1]. On a b} (&) = —msin (7€) + weos (7€) =0
implique & = }L. Alors

|2 (§)] = |cos (&) + sin (7€)

< max ([ (0)], |h (3)], 15 (1))

:mme\@M—@:w@
De méme on pose g (z) = 174—363-#%202—%% z €[0,1]. Ona g, (r) = 4x3—3aj2+%x—%.

Pour résoudre g} (x) = 0, on observe que o = i est une racine, donc

g () = (z — ) (42* = 22+ 5) .
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Les deux autre racines sont alors

_ 3+V5 3—v5
Qo = =5 et  az =5,
Par conséquent,
A4 3.3 ,.5.2 1
’92(.1')’—|CC — 5+ g —Ex|

< max (|g2 ()], |92 (a2)] ; [g2 (@3)] g2 (0)] ;|92 (1)])

1

L| }__ L
23041 7 |7 1296

T 1296

,0,0)

)

:maX(|

L
1296

On en déduit que

62 ()] = I |cos (1&,) + sin (76,)] [a* — 2% + Ba? — Lo

4 1
Sﬂx 2><1296

_ Vot
= F701 = 0.0044.
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