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Série d’exercices n° 4 : Intégration numérique

Exercice 1 :

Calculer Arctg (3) par les méthodes d’intégration des trapezes et de Simpson pour n = 6.
Indication : Arctg (z) = /x#dt.
Puis calculer I'erreur relatiove dans chaque cas.

Exercice 2 :

On lance une fusée verticalement du sol et I’on mesure pendant les premieres 80 secondes ’accélération

a

tens 0 10 20 30 40 50 60 70 80

aenm/s? | 30 | 31.63 | 33.44 | 35.47 | 37.75 | 40.33 | 43.29 | 46.70 | 50.67

Calculer la vitesse V' de la fusée a 'instant t = 80 s, par la méthode des trapézes puis par Simpson.
Exercice 3 :

Déterminer le nombre de subdivisions nécessaires des intervalles d’intégration pour évaluer & 0.5x 1076

pres, les intégrales suivantes par la méthode indiquée.

™ 1
a) / cos zdz Simpson. b) / il +lew dz trapezes.
—r 0

Exercice 4 :

Calculer / 2\/de par la formule des rectangles a gauche, a droite et avec point au milieu, en
décomposaLt I'intervalle d’intégration en dix parties. Estimer puis calculer I’erreur commise.
Exercice 5 :
Soit f une fonction continue définie sur I'intervalle [—1,1]. Notons par p le polynéme de degré deux
qui interpole f en les points —1,0 et 1.
1
a) Exprimer /lp (x) dz en fonction de f(—1), f(0) et f(1).

b) Vérifier que l'expression obtenue coincide avec une formule d’intégration numérique dont on

donnera le nom et la valeur du pas de discrétisation.
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Solution de ’exercice 1 :

3
h—
On a d’apres U'indication Arctg (3) = / 1Jr%alyc. Donc a =0,b=3,n=06,h = ¢ _
O n
1
fo ==
Alors on a le tableau suivant :
1 0123|4516
1 3 5
1 41| 4a]1]4]
y=fE)=1= 15|35 |5 |10

3
Calculons Arctg (3) = / 1+%dm par les méthodes des trapezes et de Simpson. On a
0

T6(f):g[f(a)Jrzi_ilf(xi)Jrf(b)} :%{1+2<§+%+i+1+%)+1—101
1

5 13 5
1467 1 18817
=— |1+ —+ —| = —— ~ 1.2478117
4 { * 377 + 10] 15080 '
et h i 5 5
(=3 |f@+2 ¥ F)+d > f@)+f
1=1,1 pair 1=1,7 impair
1 - 1
—2lle2( D G+ + )
17 7 9392 1 9403
= — -4 ——— 4+ — | = —— ~ 1.2470822.
6| "5 15 " 10] 7540

Pour I'erreur commise, on a Arctg3 = 1.2490458

IT(f)—Ts(f)] _ |Arctg(3) — 1.2478117| _ |1.2490458 — 1.2478117]|

E, (Ty) =
(o) 17(f)] |Arctg (3))] 1.2490458
0.0012341
= ~ 038803423 x 107! ~ 0.
10015 = 98803423 x 107 ~ 0.099%
et
E, (Ss) = [1(f) = Ss (f)] _ |Arctg (3) —1.2470822| _ |1.2490458 — 1.2470822]
T 11(f)] |Arctg (3))] 1.2490458
~0.0019636

SUVRIOR o 3
= 12490458 1.5720801 x 107 ~ 0.157% .

Solution de ’exercice 2 :

On sait que l'accélération a est la dérivée de la vitesse V', donc

Ce qui implique que




Calculons I =V (80) par la méthode des trapezes. Ici, d’apres le tableau des valeurs, h = 10.

V(80) ~T = g (a(0)+22a(si)+a(80)>

=1

—5 (30 49 <31.63 4 33.44 + 35.47 + 37.75 + 40.33 + 43.29 + 46.70> n 50.67>

= 3089.45 m/s.

Calculons V' (80) par la méthode de Simpson

V(80):S—g(a(so)+a(sn)+22a(si)+4 Z a(si))

i pair ¢ impair

1
= 30 (30 +50.67 +2 (33.44 +37.75 + 43.29) +4 (31.63 4 35.47 +40.33 + 46.70))

~ 3087.17 m/s.

Solution de ’exercice 3 :

a) Soit

Le pas d’intégration est
_b—a 2m

h

n n

D’autre part I’erreur théorique sur la méthode de Simpson est donnée par

—a
E(h)] < ——h* sup f(4) T
B (0] < g h* sw |/ ()
o /2m\*
S _ﬂ- (_ﬂ-> car sup ‘f(4) (1})} = sup |COSI]| S 1.
180 \ n z€[a,b] T€[—m,m]

Ainsi pour que |E (h)| < 0.5 x 1079 il suffit que n vérifie

2m (27 1
Z (=) <05x10°,
180 ( n ) =P

Donc

2 244
d> - 77~ 108
n- > 12005 % 106 0880700 x 10

Ainsi n vérifie

n > v/1.0880700 x 108 ~ 102.132 56.

On prendra par exemple n = 104, car pour la méthode de Simpson, le nombre de subdivisions de

I'intervalle [a, b] doit toujours étre pair.
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b) Soit

1
1
[:/ dx
0 1‘|‘€z

h:b—a:l.
n n

Le pas d’intégration est

D’autre part I'erreur théorique sur la méthode des trapezes est donnée par

b

—a
|E(h)] < —5—h* sup |f" (2)]
12 z€la,b]
5 () (5)
<<= e—
car
e’ —1 e—1
sup |f" (z)| = sup |e” <e :
v€fab] ecf01]|  (er +1)° (e +1)°

Ainsi pour que |E (k)| < 0.5 x 107 il suffit que n vérifie

1 /1)° -1
— (—> <e - 3) <05 x 107,
12 \n (e+1)
1 1 e—1
> = ~ 123.05673.
= \/12 (0.5 x 10—6) <6(6+ 1)3)

On prend par exemple n = 124.

Ce qui implique que

Solution de ’exercice 4 :

b— |
Onaa=1b=2n=10h=""=21—L g —qiih=1+=L 0<i<10et f(z) =z
n

Alors on a les tableaux suivants :

7 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
o 104 T T R A ¥ T 5 VR A O T S U ST S N TR P
i = 10 10 10 0 | 10 10 10 10 10 10
_ | Jel| /el ju| /v (6| [u]| /]| |
flx) =z | 1 10 10 10 10 10 10 10 10 10 V2
7 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
miatw _ 19420 | 20 | 23 | 25 | 20 |20 |3 |3 |3 |3 |39
2~ 20 20 20 20 20 | 20 20 20 20 20 20
f (Bt a | [ | [ | [fu| [a| [si| [ss| [ss| [s1| /a9
2 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20




Pour 'approximation de 'intégrale on a

10
e rectangles a gauche Ry = hZf (2-1) = % (1 + \/% R V%) ~ 1.1981187.
i=1

10
e rectangles a droite Rq = hZf (z;) = % <\/ % + e+ \/% + \/5) ~ 1.2395401.
i=1

10
e rectangles avec R, :hZf(“%m):%<,/%+ﬂ/§_g+...+ /%)
i=1

point au milieu ~ 1.2190124.

Pour 'estimation de 'erreur commise on a

b—a b—a
B (R < 250 sup |f (1), B (R < *5 % swp |7 (@)
z€a,b] z€la,b]
b—a
|Eo ()] < Thz sup | f" (z)].
z€la,b]

Ona f(z) = ax, f (z) = % et [ (z) = PN donc

Ce qui implique

1

1
0 et |E,(Ry)| < —— ~ 1.0416667 x 10~*.

E, <
Eu (Ry)| < —

=0.025, |E,(Ry)| <
La valeur exacte de l'intégrale est

2
42 — 2
fT ~ 1.2189514.

1

0= | " adr = [gxﬁ}

L’erreur absolue commise est donc

|E, (R,)| ~ [1.2189514 — 1.1981187| = 0.0208327 < 0.025,
|E, (Ry)| ~ [1.2189514 — 1.2395401| = 0.0205887 < 0.025,

1
|E, (Ry)| ~ |1.2189514 — 1.2190124| = 0.0000610 < ——

9600
Solution de 1’exercice 5 :
a) On pose o = —1,21 = 0 et 3 = 1. Les polynomes auxiliaires de Lagrange associés sont
R e el e T ey R ]
o= EE G
O e el ey ]




L’expression du polynome d’interpolation de Lagrange est

fx) =p (@)= f(2o)bo(x) + [ (21) & (x) + [ (22) L2 ()

:%x(x—1)f(—1)—(x—i—l)(m—1)f(0)+%90(90+1)f(1)-

On integre le polynome p sur Uintervalle [—1, 1]

/_llf(x)dxz/_llp(:v)dx

—5/ D [ wa-nd-s0) [ @en@-Dde+ 37 0) [ o)

1 -1 -1

1 4

= PN+ SF O+ 3£ (1),

b) L’expression obtenue est la formule d’intégration de Simpson avec h =1 et n = 2.

6/6




