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Exercice 1 (9 pts.) : Soit f : R\ {−1} → R la fonction définie par f (x) =
1

x + 1
.

a) Déterminer le polynôme d’interpolation de f aux points 0, 1, 2 et 3 sur [0, 3] en utilisant

(1) la formule de Lagrange (2) la formule de Newton.

b) Donner une approximation de f
(
3
2

)
. Calculer l’erreur relative pour cette approximation.

Réponse.
xi 0 1 2 3

yi = f (xi) = 1
1+xi

1 1
2

1
3

1
4

a) Les points d’interpolation sont les points (xi, yi) avec yi = f (xi) ,

i = 0, 1, 2, 3. On obtient alors le tableau de données ci-contre.

Il y a quatre points, donc n = 3 et le polynôme d’interpolation est de degré 3.

(1) Le polynôme d’interpolation par la formule de Lagrange

On a p3 (x) = y0`0 (x) + y1`1 (x) + y2`2 (x) + y3`3 (x) , où `i (x) =
3∏

k=0,k 6=i

x−xk

xi−xk
.

Calculons les polynômes `i : On a `0 (x) =
(

x−x1

x0−x1

)(
x−x2

x0−x2

)(
x−x3

x0−x3

)
= −1

6
(x− 1) (x− 2) (x− 3) .

De même `1 (x) = 1
2

(x− 0) (x− 2) (x− 3), `2 (x) = −1
2

(x− 0) (x− 1) (x− 3) ,

et `3 (x) = 1
6

(x− 0) (x− 1) (x− 2) .

Alors le polynôme d’interpolation sous forme de Lagrange est p3 (x) = −1
6

(x− 1) (x− 2) (x− 3)

+
(
1
2

)
1
2
x (x− 2) (x− 3) + 1

3

(
−1

2

)
x (x− 1) (x− 3) +

(
1
4

)
1
6
x (x− 1) (x− 2)

= − 1
24
x3 + 7

24
x2 − 3

4
x + 1.

(2) Le polynôme d’interpolation par la formule de Newton

xi yi DD1 DD2 DD3

0 1

1 1
2

−1
2

2 1
3

−1
6

1
6

3 1
4

−1
12

1
24

−1
24

Le polynôme de Newton est p3 (x) = f (x0) + f [x0, x1] (x− x0) +

f [x0, x1, x2] (x− x0) (x− x1)+f [x0, x1, x2, x3] (x− x0) (x− x1) (x− x2) .

Les coefficients du polynôme de Newton sont obtenus à partir du tableau

des différences divisées ci-contre.

Alors le polynôme d’interpolation sous forme de Newton est

p3 (x) = 1− 1
2
x+ 1

6
x (x− 1)− 1

24
x (x− 1) (x− 2) = − 1

24
x3 + 7

24
x2− 3

4
x+1.

b) Approximation de f
(
3
2

)
:

f
(
3
2

)
' p3

(
3
2

)
= 1− 1

2

(
3
2

)
+ 1

6

(
3
2

) (
3
2
− 1
)
− 1

24

(
3
2

) (
3
2
− 1
) (

3
2
− 2
)

= 25
64
' 0.39063.

Pour l’erreur relative on a Er

(
3
2

)
=
|f( 3

2)−p3( 3
2)|

|f( 3
2)| =

| 25− 25
64 |
| 25 |

=
3

320
2
5

= 3
128
' 0.023438 ' 2.34%.
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Exercice 2 (6 points) : Soit f : R\ {−1} → R la fonction définie par f (x) =
1

x + 1
.

On choisit le pas h = 1
2
.

Approcher f ′
(
1
2

)
en utilisant les formules de différences progressives, régressives et centrées.

Calculer l’erreur relative dans chaque cas.

Réponse.

Approximation de f ′
(
1
2

)
.

Formule de différences progressives :

f ′p (x) =
f (x + h)− f (x)

h
−→ f ′p

(
1
2

)
=

f (1)− f
(
1
2

)
1
2

=
1
2
− 2

3
1
2

= −1

3
.

Formule de différences régressives :

f ′r (x) =
f (x)− f (x− h)

h
−→ f ′r

(
1
2

)
=

f
(
1
2

)
− f (0)
1
2

=
2
3
− 1
1
2

= −2

3
.

Formule de différences centrées :

f ′c (x) =
f (x + h)− f (x− h)

2h
−→ f ′c

(
1
2

)
=

f (1)− f (0)

1
=

1

2
− 1 = −1

2
.

La dérivée de f est f ′ (x) = d
dx

(
1

x + 1

)
= − 1

(x + 1)2
, alors la valeur exacte de f ′

(
1
2

)
est −4

9
.

Pour l’erreur commise, on a

Er (prog.) =

∣∣f ′ (1
2

)
− f ′p

(
1
2

)∣∣∣∣f ′ (1
2

)∣∣ =

∣∣−4
9
−
(
−1

3

)∣∣∣∣−4
9

∣∣ =
1

4
= 25%,

Er (reg.) =

∣∣f ′ (1
2

)
− f ′r

(
1
2

)∣∣∣∣f ′ (1
2

)∣∣ =

∣∣−4
9
−
(
−2

3

)∣∣∣∣−4
9

∣∣ =
1

2
= 50%,

Er (cent.) =

∣∣f ′ (1
2

)
− f ′c

(
1
2

)∣∣∣∣f ′ (1
2

)∣∣ =

∣∣−4
9
−
(
−1

2

)∣∣∣∣−4
9

∣∣ =
1

8
= 12.50%.
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