Corrigé des exercices du chapitre 1 : Rappels et compléments
sur les matrices
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Exercice 1 : Diagonalisabilit¢ de A= | « b
a 0

SO R

La somme des colonnes est constante donc, avec g C;, — C1,

1 a b 1 a b
XA(A) =(a+b=XN)|1 =X b |=(a+b=A)| 0 —a—A 0 = (a+b=X)(b+X)(a+A).
1 b =X 0 b—a —=-X-—0

Notons que cette propriété sur la somme des colonnes assure aussi que (1,1, 1) est vecteur propre
pour a + b.

eSia=b=0,A=0.

e Sia = b # 0, 2a est valeur propre simple et —a est valeur propre double. On a A+als = a(1)
qui est de rang 1, donc la multiplicité de —a est égale a dim E(a, A), soit 2, et, comme c’est
aussi le cas pour 2a qui est simple, on en déduit que A est diagonalisable.

e Si b= —2a # 0, —a est valeur propre double et 2a est simple.
a a —2a
A4+2al3=| a a —2a

a —2a a

est de rang 2, donc A n’est pas diagonalisable, et elle ne ’est pas non plus si a = —2b # 0.
e Dans les autres cas, A a trois valeurs propres distinctes, donc elle est diagonalisable.
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Exercice 2 : Soit A= | 1 3 1 |. Vérifier que A = 1 est valeur propre de A et trouver une
1 2 2

matrice orthogonale O telle que O71AO = T soit triangulaire.

1 21
A—1= 1 21 : cette matrice est de rang 1 donc 1 est bien valeur propre de A et
1 21

dim F;(A) = 2. L’hyperplan E;(A) a pour équation : x + 2y + z = 0 et on peut donc trouver
rapidement dans E1(A) deux vecteurs unitaires et orthogonaux 1 et 3.

-1 1
et €0 = — —1
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)

On prend par exemple, e = —

V2

—_
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Sl
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On pose alors e3 = €1 Aeg = — et O = . La matrice O

V6

Sl =Sl =Sl -
S-Sl -

—
Sl =

Q

est bien orthogonale, car c’est la matrice de passage d’une base orthonormée (la base canonique



(e1,e2,e3)) dans une autre (la base (g1, €9, ¢3)). Pour avoir O~' A0, il suffira alors de déterminer
Aey, Aeg et Aes dans la base (g1,€9,£3). On a déja Ae; = g1 et Aeg = g9 car £1 et g9 sont dans
E1(A). On est donc assuré que O~ AO est triangulaire et il suffit de déterminer Aes.

On remarque que la somme des coefficients de chaque ligne de A vaut 5, ce qui permet de
conclure que 5 est aussi valeur propre. La matrice A est donc diagonalisable (mais pas dans
une base orthonormée, car elle n’est pas symétrique). On peut ainsi en déduire que troisieéme
coefficient diagonal de T" vaut 5. On a alors :

1 7 2

1
Ass=—| 8 | =5e3+ —= | —2 | =5e5+V2e9.
V6 \ 7 A

10 0
Ainsi, T=| 0 1 V2
00 5

Exercice 3 : Soit A une matrice carrée.
a) Montrer que Sp(A) C D(ay, p;) avec p; = Z lagj].

JFi
3 2 (0)
b) Montrer que A = L est inversible.
oo 2
(0) 1 3

c) Trouver D diagonale telle que DAD™! soit symétrique. Retrouver I'inversibilité de A.

a) Soit AX = X avec X # 0. On a donc Zawmj = Ax;, soit Zamx] = (A — ay)x;.
J J#i
g | = . : - o lz;]
Si x| = max{|z;|,1 < i < n}, alors |z;,| > 0 car X # 0, et |\ — ajpi, = Z| Q|

<
#ZO ‘ ZO‘

n
Z ’aioj’ = piy- Donc A € D/(aioiovpio)v soit A € U D/(aiz‘api)'
J#i0 i=1

n
b)Onapy =2,p,=1et p=3sii€{2,---,n—1}, ainsi que a;; = 3 donc UD/(CM’@',P@')Z

i=1
D'(3,3), soit Sp(A) C D'(3,3).
Malheureusement, O € D’(3,3) donc cela ne dit pas si A est inversible.
3r1 4+ 220 =0
AX = 0équivaut a § xj_1 +3z; + 22,11 =0 pour 2 < j <n —1 . Completons par o =0
Tp_1+ 3z, =0

et 41 = 0. Alors ;1 + 32; + 241 = 0 pour tout j € {1,--- ,n}. Or, puisque 4+ 3r+2=

(r+1)(r +2), les suites (y;) telles que y;—1 + 3y; + 2y;+1 = 0 pour tout f € IN* sont celles de

Vect((—1)7,(—2)’). On utilise alors celle qui est telle que y; = x; si j € {0,--- ,n + 1}, puis
1 ) ,

Yj+1 = —§[yj_1 +3y;] si j > n+1 et elle fournit z; = a(—1)) + 5(-2)! sij € {0,--- ,n+1}.

zo = 0 donne a + f = 0 soit @« = —3 puis 2,41 = 0 donne o + 2" = 0 donc a = 3 =0 et

X =0, ainsi 0 ¢ Sp(A).
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c¢) Cherchons D = avec \; # 0 : ainsi D7 = et
A 1
An
A
3 228 (0)
301 2\ (0) N,
2 . .
)\2 3)\2 2)\2 1 ~ T T 1
DA = . . . puis DAD™! = | M . DAD™! est
* . * . * . . . X . . . 2
(0) An 3 0 An
2 A Ao
symétrique si et seulement si )i*l =3 “ pour tout i € {2,--- ,n}, soit )\? = 2)\?,1. Donc, si on
i i—1
3 V2 (0)
i—1 . . . —1 \/5 . .
prend \; =2 2 pour 1 <i¢ < n, on a bien cette relation, et DAD™ " =

0) v2 3
est symétrique. Cette fois, p; € {V2,2v2}, donc SpA C D'(3,2v2) et 0 ¢ D'(3,2v/2) car
2v2 < 3.

Bonus.  On peut calculer Sp(A). Soit P,(A) = xa(A) (A dépend de n). Suivant la premiere
colonne, il vient P,(A) = (3 — A\)Pp_1(A) — 2P,_2(A). Donc, on retrouve une récurrence linéaire. Si
fr)y=r*=B-=Xr+2, A = (3— )2 Dans 'immédiat, on ne regarde que A €]3 —2), 3+ 2)\[ et on pose
A —3=—-2V2cos6, 0 €]0, [, donc

flr)y=r*— 2rv/2cosf + 2 = (r — V2 (r — v/2e7)

Ainsi, P,(A) = (V2)"[ae™ + Be="0) = (v/2)"[7y cos(nf) +  sin(nd)).
Or Pi(A\) =3 — X =2v2cos = V2[ycosf + dsinf] et
Py(\) = (3—X)*—2=8cos® —2=14(cos20 + 1) —2
= 4co0s20+ 2 = 2(ycos 20 + § sin 26)
~ycosf + dsinf = 2cos b
o820 4+ 8sin20 = 2cos20 + 1 = 4cos® 0 — 1
0

donc y[2 cos® 6 — cos20] = 4cos? @ — 2cos20 — 1, soit y = 1, puis § = % donc
sin

nsin(n +1)6

Po(\) = (V2)" {cos(n@) n C?Sz sin(n@)] = (V2)

sin sin 6
km . N
Pour 6 €]0,x], on a donc P, (3 — 2v/2 cos o =0si1 <k < n, dolt les n valeurs propres
n

k
distinctes. \p =3 — 2v/2 cos ( il

. Il n’y en a donc pas d’autres.
n+1

Exercice 4 : Soit A € M,, »(R) de rang r > 0.
a) Dire tout sur *AA, notamment sur ses valeurs propres.
b) Pour \ valeur propre strictement positive de “AA, on pose o = V. Soit alors ¥ la matrice
30

diagonale Diag(oy,...,0,). Montrer que A =V < 0 0

) 'U avec V et U des matrices orthogo-

nales.




a) En identifiant matrices et applications linéaires, et matrices colonnes et vecteurs dans la
structure euclidienne canonique de IR", on a :

e 'AAX = AX implique ||AX||* = \| X%, donc A > 0.

e ker A C ker'AA, et, si "AAX = 0, ||[AX]||?> = 0, donc AX = 0, soit ker A = ker 'AA et
rgA =gl AA =r.

o 'AA est de plus symétrique.

b) Soit (e1,...,e,) une base orthonormale propre pour ‘AA, et telle que (e,.1,...,e,) soit
une base de ker A = ker"AA. "AAe; = \e;, donc (*AAe;le;) = Ni(esle;) done (Ae;|Aej) = Nidyj,
A€1 Ae,« .
et (—,..., ) est une famille orthonormale.
o1 oy
. ¥ 0, . 2 0, . o
Analyse. si A=V 0 0 U, alors “"AA =U 0 0 U, donc U diagonalise “AA.
. ¥ 0 . . n
Puis V 00 )= AU, dong, si (cq,...,c,) est la base canonique de IR", ayant Uc¢; = e; et
Ye,=o0ie;8ii<ret0sii>r,onaVXe=o0,V¢ = AUc; = Ae;.
A A
Synthése. On compléte (ﬁ, ey er) en une base orthonormale de IR", soit (e],...,e}).
o1 o

On définit U par Uc; = e;, donc U diagonalise ‘AA et V par Vi¢; = ef. On a bien U et V ortho-

gonales, VY¢; = o;Ve; = Ae; = AUc¢; sii <ret AUc; =0sii > r,donc V ( § 8 > = AU.




