Corrigés des exercices du chapitre 3 : Méthodes itératives de
résolution de systemes linéaires

Exercice 1 : Démonstration du théoréme 10.

L'objectif de cet exercice est de montrer que, pour tout p € [1, 400, ||v||, = (Z ]v#’) est

une norme.

1) Montrer que || ||; est une norme.
2) En utilisant la convexité de la fonction exponentielle, montrer que :

q
pour tous a > 0, 6 >0, aﬂ<_+ﬁ_
p q

. 1 1
ol q est tel que — + — = 1.
p q

1 1
3) En déduire que u;v;| < |lu v||4, toujours avec — + — = 1.
) > sl < fuly ol St

i=1
4) Montrer alors que |lu + v||, < [Jull, + [|v][p-
[On utilisera la relation : (|u;| + |vi])P = |ui|(|ui] + \Ui\)p_l + Jvi|(Jusi| + ]vi])p_l]

n 1/p
* llvlly = <Z |Ui|p> = 0 équivaut a |v;|P=0 pour tout i, c’est-a-dire & v; = 0 pour tout ¢

ouwv = 0.
e Pour tout A € K,

n 1/p n 1/p n 1/p
Aol = (Zlmlp> = (lAlpDvilp) = |A (Z Ivl-|P> = A o]l
=1 =1 i=1

n n

1) Pour tous u,v € V, |lu+ 0|1 = Z lui + vi| < Z(!uzl + Jvi|) = |lullr + ||v]l-
i=1 i=1

2) ¢ : x +— e est convexe car ¢ (x) = e® > 0 pour tout z € IR.

Pour a = 0 ou 8 = 0, I'inégalité est vérifiée de fagon évidente.

Pour a > 0et 8> 0, posons x =plna et y = glnB. On a alors
e%m"’(l_%)y < lex 4+ <1 _ 1> ey

1 1 1 1
s e 3
Or e? p)Y = ep®e\ T P)Y = a8, e = of et ¢ = (Y.

||

[ullp

et B =

3) Posons, pour 1 <i<n, a; =

ol Hq



p q
- 1 — 1 1 1
i <=> al+-> B= P4 v —+-=1
Qoo i) i+ oD 0= on HPZ‘” a ||q2’2’ P
n
done »  fugvi] < J[ullp|vlly-
i=1
n
3) Posons A=Y _(Jus| + |vi])?
=1
n
A= (] + i) (] + Joa )P
i=1
n
= )l (il + Joah)P ™+ il (] + Joi] )P~
=1
n n
= > il (il + s )P+ il (| + o)
=1 i=1
1 1
n q n q
< lully (Z(\uz‘\ﬂvi\)pq_q) + [[vllp (Z(!u¢!+\vi!)”q_q>
i=1 =1

1 1
Or—+—-—=1doncpg—qg=pet
p q

1 1
n q n q
A< ullp (Z(!ui! + !vi\)”) + vl (Z(\uz-\ + \vi!)p>
i=1 i=1
1 1—1 1
A < Aa(|lullp + [lvllp) donec A™a = Av < flullp + [[v]l-

» 1
Enfin, [ju+ v, = (Z(qu'l + Ivz'l)p) < AP < lullp + [Jv]lp-

i=1

Exercice 2 : Démonstration du théoréme 12-i)
Soit A € M,,(K)) et || || une norme matricielle. Montrer alors p(A) < ||A]|.

Soit u # 0 tel que A = Au avec |A| = p(A).
Soit v tel que uv € M, (K)\ {0}. On a, d’une part,
o [l )] < [A] ue] (1)
p(A) ol = Al o]l = [Nue]) = [[(Aw) ] (2).
En combinant (1) et (2), on a alors p(A)||u || < ||A|| ||u'v| et comme ||uv| # 0, p(A) < || A]|.

Exercice 3 : Un exemple de norme matricielle non subordonnée

M, —R

Soit I'application || || :

A Alg= | > lagl = \tr(A* A)



1) Montrer que || |z est une norme matricielle et non subordonnée pour n > 2.
2) Montrer que || ||z est invariante par transformation unitaire et qu'elle vérifie :

IAll2 < | Alls < Val|All2 pour tout A € M,,.

1) o ||A||g = 0 si et seulement si Z |lai;|* = 0, c’est-a-dire a;; = 0 pour tous 4, j.

1<i,j<n
1/2 1/2 1/2
2 212 2
e Mle=| > ayl =1 > WPlay =D layl = [AlAlle
1<i,j<n 1<i,j<n 1<i,j<n
1/2 1/2
A+ Bl < > laij + byl < | >0 ail + i)
1<i,j<n 1<i,j<n
1/2 1/2
< Z |ai;|? + Z |bij]? par Cauchy-Schwarz
1<i,j<n 1<i,j<n
= [Ale +[IBle
[ ]
. o\ 1/2 1/2
IABllz = (> [>_ auby; < | 2 lawl?bws
i k=1 igik
1/2 1/2 1/2
< D0 PP | =D layl > byl
,7,5,5' 1,J i,J
= [lAlz Bz
donc || ||z est bien une norme matricielle.
I ||z n’est pas une norme subordonnée car toute norme subordonnée vérifie ||I]| = sup | Iu|| =

[[ufl=1
1 alors qu’ici ||I||g = n.

2) Montrons que, pour tout u € K", ||Aullz < || A|lg ||u]2.

n o/ n 2\ 1/2 n n " 1/2
|Aullz = Z <Z aikuk> < <Z [(Z |az~k|2> <Z u%)]) par Cauchy-Schwarz.
k=1

i=1 i=1 k=1 k=1
n n n 1/2 n 1/2 1/2
Or (Z (2\%\2) (Zw) ) = (Zw) x laig? | = Jull2ll Al
=1 k=1 k=1 k=1 1<4,5<n
| Aul)>

Ainsi, [JAlls = sup

[Jull2=1 HUHQ




Si A1, , A, sont les valeurs propres de A* A, alors, pour tout i, \; < p(A*A) et
D A =Tr(A*A) = A% < np(A*A) = n||All5
i=1

donc [|A]|g < V/nl|Al]2.

Soit U une matrice unitaire :

|UA|ls = /T(ATUA) = /T (AA) = | Al 5.

Exercice 4 : Démonstration du théoreme 14
1) Soit || || une norme matricielle, B une matrice telle que ||B|| < 1 et I la matrice identité.
Montrer alors que :
a) I + B est inversible.

b) I+ B)7|| <

1
1—[|BJI

2) Montrer que, si (I + B) est singuliere, alors || B|| > 1 pour toute norme matricielle || ||.

1) Posons A = —B, [|A|| = | B|| = 1.

Par récurrence sur n et parce que la norme || || est matricielle, on a : ||A*| < ||A|¥.
Or, comme [|A] < 1, Z |A||F converge et ZAk est normalement convergente. On pose
k>0 k>0
C=> A"
k>0
N

On a, pour tout N > 0, I — AN = (I — A)ZAk. En faisant N — -+oo, on obtient

k=0
I=(I—-A)C donc (I —A) =1+ B est inversible, d’inverse C.

1
ICl <30 = BIF =
2 =B

2) Si (I 4+ B) n’est pas inversible, alors || B|| > 1 (c’est la contraposée de 1)).

Exercice 5 : Démonstration du théoréme 16.

Soit A € M,,(C). Soit || || une norme vectorielle sur C" et on note de la méme fagon la norme
matricielle subordonnée.

A
1) Pour tout € > 0, on pose B, = ——— ;
a) Montrer que lim | B?| =0.
p—too

b) Montrer que p(A) < ||AP||*/P.
c) En déduire que lim | AP||M/P = p(A).
p——+00

2) Montrer que si A est symétrique, p(A) = || Al|2.



1)a) Soit, par le théoréme 6, || || une norme matricielle telle que

£
4]l < p(4) + <.

p(A) + 5
Alors, ||B E—— ] P A1
On a donc, par le théoreme 9, lim Bl =0et lim |Bl| =0.
n—-4o0o € n—-+4o0o €

b) Soit A € Sp(A) telle que |A| = p(A) et u € C™\ {0} tel que Au = Mu.
On a, pour p > 1, APy = APt Au = MAP" 1y et on montre par récurrence que APu = A\Pu,
donc AP est valeur propre de AP. On a donc |[N| < p(AP). Or |A\P| = |\ = p(A)? et donc
p(A)P < p(AP) puis p(A) < (p(AP))YP < || AP||M/? d’aprés le théoreme 6.

AP
m e 0 donc il existe pg tel que, pour tout p > po, ||AP|| < e(p(A) +

€)P. On a alors

c) [|BZll =

1APP < P (p(A) +¢)
avec e/P(p(A) +e) — (p(A) 4 ¢) donc il existe p; tel que, pour tout p > py, || AP[|VP <

p—-too
p(A) + 2.
On a done, pour p > pr, p(A) < [A7]V7 < p(4) +2¢ et _Tim_[[AP]/7 = p(4),
p—-+oo

2) Si A est symétrique, elle est diagonalisable dans une base orthonormée et A = 'O D O avec
O orthogonale et D = diag(A1, -+, A\n). Sp(A) = {A1, -+, Ap} oulon suppose [|[A\1| > -+ > |\,
A? = 'O0DO'OD0 = '@ D?0 ot D* = diag(\3,--- ,A?), qui prouve que Sp(A?) = {A\%,--- | A2},

On a alors p(4%) = [N2| = P = p(A)? (car M2 > - > Aaf2).

Or ||A|| = V/p(tAA) = \/p(A2) car A est symétrique, soit ||A| = \/p(4)2 = p(A).

Exercice 6 :

Soit A une matrice d'ordre n > 2, inversible et a coefficients réels. On écrit la matrice A sous
la forme A = M — N, ou M est “facilement inversible” et on s'intéresse a la résolution du systéme
linéaire Az = b. Dans ce but, on introduit la suite (x), .y définie par :

xo donné dans R™ et xj 1 = M~ Nz, + M~ 'b.

1) Résultats généraux :
a) Montrer que si la suite converge, c'est nécessairement vers la solution de Az = b.
b) Soit B = M~'N et p(B) son rayon spectral. Montrer I'équivalence des deux assertions
suivantes :
i. Pour tout 2o € R", klim rp =x avec Ax =0

— 400
i. p(B) < 1.

c) Montrer que, s'il existe une norme matricielle subordonnée || || telle que || B|| < 1, alors la
méthode itérative ci-dessus est convergente.



2) On suppose que tous les termes diagonaux de A sont non nuls et on considére la méthode
itérative définie par le choix de M = D avec D matrice diagonale de A : d;; = a4 pour 1 <i <n
et d;; = 0 pour i # j.

a) Quel est le nom de cette méthode ?
b) Montrer que si A est a diagonale strictement dominante, alors cette méthode converge.

3) On suppose que tous les termes diagonaux de A sont non nuls et on considére la méthode
itérative définie pour une matrice M telle que :

mi; =0 pour 1 <i<j<netm=aypourl <j<i<n.
a) Quel est le nom de cette méthode ?
b) Montrer que si A est a diagonale strictement dominante, alors cette méthode converge.

—2

1 2

4)Soit A= 1 1 1 | ; que peut-on dire de la convergence des deux méthodes proposées
2 2 1

précédemment 7

1) a) On suppose que () converge vers z*. Alors z* vérifie
" =M 'Naz*+M'b
d’ot1, en composant & gauche par M, Max = Nz*+b, soit (M — N)z* = b, c’est-a-dire .
b) On pose ¢ = M~'b. On a alors :
Tpy1 —2* = (Bxp+¢) — (Ba* +¢) = Bz, — %) = B*(zp_1 —2*) = --- = Bk“(xo —z¥)

donc (zy) converge vers x* si et seulement si klim B¥(z9 — 2*) = 0 ce qui équivaut & p(B) < 1
— 400
d’apres le théoreme 9.

c¢) Supposons qu'il existe une norme subordonnée || || pour laquelle ||B|| < 1, alors, par le
théoreme 9, p(B) < 1, ce qui équivaut par 2) a la convergence de (zy).

2) a) C’est la méthode de Jacobi.

b) La méthode converge si et seulement si p(D™'(E + F)) < 1 ou bien si et seulement si il
existe une norme matricielle pour laquelle | D' (E + F)|| < 1.
On pose J = (J;;) = D" (E + F). Alors :

Osii=j
Ji =0 Y4
(2773
n

On a donc |[J||oo = max |Jij| <1 car A est a diagonale strictement dominante (et pour
1<i<n =
n
2 lai|

tout 4, m— < 1) et la méthode converge bien.

|ail



3) a) C’est la méthode de Gauss-Seidel.
b) On pose G = (D — E)"'F et on veut montrer que p(G) < 1. Soit A une valeur propre de
G et u # 0 tel que Gu = Au. det(G — A\I) =0 car ker(G — \I) # 0.
Or det(G — AI) = 0 si et seulement si det((D — E)(G — AI)) = det(F — A\(D — E)) = 0.
Théoréme de Gershgorin-Hadamard : Soit D; = {u € C; |m;; — A < Z |mij|}. Alors
i#i

Preuve : Soit A € sp(M) tel que Mu = Au et u = ﬁ
Ul|oo

|t]|o =1 donc |G < 1 pour tout k et il existe ko pour lequel |ay,| = 1.
n
Mu = \u équivaut a Z m;juj = Au; pour tout ¢ donc
j=1

| Alikg — Mikgleg o | = Z Mg jUky| < Z |mkoj|||a||<>o < Z |mk0j|
J#ko J#ko J#ko

et comme [y = MikgkgUig| = [A = Moo | [Tk | = [A = Miggre| on @ [A = Mg, | < Z |m/€0j|a
Jj#ko
c’est-a-dire que A € Dy,,.

Aar a2 - aip
Retour a l'exercice : A(D — E) — F = )\?21 )\?22
Aap1 Aap2 0 Aapp
Si 0 est valeur propre de \(D — E) — F, d’aprés ce que l'on vient de voir, il existe k pour
lequel
Mgkl <Y Parsl+ ) lakl-
i<k >k
Or [Aay x| > Z |Aag ;| et donc || Z lag,; < Z lag ;| ot |A| < 1et p(G) < 1.
Jj#k Jj>k Jj>k
1 2 -2 0 -2 2
4hYPourA=| 1 1 1 |,onaJ=DYE+F)=IE+F)=| -1 0 -1
2 2 1 -2 =2 0
A =2 2
det(J—AI) = | -1 —-Xx -1
-2 =2 =

= M4+ 4 AN+ +22=-\3

La seule valeur propre est 0j1 donc p(J) < 1 et la méthode converge.



G=(D-E)'F

det(G — A)=| 0
0

1 00 0 -2 2
1 10 0 0 -1
2 21 0 0 0
1 00 0 -2 2
-1 1 0 0 0 -1
-2 =21 0 0 0
-2 2
2—A -3
4 —2-A

-2 2
2 -3
4 =2

Ainsi, sp(G) = {0,2v2i, —2v/2i} et p(G) = 2v/2 > 1 : la méthode ne converge pas.

= M2 =M\ (=2=\) +12) = —A(Ay +8)

Exercice 7 :

Soit A une matrice tridiagonale de taille n > 3 dont les termes diagonaux sont non nuls. Soit D
la matrice diagonale de A, E (resp. F') la matrice triangulaire inférieure (resp. supérieure) stricte

de A. Onadonc A=D+FE+F ;onpose J=-D ' (E+F)etG=—(D+E)'F.

1) Pour toute matrice M = (m;)1<i j<n, on définit, pour tout réel non nul ¢ la matrice M(t) =

(mi;(t))1<i j<n, avec m;;(t) = ti*]mij pour 1 < 4,5 < n. Montrer alors que :

pour tout t € R*, det(M(t)) = det(M

M(1/)) en fonction de D, E, F et \.

3) Montrer que si P; est le polyndme caractéristique de J et Py celui de G, alors on a

Pg(A\?) = A"Py(\). En déduire que p(G) = (p(J))? et conclure.

det M(t)

| =

| =

SR

).

2) On pose M = F + \*(D + E). En utilisant les notations de la questions 1), écrire la matrice

tmgl

n—1
t mn71

><..

m12 mi3 mip,
2 n—1
¢ rhis };712,71
e e fn—2
tn_2mn,2 tmn,nfl Mnn
1 -1
. tn——ldet(cl’tCQ’.” ,tn Cn)
mii mi2 mi3
1 imay tmaa  tmas
tn—lTnm1 tn_lme e
Ly Ly
1 tLoy Ly
det . = det )
75n71 : :
t" 'L, L,

Mpn—1

= det(M)

min

)

tmg,n

" Im

n,n



aq C1 (0)

2) On pose A = b2
. o Cp—1
(0) b, an
)\2611 C1 (0)
2 A2by
OnaM=F+XN(D+E)= et
N Cn—1
(0) Mo, Na,
)\2CL1 )\Cl (0)
Aby ' 9
M(1/X) = =ANE+F)+XD.
. )\Cn—l
(0) Moo May,

Po(\?) = det(—(D+ E)"'F — \2I) = (—=1)"det((D + E) ) det(F + \}(D + E))
t(M)det((D + E)™ 1) = (=1)"det(M(1/X)) det((D + E)™ 1)
t(A(E + F) + \2D) x det((D + E)™ 1)

= (=1)"X"det((E + F) + AD) x det((D + E)™1)

= Adet(D)det(=D HE + F) — M) x det((D + E)~) = A" det(J — \I)

(=1)"de
(—1)"de

1 1 1
~det(D+E)  detD [Jawk
k

car det((D + E)™1)

Ainsi, Pg(\?) = \"Py()\).

X est valeur propre de J équivaut & A% est valeur propre de G et sp(G) = {\? ; X € sp(J)}
et p(G) = (p(J))*.

On a donc, comme p est positif, p(G) < 1 si et seulement si p(J) < 1 et dans ce cas, les deux
méthodes sont convergentes ou bien aucune des deux ne converge.




