
Corrigés des exercices du chapitre 3 : Méthodes itératives de
résolution de systèmes linéaires

Exercice 1 : Démonstration du théorème 10.

L’objectif de cet exercice est de montrer que, pour tout p ∈ [1,+∞[, ‖v‖p =

(
n∑

i=1

|vi|p
) 1

p

est

une norme.

1) Montrer que ‖ ‖1 est une norme.
2) En utilisant la convexité de la fonction exponentielle, montrer que :

pour tous α ≥ 0, β ≥ 0, αβ ≤ αp

p
+

βq

q
,

où q est tel que
1
p

+
1
q

= 1.

3) En déduire que
n∑

i=1

|uivi| ≤ ‖u‖p ‖v‖q, toujours avec
1
p

+
1
q

= 1.

4) Montrer alors que ‖u + v‖p ≤ ‖u‖p + ‖v‖p.
[On utilisera la relation : (|ui| + |vi|)p = |ui|(|ui| + |vi|)p−1 + |vi|(|ui| + |vi|)p−1]

• ‖v‖p =

(
n∑

i=1

|vi|p
)1/p

= 0 équivaut à |vi|p=0 pour tout i, c’est-à-dire à vi = 0 pour tout i

ou v = 0.
• Pour tout λ ∈ K,

‖λv‖p =

(
n∑

i=1

|λvi|p
)1/p

=

(
|λ|p

n∑

i=1

|vi|p
)1/p

= |λ|
(

n∑

i=1

|vi|p
)1/p

= |λ| ‖v‖p.

1) Pour tous u, v ∈ V , ‖u + v‖1 =
n∑

i=1

|ui + vi| ≤
n∑

i=1

(|ui| + |vi|) = ‖u‖1 + ‖v‖1.

2) ϕ : x 7→ ex est convexe car ϕ′′(x) = ex ≥ 0 pour tout x ∈ IR.
Pour α = 0 ou β = 0, l’inégalité est vérifiée de façon évidente.

Pour α > 0 et β > 0, posons x = p lnα et y = q lnβ. On a alors

e
1
p
x+

(
1− 1

p

)
y ≤ 1

p
ex +

(
1 − 1

p

)
ey

Or e
1
p
x+

(
1− 1

p

)
y = e

1
p
x
e

(
1− 1

p

)
y = αβ, ex = αp et ey = βq.

3) Posons, pour 1 ≤ i ≤ n, αi =
|ui|
‖u‖p

et βi =
|vi|
‖v‖q

.
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Par 2), αiβi ≤
αp

i

p
+

βq
i

q
et

n∑

i=1

αiβi ≤
1
p

n∑

i=1

αp
i +

1
q

n∑

i=1

βq
i =

1
p‖u‖p

p

n∑

i=1

|ui|p +
1

q‖v‖q
q

n∑

i=1

|vi|q =
1
p

+
1
q

= 1

donc
n∑

i=1

|uivi| ≤ ‖u‖p‖v‖q .

3) Posons A =
n∑

i=1

(|ui| + |vi|)p

A =
n∑

i=1

(|ui| + |vi|)(|ui| + |vi|)p−1

=
n∑

i=1

[|ui|(|ui| + |vi|)p−1 + |vi|(|ui| + |vi|)p−1]

=
n∑

i=1

|ui|(|ui| + |vi|)p−1 +
n∑

i=1

|vi|(|ui| + |vi|)p−1

≤ ‖u‖p

(
n∑

i=1

(|ui| + |vi|)pq−q

) 1
q

+ ‖v‖p

(
n∑

i=1

(|ui| + |vi|)pq−q

) 1
q

Or
1
p

+
1
q

= 1 donc pq − q = p et

A ≤ ‖u‖p

(
n∑

i=1

(|ui| + |vi|)p
) 1

q

+ ‖v‖p

(
n∑

i=1

(|ui| + |vi|)p
) 1

q

A ≤ A
1
q (‖u‖p + ‖v‖p) donc A1− 1

q = A
1
p ≤ ‖u‖p + ‖v‖p.

Enfin, ‖u + v‖p =

(
n∑

i=1

(|ui| + |vi|)p
) 1

p

≤ A
1
p ≤ ‖u‖p + ‖v‖p.

Exercice 2 : Démonstration du théorème 12-i)
Soit A ∈ Mn(K)) et ‖ ‖ une norme matricielle. Montrer alors ρ(A) ≤ ‖A‖.

Soit u 6= 0 tel que A = λu avec |λ| = ρ(A).
Soit v tel que u tv ∈ Mn(K) \ {0}. On a, d’une part,
• ‖A(u tv)‖ ≤ ‖A‖ ‖u tv‖ (1)
• ρ(A)‖u tv‖ = |λ| ‖u tv‖ = ‖λu tv‖ = ‖(Au) tv‖ (2).
En combinant (1) et (2), on a alors ρ(A)‖u tv‖ ≤ ‖A‖ ‖u tv‖ et comme ‖u tv‖ 6= 0, ρ(A) ≤ ‖A‖.

Exercice 3 : Un exemple de norme matricielle non subordonnée

Soit l’application ‖ ‖E :





Mn → IR

A 7→ ‖A‖E =


 ∑

1≤i,j≤n

|aij |2



1/2

=
√

tr(A∗ A)
.
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1) Montrer que ‖ ‖E est une norme matricielle et non subordonnée pour n ≥ 2.
2) Montrer que ‖ ‖E est invariante par transformation unitaire et qu’elle vérifie :

‖A‖2 ≤ ‖A‖E ≤
√

n‖A‖2 pour tout A ∈ Mn.

1) • ‖A‖E = 0 si et seulement si
∑

1≤i,j≤n

|aij |2 = 0, c’est-à-dire aij = 0 pour tous i, j.

• ‖λA‖E =


 ∑

1≤i,j≤n

|λaij |2



1/2

=


 ∑

1≤i,j≤n

|λ|2|aij |2



1/2

= |λ|


 ∑

1≤i,j≤n

|aij |2



1/2

= |λ| ‖A‖E

•

‖A + B‖ ≤


 ∑

1≤i,j≤n

|aij + bij|2



1/2

≤


 ∑

1≤i,j≤n

(|aij | + |bij |)2



1/2

≤


 ∑

1≤i,j≤n

|aij |2



1/2

+


 ∑

1≤i,j≤n

|bij|2



1/2

par Cauchy-Schwarz

= ‖A‖E + ‖B‖E

•

‖AB‖E =


∑

i,j

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

aikbkj

∣∣∣∣∣

2



1/2

≤


∑

i,j,k

|aik|2|bkj|2



1/2

≤


 ∑

i,i′,j,j′

|aij |2|bi′j′ |2



1/2

=


∑

i,j

|aij |2



1/2
∑

i,j

|bij |2



1/2

= ‖A‖E ‖B‖E

donc ‖ ‖E est bien une norme matricielle.
‖ ‖E n’est pas une norme subordonnée car toute norme subordonnée vérifie ‖I‖ = sup

‖u‖=1
‖Iu‖ =

1 alors qu’ici ‖I‖E = n.

2) Montrons que, pour tout u ∈ Kn, ‖Au‖2 ≤ ‖A‖E ‖u‖2.

‖Au‖2 =




n∑

i=1

(
n∑

k=1

aikuk

)2



1/2

≤

(
n∑

i=1

[(
n∑

k=1

|aik|2
)(

n∑

k=1

u2
k

)])1/2

par Cauchy-Schwarz.

Or

(
n∑

i=1

[(
n∑

k=1

|aik|2
)(

n∑

k=1

u2
k

)])1/2

=

(
n∑

k=1

u2
k

)1/2

×


 ∑

1≤i,j≤n

|aij|2



1/2

= ‖u‖2‖A‖E .

Ainsi, ‖|A|‖2 = sup
‖u‖2=1

‖Au‖2

‖u‖2
≤ ‖A‖E .
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Si λ1, · · · , λn sont les valeurs propres de A∗A, alors, pour tout i, λi ≤ ρ(A∗A) et

n∑

i=1

λi = Tr(A∗A) = ‖A‖2
E ≤ nρ(A∗A) = n‖|A|‖2

2

donc ‖A‖E ≤
√

n‖|A|‖2.

Soit U une matrice unitaire :

‖UA‖E =
√

Tr(A∗U∗UA) =
√

Tr(A∗A) = ‖A‖E .

Exercice 4 : Démonstration du théorème 14
1) Soit ‖ ‖ une norme matricielle, B une matrice telle que ‖B‖ < 1 et I la matrice identité.

Montrer alors que :
a) I + B est inversible.

b) ‖(I + B)−1‖ ≤ 1
1 − ‖B‖ .

2) Montrer que, si (I + B) est singulière, alors ‖B‖ ≥ 1 pour toute norme matricielle ‖ ‖.

1) Posons A = −B, ‖A‖ = ‖B‖ = 1.
Par récurrence sur n et parce que la norme ‖ ‖ est matricielle, on a : ‖Ak‖ ≤ ‖A‖k.
Or, comme ‖A‖ < 1,

∑

k≥0

‖A‖k converge et
∑

k≥0

Ak est normalement convergente. On pose

C =
∑

k≥0

Ak.

On a, pour tout N ≥ 0, I − AN = (I − A)
N∑

k=0

Ak. En faisant N → +∞, on obtient

I = (I − A)C donc (I − A) = I + B est inversible, d’inverse C.

‖C‖ ≤
∑

k≥0

‖ − B‖k =
1

1 − ‖B‖
.

2) Si (I + B) n’est pas inversible, alors ‖B‖ ≥ 1 (c’est la contraposée de 1)).

Exercice 5 : Démonstration du théorème 16.

Soit A ∈ Mn(C). Soit ‖ ‖ une norme vectorielle sur Cn et on note de la même façon la norme
matricielle subordonnée.

1) Pour tout ε > 0, on pose Bε =
A

ρ(A) + ε
;

a) Montrer que lim
p→+∞

‖Bp
ε‖ = 0.

b) Montrer que ρ(A) ≤ ‖Ap‖1/p.
c) En déduire que lim

p→+∞
‖Ap‖1/p = ρ(A).

2) Montrer que si A est symétrique, ρ(A) = ‖A‖2.
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1)a) Soit, par le théorème 6, ‖ ‖ε une norme matricielle telle que

‖A‖ε ≤ ρ(A) +
ε

2
.

Alors, ‖Bε‖ε =
1

ρ(A) + ε
‖A‖ε ≤

ρ(A) + ε
2

ρ(A) + ε
< 1.

On a donc, par le théorème 9, lim
n→+∞

Bn
ε = 0 et lim

n→+∞
‖Bn

ε ‖ = 0.

b) Soit λ ∈ Sp(A) telle que |λ| = ρ(A) et u ∈ Cn \ {0} tel que Au = λu.
On a, pour p ≥ 1, Apu = Ap−1Au = λAp−1u et on montre par récurrence que Apu = λpu,

donc λp est valeur propre de Ap. On a donc |λp| ≤ ρ(Ap). Or |λp| = |λ|p = ρ(A)p et donc
ρ(A)p ≤ ρ(Ap) puis ρ(A) ≤ (ρ(Ap))1/p ≤ ‖Ap‖1/p d’après le théorème 6.

c) ‖Bp
ε‖ =

‖Ap‖
(ρ(A) + ε)p

→
p→+∞

0 donc il existe p0 tel que, pour tout p ≥ p0, ‖Ap‖ ≤ ε(ρ(A) +

ε)p. On a alors
‖Ap‖p ≤ ε1/p(ρ(A) + ε)

avec ε1/p(ρ(A) + ε) →
p→+∞

(ρ(A) + ε) donc il existe p1 tel que, pour tout p ≥ p1, ‖Ap‖1/p ≤
ρ(A) + 2ε.

On a donc, pour p ≥ p1, ρ(A) ≤ ‖Ap‖1/p ≤ ρ(A) + 2ε et lim
p→+∞

‖Ap‖1/p = ρ(A).

2) Si A est symétrique, elle est diagonalisable dans une base orthonormée et A = tO D O avec
O orthogonale et D = diag(λ1, · · · , λn). Sp(A) = {λ1, · · · , λn} où l’on suppose ‖λ1| ≥ · · · ≥ |λn|.

A2 = tODO tOD0 = tØD2O où D2 = diag(λ2
1, · · · , λ2

n), qui prouve que Sp(A2) = {λ2
1, · · · , λ2

n}.

On a alors ρ(A2) = |λ2
1| = |λ1|2 = ρ(A)2 (car |λ1|2 ≥ · · · ≥ |λn|2).

Or ‖A‖ =
√

ρ(tAA) =
√

ρ(A2) car A est symétrique, soit ‖A‖ =
√

ρ(A)2 = ρ(A).

Exercice 6 :

Soit A une matrice d’ordre n ≥ 2, inversible et à coefficients réels. On écrit la matrice A sous
la forme A = M − N , où M est “facilement inversible” et on s’intéresse à la résolution du système
linéaire Ax = b. Dans ce but, on introduit la suite (xk)k∈IN définie par :

x0 donné dans IRn et xk+1 = M−1Nxk + M−1b.

1) Résultats généraux :
a) Montrer que si la suite converge, c’est nécessairement vers la solution de Ax = b.
b) Soit B = M−1N et ρ(B) son rayon spectral. Montrer l’équivalence des deux assertions

suivantes :
i. Pour tout x0 ∈ IRn, lim

k→+∞
xk = x avec Ax = b

ii. ρ(B) < 1.

c) Montrer que, s’il existe une norme matricielle subordonnée ‖ ‖ telle que ‖B‖ < 1, alors la
méthode itérative ci-dessus est convergente.
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2) On suppose que tous les termes diagonaux de A sont non nuls et on considère la méthode
itérative définie par le choix de M = D avec D matrice diagonale de A : dii = aii pour 1 ≤ i ≤ n
et dij = 0 pour i 6= j.

a) Quel est le nom de cette méthode ?
b) Montrer que si A est à diagonale strictement dominante, alors cette méthode converge.

3) On suppose que tous les termes diagonaux de A sont non nuls et on considère la méthode
itérative définie pour une matrice M telle que :

mij = 0 pour 1 ≤ i < j ≤ n et mij = aij pour 1 ≤ j ≤ i ≤ n.

a) Quel est le nom de cette méthode ?
b) Montrer que si A est à diagonale strictement dominante, alors cette méthode converge.

4) Soit A =




1 2 −2
1 1 1
2 2 1


 ; que peut-on dire de la convergence des deux méthodes proposées

précédemment ?

1) a) On suppose que (xk) converge vers x∗. Alors x∗ vérifie

x∗ = M−1Nx∗ + M−1b

d’où, en composant à gauche par M , Mx∗ = Nx∗+b, soit (M−N)x∗ = b, c’est-à-dire Ax∗ = b .

b) On pose c = M−1b. On a alors :

xk+1 − x∗ = (Bxk + c) − (Bx∗ + c) = B(xk − x∗) = B2(xk−1 − x∗) = · · · = Bk+1(x0 − x∗)

donc (xk) converge vers x∗ si et seulement si lim
k→+∞

Bk(x0 − x∗) = 0 ce qui équivaut à ρ(B) < 1

d’après le théorème 9.

c) Supposons qu’il existe une norme subordonnée ‖ ‖ pour laquelle ‖B‖ < 1, alors, par le
théorème 9, ρ(B) < 1, ce qui équivaut par 2) à la convergence de (xk).

2) a) C’est la méthode de Jacobi.

b) La méthode converge si et seulement si ρ(D−1(E + F )) < 1 ou bien si et seulement si il
existe une norme matricielle pour laquelle ‖D−1(E + F )‖ < 1.

On pose J = (Jij) = D−1(E + F ). Alors :

Jij =

{
0 si i = j
aij

aii
si i 6= j

.

On a donc ‖J |‖∞ = max
1≤i≤n

n∑

j=1

|Jij | < 1 car A est à diagonale strictement dominante (et pour

tout i,

n∑
j=1

|aij |

|aii|
< 1) et la méthode converge bien.
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3) a) C’est la méthode de Gauss-Seidel.
b) On pose G = (D −E)−1F et on veut montrer que ρ(G) < 1. Soit λ une valeur propre de

G et u 6= 0 tel que Gu = λu. det(G − λI) = 0 car ker(G − λI) 6= ∅.
Or det(G − λI) = 0 si et seulement si det((D − E)(G − λI)) = det(F − λ(D − E)) = 0.
Théorème de Gershgorin-Hadamard : Soit Di = {µ ∈ C ; |mii − λ| ≤

∑

j 6=i

|mij |}. Alors

sp(A) ⊂
n⋃

i=1

Di.

Preuve : Soit λ ∈ sp(M) tel que Mu = λu et ũ =
u

‖u‖∞
.

‖ũ‖∞ = 1 donc |ũk ≤ 1 pour tout k et il existe k0 pour lequel |ũk0 | = 1.

Mũ = λũ équivaut à
n∑

j=1

mijũj = λũi pour tout i donc

|λũk0 − mk0k0 ũk0 | =

∣∣∣∣∣∣
∑

j 6=k0

mk0j ũk0

∣∣∣∣∣∣
≤
∑

j 6=k0

|mk0j|‖ũ‖∞ ≤
∑

j 6=k0

|mk0j|

et comme |λũk0 −mk0k0 ũk0 | = |λ −mk0k0 | |ũk0 | = |λ−mk0k0 | on a |λ−mk0k0 | ≤
∑

j 6=k0

|mk0j|,

c’est-à-dire que λ ∈ Dk0 .

Retour à l’exercice : λ(D − E) − F =




λa11 a12 · · · a1,n

λa21 λa22
...

...
...

. . .
...

λan,1 λan,2 · · · λan,n




.

Si 0 est valeur propre de λ(D − E) − F , d’après ce que l’on vient de voir, il existe k pour
lequel

|λak,k| ≤
∑

j<k

|λak,j| +
∑

j>k

|ak,j|.

Or |λak,k| >
∑

j 6=k

|λak,j| et donc |λ|
∑

j>k

|ak,j <
∑

j>k

|ak,j| d’où |λ| < 1 et ρ(G) < 1.

4) Pour A =




1 2 −2
1 1 1
2 2 1


, on a J = D−1(E + F ) = I(E + F ) =




0 −2 2
−1 0 −1
−2 −2 0




det(J − λI) =
−λ −2 2
−1 −λ −1
−2 −2 −λ

= −λ3 − 4 + 4 − 4λ + 2λ + 2λ = −λ3

La seule valeur propre est 0¡1 donc ρ(J) < 1 et la méthode converge.
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G = (D − E)−1F =




1 0 0
1 1 0
2 2 1




−1


0 −2 2
0 0 −1
0 0 0




=




1 0 0
−1 1 0
−2 −2 1






0 −2 2
0 0 −1
0 0 0


 =




0 −2 2
0 2 −3
0 4 −2




det(G − λI) =
−λ −2 2
0 2 − λ −3
0 4 −2 − λ

= −λ((2 − λ)(−2 − λ) + 12) = −λ(λ2 + 8)

Ainsi, sp(G) = {0, 2
√

2i,−2
√

2i} et ρ(G) = 2
√

2 > 1 : la méthode ne converge pas.

Exercice 7 :
Soit A une matrice tridiagonale de taille n ≥ 3 dont les termes diagonaux sont non nuls. Soit D

la matrice diagonale de A, E (resp. F ) la matrice triangulaire inférieure (resp. supérieure) stricte
de A. On a donc A = D + E + F ; on pose J = −D−1(E + F ) et G = −(D + E)−1F .

1) Pour toute matrice M = (mij)1≤i,j≤n, on définit, pour tout réel non nul t la matrice M(t) =
(mij(t))1≤i,j≤n, avec mij(t) = ti−jmij pour 1 ≤ i, j ≤ n. Montrer alors que :

pour tout t ∈ IR∗, det(M(t)) = det(M).

2) On pose M = F + λ2(D + E). En utilisant les notations de la questions 1), écrire la matrice
M(1/λ) en fonction de D, E, F et λ.

3) Montrer que si PJ est le polynôme caractéristique de J et PG celui de G, alors on a
PG(λ2) = λnPJ(λ). En déduire que ρ(G) = (ρ(J))2 et conclure.

1)

detM(t) =

m11
m12

t

m13

t2
· · · m1,n

tn−1

tm21 m22
m23

t
· · · m2,n

tn−2

...
...

tn−1mn,1 tn−2mn,2 · · · tmn,n−1 mn,n

=
1
t
× · · · 1

tn−1
det(C1, tC2, · · · , tn−1Cn)

=
1
t
× · · · 1

tn−1

m11 m12 m13 · · · m1,n

tm21 tm22 tm23 · · · tm2,n
...

...
tn−1mn,1 tn−1mn,2 · · · tn−1mn,n−1 tn−1mn,n

=
1
t
× · · · 1

tn−1
det




L1

tL2
...

tn−1Ln


 = det




L1

L2
...

Ln


 = det(M)
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2) On pose A =




a1 c1 (0)

b2
. . . . . .
. . . . . . cn−1

(0) bn an




.

On a M = F + λ2(D + E) =




λ2a1 c1 (0)

λ2b2
. . . . . .
. . . . . . cn−1

(0) λ2bn λ2an




et

M(1/λ) =




λ2a1 λc1 (0)

λb2
. . . . . .
. . . . . . λcn−1

(0) λbn λ2an




= λ(E + F ) + λ2D.

3)

PG(λ2) = det(−(D + E)−1F − λ2I) = (−1)n det((D + E)−1) det(F + λ2(D + E))
= (−1)n det(M) det((D + E)−1) = (−1)n det(M(1/λ)) det((D + E)−1)
= (−1)n det(λ(E + F ) + λ2D) × det((D + E)−1)
= (−1)nλn det((E + F ) + λD) × det((D + E)−1)
= λn det(D) det(−D−1(E + F ) − λI) × det((D + E)−) = λn det(J − λI)

car det((D + E)−1) =
1

det(D + E)
=

1
detD

=
1∏

k

akk
.

Ainsi, PG(λ2) = λnPJ(λ).
λ est valeur propre de J équivaut à λ2 est valeur propre de G et sp(G) = {λ2 ; λ ∈ sp(J)}

et ρ(G) = (ρ(J))2.
On a donc, comme ρ est positif, ρ(G) < 1 si et seulement si ρ(J) < 1 et dans ce cas, les deux

méthodes sont convergentes ou bien aucune des deux ne converge.
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