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Chapitre 2

Méthodes itératives pour la
résolution d’un systeme
linéaire

Les méthodes d’élimination ou de factorisation sont utilisées surtout lorsque
Pordre de la matrice est petit ( matrice 100 x 100 par exemple ) ou lorsque la
matrice est pleine ( i.e. peu de coefficients nuls).

Dans la pratique, beaucoup de probléemes nécessitent la résolution d’un
systéme Ax = b d’ordre assez important, avec, A une matrice creuse (i.e. beau-
coup de coefficients nuls). Des systemes de ce type sont donnés par exemple par
I’application de la méthode des différences finies ou la méthode des éléments
finis.

Pour ce genre de probléemes, on utilise les méthodes itératives. Etant donné
un vecteur initial arbitraire z°, on construit une suite de vecteurs

qui converge vers la solution = du systeme linéaire Az = b.

2.1 Construction d’une méthode itérative
On considere le systeme linéaire
Az =b (1.1)

avec A une matrice carrée d’ordre n inversible et b un vecteur de R™. Pour toute
matrice M carrée d’ordre n inversible, le systéme (1.1) est équivalent &

Mx—(M—-Azx=b (1.2)
ou encore, en posant N =M — A, B=M"'"Netc=M"1b

x =Bz +ec. (1.3)
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Ce qui nous permet de définir la méthode itérative :

0 n . oy .
{ x’ € R™, wecteur initial (1.4)

¢+l = Bak + ¢

Soit  la solution de (1.1), si on note e¥ = x*

on obtient

— x le kiéme vecteur erreur,

e# =2 —x=(Bax* ' 4¢) - (Bx+c)= Bk )
B k—1 k0 (15)
= Be = B%e
On dit que la méthode itérative (1.4) converge si la suite de vecteurs (e¥)
converge vers zéro indépendamment du vecteur initial 2°, ce qui est équivalent,
d’apres le théoreme 2.3 du chapitre précédent, a l'une des deux propositions
équivalentes :
(1) p(B) <1
(2) || B ||< 1 pour au moins une norme matricielle.

REMARQUE 2.1.1 Pour chaque choix de la matrice inversible M, on ob-
tient une méthode itérative. Le meilleur choiz de M doit satisfaire les conditions
suivantes :

(a) la matrice M est facile a inverser,
(b) p(B) = p(M~1N) est le plus petit possible.

Dans la condition (a), on n’a pas besoin de I'inverse de M, il suffit que le calcul
de z**1 en fonction de z¥, en utilisant (1.2) :

Ma** = Na¥ + b,
soit facile. La condition (b) est une conséquence du comportement asymptotique
de lerreur € ; en effet,

1/k 1/k

limy oo [maxeozo [| € || /] e® []] 77 = limp oo [maxcos | B*e® || /|| € |l]

— limy_. || B* [[/5= p(B)

la méthode est donc d’autant plus rapide que p(B) est plus petit (voir théoréme
1.6 du chapitre précédent).

On considere la, décomposition suivante :

a1 a2 -+ Qin
a a
A — 21 2n _ D . E o F,
anl ... ... ann
D = diag(ai1, a2, ,ann)
0
a1 0
EF=—- . )
an1 An,n—1 0
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0 a2 - a,

An—1,n

0

On suppose dans toute la suite que D est inversible et on pose
L=D"'E, U=D'F,
(1) la méthode de Jacobi
M=D N=E+F, J=M'!'N=L+U

le calcul de **1 & partir de 2 se fait directement par le systeme

k41 _ k k k

a11Ty T = —Q12Ty  —Q13T3 —QinT, +bi
k+1 _ k k k

A22%y " = —Q21T] —Q2375 —Q2nT, +by
k+1 _ k k k

ann-rn+ = —Qap1Ty —Ap2Ty tee _ann—lxn_l +bn

On remarque que la méthode de Jacobi nécessite n mémoires pour le vecteur
z* et n mémoires pour le vecteur zFt!. La matrice J s’appelle la matrice de
Jacobi.

(2) la méthode de Gauss-Seidel
M=D-E, N=F, H=M'N=(I-L)"'U

le calcul de z**! & partir de 2 se fait directement par le systéme

k+1 _ k k k

a1xy ' = —Q12T9 —a13T3 —a1nT, +by
E+1 _ k-+1 k k

22T = —@217] —a23T3 s —a2nT, +by
k+1 _ k-+1 k+1 k+1

UnnTit = —am @y —apoxsy S —lpp—1Ty +bn

k+1
i

k41, k+1 E+1
i+l Ty, " 2Ty

la méthode de Gauss-Seidel nécessite seulement n mémoires, la composante x
prend la place de mf qui ne sera pas utilisée pour le calcul de x

(3) la méthode de relaxation
M o= Pp n2l=¥pip
w#0, w w
Hw) = M7IN=(I-wL)™ 1 -w)I+wl],

le calcul de **1 & partir de 2 se fait directement par le systeme
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k+1 k k k k

a112q = Q1177 7(4}{ a1y +a12:c2 —+ .. +a1n:cn — bl}
E+1 k k+1 k k

a4 = agpry —w{ ag] +agors +--- +agpxy — b}
k+1 k k+1 k41 k

Attt = appzl —w{ apiaf + e +ann-12, 7 Fapnt, — by}

la méthode de relaxation nécessite seulement n mémoires. Le parametre w s’ap-
pelle le parametre de relaxation et pour w = 1 on retrouve la méthode de
Gauss-Seidel.

Exemple :

1 1

21|, b=10
1 1 0

La matrice de Jacobi J et la matrice de Gauss-Seidel H sont données par :

-1

0 -1 -1 2 -t
1

1
J=g| -to 1) H=
2 -2 0 -1

Le systeme qui donne la suite de la méthode de Jacobi est donné par :

k+1
21‘]1;1 =—ak -2k +1
+1 ok k
2?1 = —r] — T3
+ — ok k
T =af — x5

Le systeme qui donne la suite de la méthode de Gauss-Seidel est donné par :

21‘]1”'1 =—ak -2k +1
23;12”'1 = —J;’f“ - x§

EF1 k41 k+1
T3 =7 — X4

Pour les deux méthodes, on démarre de z° = (0 0 0)7. A chaque itération &k de
la méthode de Jacobi, le vecteur z = (z1 x2 x3)7 joue le role de z* et le vecteur
y = (y1 y2 y3)T joue le role de z¥1. Par exemple, si on veut calculer 2? :
k=0:2=(000)T ety est donné par :

y1 =(—z2—2z3+1)/2 =1/2
Y2 = (7131 — l‘g)/Z = O
Ys =T1— T2 =0

k=1:2=(1/200)7T et y est donné par :

Y1 Z(—$2—$3+1)/2 :1/2
Y2 Z(—Jfl—l‘g)/Z :—1/4
Yys =T1 — T2 :1/2

k=2:2=(1/2 —1/41/2)T et y est donné par :

y = (—xo—x3+1)/2 =(1/4-1/24+1)/2=3/8
yo = (-1 —23)/2 =(=1/2-1/2)/2=~1/2
Ys =x1— T2 =1/2+1/4=3/4
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Ce qui donne :
3/8
2= —1/2
3/4

A chaque itération k de la méthode de Gauss-Seidel, le vecteur = (1 o x3)7
joue le role de z* et au méme temps le role de 2*T1. Par exemple, si on veut
calculer z2 :
k=0:2=(000)" et z est donné par :

X :(7Z275C3+1)/2 :1/2
wy = (—ai —w3)/2 =(-1/2-0)/2=—-1/4
T3 =T1 — T2 :1/2+1/4=3/4

k=1:2=(1/2 —1/43/4)T et x est donné par :
r1 = (—za—z3+1)/2 =(1/4-3/441)/2=1/4
= (

T :(75617I3)/2 71/273/4)/2:*5/8
r3 —xT1 — I 1/4+5/8:7/8

Ce qui donne :

1/4

2= —5/8
7/8
On remarque que les itérations de la méthode de Jacobi nécessitent 6 va-

riables : le vecteur x et le vecteur y, donc 6 mémoires et les itérations de la
méthode de Gauss-Seidel nécessitent seulement 3 variables : le vecteur x, donc
3 mémoires.

2.2 Convergence

Dans le cas d’un systeme Ax = b, avec A une matrice hermitienne définie po-
sitive, le théoreme suivant donne une condition suffisante pour qu’une méthode
itérative associée a une décomposition A = M — N converge.

THEOREME 2.2.1 Soit A une matrice hermitienne définie positive, décomposée
sous la forme
A=M— N, M : matrice inversible.

Pour que la méthode itérative associée a cette décomposition converge, c’est a
dire
p(M™'N) <1
il suffit que la matrice hermitienne M™* 4+ N soit définie positive.
DEMONSTRATION : Vérifions d’abord que M* + N est hermitienne :
M*+N=A"+N"+N=A+N+N"=M+ N".
Soit A € sp(M~1N) et soit v # 0 tel que

M™'Nv =)
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On pose
u=M'Av=(T—-M'Nyw=v—- v

soit encore

Av=v—u
on a alors :
[A2v Ay = (v—u)*A(v —u)
= v'Av —v*Au — v Av + u*Au
= v*Av — (Av)*u — u*Av + u* Au
v*Av — (Mu)*u — u*Mu + u* Au
= vAv—u"(M*+ M — A)u
= v*Av—u*(M* + N)u
d’o

(1= | A P)v*Av = u*(M* + N)u
comme v # 0, u # 0 et A, M™* 4+ N sont définies positives, on déduit que
| A< 1.

COROLLAIRE 2.2.1 Soit A une matrice hermitienne définie positive, alors
la méthode de relazation converge pour 0 < w < 2. En particulier, la méthode
de Gauss-Seidel est convergente lorsque A est hermitienne définie positive.

DEMONSTRATION : La matrice A est hermitienne définie positive, d’ou,
les coefficients de la matrice diagonale D sont strictement positifs et £* = F.
D’autre part

D 1
M==_-BE N=-—YDyF
w w
d'ol ,
M*+N==""%p

donc, pour 0 < w < 2, la matrice hermitienne M* 4+ N est définie positive.
THEOREME ( Kahan (1958) ) Le rayon spectral de la matrice de relazation
H(w)= (I —wL) ™ HwU + (1 —w)I}
vérifie pour tout w # 0 :
p(H(w)) =|w—1].

Ce qui montre, en particulier, que la méthode de relaxation ne converge pas pour
w ¢]0,2[.
DEMONSTRATION : On a

[T ) = der(n(0) = ey (B

or

| H/\i(H(w))\ < p(H(W))"

d’ou
p(HW) 2w —1].

35



DEFINITION 2.2.1 Soit A une matrice carrée et J = L + U la matrice de
Jacobi associée & A. On pose J(a) = aL +a~tU. On dit que la matrice A est
correctement ordonnée si sp(J(a)) est indépendant de «. Autrement dit

sp(J(a)) = sp(J), VYo #0.

THEOREME ( Young (1950) ) Soit A une matrice correctement ordonnée
et w # 0, alors
(a) p € sp(J) = —p € sp(J)
(b) 1 € sp(J) et
A +w—1)2 = ?p?, (2.1)

alors A € sp(H(w)).
() 0# X € sp(H(w))) et u vérifie (2.1), alors p € sp(J).

DEMONSTRATION :
(a) J(=1) = —L—U = —J, dou

sp(J) = sp(J(=1)) = sp(=J).
(b)-(c) Soit A € C*, on a :

det(A\l — H(w)) = det{(I —wL)(A\ — H(w))}
= det{A+w—-1)] - wL—-wU}

soient «, 0 € C tels que

2=\ et B=ajw

alors,
A -1
et — H(w)) = adet{ 2T =Y 1 514 g10)).
o
D’autre part, p est une solution de (2.1) si et seulement si
A -1
pogAre-1
o

Donc

{ A€ sp(H(w)) PN { det{ul — (£BL + (£B)71U)} =0
= :l:()\erfl) = :l:()\+w71)

« «

J(£8)) = sp(J
. { ueipz(:( (ﬁ?gl)gp( )

COROLLAIRE 2.2.2 Soit A une matrice correctement ordonnée, alors

En particulier, si A est correctement ordonnée la méthode de Gauss-Seidel
converge si et seulement si la méthode de Jacobi converge, et si les deux méthodes
convergent et p(J) # 0, alors :

0<p(H)<p(J) <1
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DEMONSTRATION : Pour w = 1, Péquation (2.1) devient :
)\2 — )\UQ

et d’apres les propriétés b) et ¢) du théoréme de Young, on a :

(a) p€sp(J) = A=0¢€sp(H) et A\=p? € sp(H)

(b) A € sp(H) = +pu € sp(J) avec u? = \

par conséquent, p(J) = 0 si et seulement si p(H) = 0 et si p(J) # 0 alors
p(H) = (p(J))2.

2.3 Détermination théorique du parametre de
relaxation optimal

Soit A = D — E — F une matrice correctement ordonnée, avec D inversible.
Nous supposons que la méthode de Jacobi est convergente. D’apres le corollaire
précédent la méthode de relaxation converge pour w = 1, et par continuité, il
y a convergence sur un intervalle contenant 1. Le probleme que nous voulons
résoudre est de déterminer le parametre de relaxation optimal wy tel que :

p(H (wp)) = min p(H (w)).

THEOREME 2.3.1 Soit A une matrice correctement ordonnée, si toutes les
valeurs propres de J sont réelles et 0 < p(J) < 1, alors, la méthode de relazation
converge st seulement st 0 < w < 2; de plus, on a :

(1)wb—2—1—|—< AC) >
1+ /1 p(J)? 1+/1-p(J)?
(2) p(H(wy)) = w1

(3) p(H(w)) > p(H(wr)), Yoo £ wp.

DEMONSTRATION : On peut limiter 'étude & w €]0, 2[ (voir théoréme de
Kahan). D’apres le théoréme de Young, les valeurs propres non nulles de J sont
des paires £, avec :

0 < pi <p(J)

et & chaque p € sp(J) correspond une paire de valeurs propres de H(w)

{)‘m(wv :u)a )‘JVI(W’ /1')}

solutions de (2.1) (on suppose que | Ay (w, 1) |<| Aar(w, i) |), et & chaque valeur
propre non nulle A € H(w) correspond une valeur propre 0 < u € sp(J) telle
que
A= An(w, ) ou A= Apy(w,p).
D’ou
p(H(w)) = max | Ay (w,p) |
nesp(J)

D’apres 1’équation (2.1)

(w - 1)2 = Am(wv M))‘M(wﬁjf) §| )\M(W,M) |2
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d’ou
| A (w, 1) [>|w =1

et on a :
| A (w, 1) [=] A (w, ) [=] w = 1]

dans le cas d’une racine double ou dans le cas de deux racines complexes
conjuguées. D’apres (2.1), si A € sp(H (w)) est réelle, alors, nécessairement A > 0
et on a, pour w # 0 :

Atw-1_ Luv\ (3.1)
w

On définit A\t 1
w—
go(A) = ————, w#0
w
et

mu(A) =pVA, 0<p<p(]) <1

Le graphe de g,, est la droite qui passe par (1,1) et de pente % Géométriquement,
les solutions réelles de (2.1) sont données par l'intersection des deux courbes as-
sociées & g, et my, :

1 (1,1) ]
T
9 (A
A (W, )
A 1
)‘M(wvu)
Gw(N)
fig. 1.5

Pour w > @, les racines de (2.1) sont complexes conjuguées (car la droite
d’équation g, (A\) ne coupe pas les courbes +m(N)). Il est clair, d’apreés le
graphe ci-dessus, que pour w # 0 et tout Vu € sp(J) :

<| Am(w, p(J)) |< 1, siAp(w,p) €R
=lw-1|<1, sinon

| Anr(wr 1) |:{
| A (w, p(J)) [>|w =1
d’ou
Vi€ sp(J), | Amr(w, p) [S] Anm(w, p(J)) [< 1

soit encore
p(H(w)) =| Anr(w, p(J)) [< 1,
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ce qui prouve que H(w) converge pour 0 < w < 2. Encore d’apres le graphe
ci-dessus, on a :

p(H(w)) = { o o) I (@ o) |, Vo <

D’autre part @ est la valeur de w €]0, 2] pour laquelle I’équation
(A w = 1) = A2(p(J)? = A2 4+ {2(w — 1) — w2(p(J))2}A + (w — 1)2 = 0

a une racine double, c’est a dire :

(2w =1) = ?*(p(J))*} = 4w -1)* =0
d’on

Wwi(p(J)? —dw+4=0
Cette équation admet une racine > 2 et une autre égale a :
o 2= VA- ()

- (ng))2
1+ /1= (p(J))?

p(J) i
b <1+ 1p(J)2>

et on a
p(H(@)) =] Au (@, p(])) [=| & =1 ]=w -1
D’ou
winp((w) = min |p(T(&): mins ~ 1]
= w—1=p(H@®)
Par conséquent
wp =w

vérifie ce qu'il faut pour le théoreme.

2.4 Exercices : chapitre 2

Exercice 1

1. Calculer dans chacun des cas suivants le rayon spectral de la matrice de la
méthode de Jacobi et le rayon spectral de la matrice de la méthode de Gauss-
Seidel pour la résolution du systeme Az = b

1 2 =2 2 -1 1
A= 1 1 1 et A= 2 2 2
2 2 1 -1 -1 2

Que peut-on déduire ?
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2. Montrer que si la matrice A est a diagonale dominante stricte :

V1<i< n, \a”| > Z \aij|
J#i
alors la méthode itérative de Jacobi pour la résolution de Ax = b est convergente
(on pourra montrer que ||J]|s < 1).

3. Etudier la convergence de la méthode de relaxation (pour la résolution du
systéme Az = b) lorsque

1 0 0
A= 1 1 1
0 0 1

Exercice 2

Soit A = (a;;) une matrice d’ordre n telle que a;; # 0 pour tout ¢ = 1,...,n. On
rappelle que la matrice de Jacobi J = L + U et la matrice de Gauss-Seidel H =
(I-L)y 'UavecA=D—-FE—F,L=D"'EetU=D"'F. On dit que la matrice A
est correctement ordonnée si :

Va #0,sp(J(a)) = sp(J)

avec J(a) = aL +a~'U.

1. Calculer la matrice J = (ci;) et la matrice PoJP5y " = (di;) en fonction des coeffi-
cients de A avec P, = diag(l,a,a?,...,a"1).

2. Déduire qu’une matrice tridiagonale est correctement ordonnée.

3. En utilisant un théoréeme du cours, montrer que si A est tridiagonale alors :

sp(H) = {0} U {p®/p € sp(J)}

Exercice 3
Le but de 'exercice est d’étudier le probleme

{ —u” (I) = f(CU),I G]O,l[,
u(0) u(l) =0

Soit h = ﬁ avec N € N*. Le probléme discrétisé correspondant est : étant donné le
vecteur F = (fi)1<i<n trouver U = (u;)1<i<n tel que
—%(uwl —2ui4+ui—1)=fi, 1<i<N,
(1
up = un+1 =0
1. Montrer que le systeme (1) est équivalent & la résolution de

AU =F

ol on explicitera la matrice A = (aij)1<i j<nN-

2. Calculer les valeurs propres des matrices de Jacobi et Gauss-Seidel pour la
résolution de AU = F en fonction de celles de A (On pourra utiliser un exercice
du chapitre précédent).

3. Comparer ces deux méthodes.

4. Donner le parametre optimal de relaxation pour la matrice L.
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Exercice 4
Partie I :
Dans cette partie, on se propose de prouver quelques propriétés utiles pour la partie
II. Soient K et M deux matrices carrées d’ordre n. On suppose que K et M sont
symétriques et (I + K) inversible, I étant la matrice identité d’ordre n.

1. Montrer que p(K) = || K]|2.

2. On rappelle que p(L) < ||L]| pour toute matrice L et toute norme matricielle
[|.]]- En utilisant 1), montrer que :

p(KM) < p(K)p(M).

3. Montrer que
(a) Xesp(K) = A#—1let H%\ €sp(K(I+K)™),
(b) Besp(K(I+K)™)=3#1et % € sp(K).
4. Montrer que : p(K(I + K)™") <1< 11+ K est définie positive.

Partie II :
Soit A une matrice carrée d’ordre n symétrique. Cette partie est consacrée a ’étude
d’une méthode itérative de résolution du systeme linéaire Ax = b. On introduit la
décomposition

A=D+H+YV
ou D =cl,c > 0et ou H et V sont deux matrices symétriques telles que les deux
matrices D+ H et D+V soient inversibles. On considere la méthode itérative suivante :

(D+ H)x®2) =  —va® 4p o)
2.1
(D+V)z*+D) = _ggtta) 4

(k+1)

1. Exprimer x en fonction de z*). En déduire

lim 2% =z & p(D+V) "H(D+ H) V) <1

k—oo

2. On pose B=D"'H,C=D"'V.
(a) Montrer que p((D + V) 'H(D + H)"'V) = p(B(I+ B)"'C(I+C)™)
(b) Montrer que les matrices B(I + B)™" et C(I + C)™* sont des matrices
symétriques. (On pourra utiliser, aprés justification, que B(I + B)™! =
I—(I+B)™).
(¢) En déduire que p((D+V) *H(D+H)™'V) < p(B(I+B) Hp(C(I+C)™h)

3. Montrer que la méthode itérative (2.1) converge des que 3D + H et 1D+ V
sont définies positives.

2.5 Corrigé des exercices : chapitre 2

Réponse 1
1 2 =2
LayA=|1 1 1
2 2 1
0o -2 2
Jacobi: M=D=1 N=FE+F = -1 0 -1 et
-2 -2 0
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0o -2 2
J=MN=| -1 0 -1

-2 -2 0

det(M — J) = X3 = sp(J) = {0} = p(J) =0
1 00 0 -2 2
Gauss-Seidel : M =D — FE = 11 0 |,N=|1 0 0 -1 et
2 2 1 0 0 0
0 -2 2
H=M'N=|0 2 -3
0 0 1

sp(H) = {0,2,1} = p(H) = 2.
Conclusion : la méthode de Jacobi converge et la méthode de Gauss-Seidel diverge.

2 -1 1
b)A = 2 2 2
-1 -1
Jacobi : M = D—ZI
1 0 1 -1
N=E+F= —2 o et J=M'N=21| -2 0 -2
1 1 0
det(\ — J)—)\3+5>\:>spJ = V5 = p(J) =5
2 0
Gauss-Seidel : M =D — FE = 2 2 0
-1 -1 2
01 -1 0 05 —05
N=]100 -2 |eeH=M1N=| 0 —-05 —-05
0 0 O 0 0 —05

sp(H) ={0,£0.5} = p(H) = 0.5.
Conclusion : la méthode de Jacobi diverge et la méthode de Gauss-Seidel converge.
2. La matrice de Jacobi est égale a :

0 a1z —a1g —a1y,

all ail ail
—a21 0 —a23 —a2n
a2 a2 a2
J=M"'N=
—An—1n
An—1n—1
—ani —Qnpn—1 0
ann Ann
d’ou,
[J]loe = max; Z}L 1 |
= max; \a | ZJ 1,5#1% |a’7fJ‘ <1
0 0 0 0 0 O
3.A=1- -1 0 0 — 0 0 -1 =D—-—FE—-F,dou:
0 0 O 0 0 O
Hw) =(Z-EBE) (21 +F)
Lo o\ '/ 2 o 0
= 1 1 o0 0 L= -1
o o < 0 0 -
1—w 0 0
= wl-w) 1-w -—w
0 0 1—w

ce qui donne sp(H (w)) = {1 —w}, soit p(H(w)) = |1 —w|. Par conséquent, la méthode
de relaxation converge pour w €]0, 2[.
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Réponse 2

1.
0 0
__a21 0
az2
—1 a a
D E — __asi __as2 0
ass ass
—8n1  __ 9n2 .. 84mmo1
Ann Ann Ann
__a12 __a13 . __Qin
ail ail ail
23 . __Qa2n
a2 az2
—1
_ _An—1n
an—1n—1
0 0

J=D"'E+ D 'F = (ci), dot :

{ 0 sioi=j
Cij = aij . . .
—— S1 (3

aij 7&]

Si on note par d;; les coefficients de la matrice Py J P, 1 on obtient :

T -1
di]' €; PaJPa ﬁj
eiTPaJalfjej
1—5 T n
— o T Py Y0, cien
1—j T —n k—1
=o e Yp_ o ckjer

1-j -1 -
=a 7o' T ey =a ey

_J 0 si i=j
dij = { —a' I s i#
2. Si A est tridiagonale, les coefficients non nuls de A situés sur la diagonale a;; avec
i — j =0, la sous-diagonale a;; avec i — j = 1 et la sur-diagonale a;; avec i — j = —1.
D’autre part, les coefficients non nuls de la matrice —FE sont les coefficients de la sous-
diagonale et les coefficients non nuls de —F' sont les coefficients de la sur-diagonale.
Ce qui donne que :
P, JP; ' =aL+a 'U = J(a)
Donc, J(a) et J sont semblables et par conséquent, elles ont le méme spectre.
3. D’apres un théoréme du cours, les valeurs propres {\ € sp(H)} et les valeurs propres
{p € sp(J)} sont liées par la relation suivante :

A2 = A
car w = 1. D’ou, chaque valeur propre u € sp(J) est associée & deux valeurs propres

de H : A=0et A = p?. D’autre part, det(H) = det(I — L)' det(U) = 0, donc A =0
est une valeur propre de H, ce qui donne :

sp(H) = {0} U {n*, € sp(J)}
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Réponse 3 1.

—2u1 +us2 = fi
U1 —2us2 +us = fo

1
h? Uk—1 —2ur  Furptr = fr
UN—1 —2un = fN

ce qui donne le systeme AU = F avec :

2 -1 0 0 fi
-1 2 -1 f2
. o -1 2 -1 f3
. -1 .
o - 0o -1 2 N
2.A:D7E7FavecD:h%I,
0 0 O 0 0 1 0 0
1 0 O 0 0 1
0 1 0 0 0 0 0 1
E = = et F'= £ :
e 0 e : 0
0 : 1
0 0 1 0 0 0 0 O
d’otur :
0 1 0 0
1 0 1
0 1 0 1
J=D'E+D 'F=2 0
: 1
0 - 0 1 0
J est donc tridiagonale. D’apres un exercice du chapitre précédent :
km
= S = 1
sp() = {eos(- ")k =1, on)

ce qui donne p(J) = cos(;;77). D’aprés 'exercice précédent :

2 km
sp(H) = {0} U {cos (n—Q—l)’k_ 1,...,n}
Ce qui donne : p(H) = cos®(;77)-
3. Les deux méthodes sont convergentes et la convergence de la méthode de Gauss-
Seidel est plus rapide que la convergence de la méthode de Jacobi car p(H) = p(J)? <
p(J) < 1.
4. D’apres un théoréme du cours :

2

2
Woptim = = N P
v 1+ /1= p(J)? l—l—sm(—n_H)

Réponse 4
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Partie I :
1. ||K|l2 = /p(K*K) , comme K est symétrique, d’aprés un théoréme du cours :

Uunitaire/ K = U™ diag(X;)U
avec sp(K) = {\;}. D’on, K*K = U*diag(|\i|*)U, ce qui prouve que :

p(K™K) = max|\;|* = (max [\i])* = p(K)

2. p(KM) < ||[KM||2 < IK|]2||M]|l2 = p(K)p(M), car K et M sont des matrices
symétriques.
3.a) A € sp(K) alors, il existe u # 0 vecteur propre de K associé & A tel que :

Ku=\u

Comme I + K est inversible, alors A # —1 (sinon (I + K)u =0 et u # 0).
D’autre part :
Ku=Xu = {I+Kju=M\+1u

= u=A+1){I+K) 'u

= Ku=A+1DK({I+K) 'u

= =N+ 1)KI+K) u

— K(I+K) 'u=25u

== H% € sp(K(I+ K)™)
b) B € sp(K(I + K)™') alors, il existe v # 0 vecteur propre de K (I + K)™! associé &
0B tel que :

K(I+K) 'v=pv

Comme v # 0, alors u = (I + K) v #0et onav = (I + K)u, d’ot :

KI+K)'w=pv = Ku=pI+K)u
= (1-8)Ku = pu

ce qui montre que # 1 et on a :

ce qui donne :

% € sp(K)

4. %I + K est symétrique et elle est définie positive si et seulement si :
1
sp(§I+K) CJ0, +o0]

Supposons que p(K(I + K)™') < 1. Soit v € sp(31 + K), alors , il existe w # 0 tel
que :

1
(5I—|—K)w =yw

ce qui donne Kw = (y — %)w7 donec, A = v — % € sp(K). D’apres a), A =y — % # -1
et on a: | L
) ) -1
= esp(K(I+ K
e R LA

Or p(K(I+K)™ 1) <1, dot:

_l’_

ol
—1=2

[t TP
7+3



ce qui donne :

1
—l<——-1<1

2
d’ou : % < v+ %, ou encore : v > 0. Supposons que %I + K est définie positive. Soit
B € sp(K(I+ K)™'). D’apres b) :

B
B#le%,g € sp(K)
dou ; + % € sp(31 + K). Par conséquent :
1 B 1+5
42 __-TF S
2T T-5 " 20-5)
ou encore : 148
m>0

ce qui donne {1+ 8 >0et1—8>0}ou{l+ 08 < 0etl— 0 < 0}. La premiere
possibilité donne —1 < < 1 et la deuxiéme est impossible, d’ou, ce qu’il faut.
Partie II.

1. De la premiere équation, on a :

2+ = (D + H)"'Va® + (D + H) b

La deuxiéme équation devient alors :

25 = (D+V)YT'HD + H) " 'va® - (D+ V) 'H(D 4+ H) b+ b
ce qui donne une méthode itérative de matrice (D + V)"'H(D + H)™'V, donc, la
convergence de la suite (z") est équivalente & p((D + V) *H(D + H)™'V) < 1.
2.a)Ona:

(D+VY'H(D+H)™'V =(I+D'V)"'D'H(I+D'H)"'D™'V
=({I+C)"'B(I+B)"'C
=(I+C)'BI+B)'c+C)" 1 (I+0)

d’ot, la matrice (D 4 V) "*H(D + H)™'V est semblable & B(I + B)"'C(I + C)™*,
dong, elles ont le méme spectre et par conséquent le méme rayon spectral.
b)

B(I+B) =(B+I-I{I+B) ' =B+I){I+B)"'—II+B)"!
=I-(I+B)"!

et il est clair que T—(I+B) ™! est une matrice symétrique. Méme chose pour C(I+C) ™.
¢)Ona:

p(D+ V) '"H(D+H) 'V)=p(B(I+B)'C(I+C)™")
Comme B(I 4+ B)™* et C(I +C) ! sont deux matrices symétriques, d’apres la partie
I:

p(B(I+B)C(I+C) ™) < p(BU+ B) )p(C(T +C)™)
3. D’apres la partie I. question 4. p(B(I + B)™") < 1 si et seulement si 31 + B =
Dil(%D + H) est définie positive ce qui est encore équivalent a %D + H est une
matrice définie positive car D = ¢l avec ¢ > 0. On montre de méme que : %D +V
est définie positive si et seulement si p(C(I + C)~") < 1. Par conséquent, 2D + H et
1D +V sont définies positives nous donne que p(B(I +B) ")p(C(I+C) ') <1, ce
qui donne, d’apres 2.a) :

p(D+V)Y "HD+H)'V) <1

D’ou, d’apres 1., la convergence de la méthode itérative (1).
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