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Exercice 1 (6 pts.) : On considere le systeme linéaire Ax = b avec

1 -5 14 —15

a) Réaliser la décomposition de Cholesky de la matrice A.
b) Calculer le déterminant de la matrice A.

c) Résoudre le systeme linéaire Az = b en utilisant la décomposition de Cholesky précédente.

Réponse.
a) Posons
bu 0 0 bir bar b3
B=| by by 0 ; B' = 0 by b3
b31 b3z b33 0 0 bs3
A = BB! s’écrit
by 0 O bi1 ba1 b3y 1 -1 1
ba1 by 0 0 byy b3 | = -1 5 =5 |,
bs1 b3z bss 0 0 b33 1 -5 14

ce qui donne les relations suivantes :

(b11)2 =1= b11 =1
b21b11 = -1 = b21 =—1
b31b11 =1= b31 =1

(b21)2 + (b22>2 =5 = b22 =2
541
5 =

(b31)> + (b)) + (bs3)? =14 = bys = /14 — 4 — 1 = 3.

b31091 4 b3gbay = —5 = b3y = -2
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Alors

1 0 0 1 0 0 1
B=1| -1 2 0 et A=BB'=| -1 2 0 0
1 -2 3 1 -2 3 0

b) On a det A = (det B)® = (1 x 2 x 3)* = 36.

c¢) Résolvons successivement les systémes By = b puis B'z = y.

e Systeme By =1b:

Y1 = —2 Y1 = —2
—y1 +2ys =6 =9 p=106+y)=2
vy —2uys +3yz = —15 ys =3 (=15 —y1 + 2y2) = =3

e Systéme Blx =y :

Ty —Ty +x3 = —2 T3 = —1
209 —2x3 =2 < x2=14+23=0

31’3 =-3 $1:—2+$2—ZC3I—1

La solution est donc

T —1
Tr = To = 0
I3 -1

Exercice 2 (7 pts.) : On considere le systeme linéaire Az = b avec

2 -1 4 0 )

4 -1 5 1 9
A - s b =

-2 2 =23 1

0O 3 -9 4 —2

a) Calculer la factorisation LU de la matrice A.

b) Résoudre le systeme linéaire Az = b en utilisant la factorisation LU.
c) Calculer le déterminant de la matrice A.

d) Sans calculer A% résoudre le systeme linéaire A%z = b.

Réponse.
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a) On a

D’ou

b) Résolvons successivement les systemes Ly = b puis Uz = y.

2] -1 4 o0
4 -1 5 1
A= :
-2 2 -2 3
0 3 -9 4
2 -1 4 0
0 1] -3 1
EiA=
01 2 3
0 3 -9 4
2 -1 4 0
0 1 -3 1
EyE A =
0 0 [5] 2
00 0 1
2 —1
0 1
U:EgEQElA:
0 0
0 0

e Systeme Ly = b :

(

\

n
2y1 +ye
—Yy1 Y2

3y

+Ys3

e Systeme Uz =y :

;

21‘1

X2

—{—4$3

—3373

5[['3

=95
=9
=1
+ys = -2
=5
+x4
+2x4y =7
Ty =1

&
I

Es

\

Y1 =9

Yo=9—2y = -1

ys = —2—-3y, =1

p
1’4:1

et L= L1L2L3 =

&
I

Ly

y3=1+y1 =y =7

$3:%(7—2£L’4)21

$2:—1+3l’3—$4:1

\
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La solution est donc

T 1

i) 1
Tr = —_=

T3 1

Ty 1

c)OnadetA=detL xdetU=(1x1x1x1)-(2x1x5x1)=10.
d)OnaA?z=b<= A(Ax) =b<= (Ay =01 et Az =y).
Comme la solution de Ay = b est y = (1,1,1,1)t, alors
A’z =be= Az =(1,1,1,1)".

Résolvons ce systeme par la méthode utilisée a la question b.

e Systeme Ly = (1,1,1,1)" :

( (

yl :1 ylz]_
2y1 +ye =1 Yyo=1—29y1 = —1
< .
-y ty2 tus =1 y3=1+y1 —y2=3
3Y2 tys =1 (| ya=1—-3y =4

\

e Systeme Uz =y :

( (

21‘1 —XT9 +4I3 =1 Ty = 4
Ty —3wy +wy = -—1 r3 =3 (3—2xq4) =—1
. =
5x3 +2z4 =3 To=—14+3x3 — x4 =—8
L Ty =4 \$1:%(1+l‘2—4$3):_73

La solution de A%z = b est donc

1 2

i) —8
Tr = =

T3 -1

Ty 4

Exercice 3 (7 pts.) : On considéere les deux matrices :

1 -2 =2 1 -1 -2

Pour b € R?, on s’intéresse aux deux systémes linéaires Az = b et Bz = b.

On rappelle que si A = D — E — F alors la matrice de Jacobi J = D™' (E+ F) =1 — D 'A et celle

de Gauss-Seidel est G = (D — E) ' F.
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a) Montrer que, pour Az = b, la méthode de Jacobi converge alors que celle de Gauss-Seidel diverge.
b) Montrer que, pour Bx = b, la méthode de Gauss-Seidel converge alors que celle de Jacobi diverge.
Réponse.

a) Pour la matrice A on a

0 00 0 2 2 100
E = 1 00| F=]1001 et D=10 1 0
-2 20 000 00 1

e [a matrice itérative de Jacobi associée est

0 2 2
J=I-D'A=T—A= 1 01
-2 20

On calcule les valeurs propres de J, qui sont les racines du polynome det (J — AI) en A. On a

-\ 2 2
—A 1 2 2 2 2
det(J=A)=| 1 —x 1 |=-A — —2
2 =\ 2 —\ )1
—2 2 -\

=-A(N=2) = (=22 —4) —2(2+2)) = - X°.
A = 0 est une racine triple, donc p (J) = 0 < 1 et la méthode de Jacobi est donc converge.

e [a matrice itérative de Gauss-Seidel associée est
1

1 0 0 0 -2 -2

G=(D-E)'F=| -1 1 0 0 0 -1
2 2 1 00 o0

100\ [0 —2 —2 0 —2 -2

=l 110]lo o0 -1]=|0-2 -3
021 0 0 0 0 0 -2

Le polynome caractéristique de la matrice G est

P —2
det (G—=A)=| 0 —2-X -3 [=-A(=2-))7,
0 0 —2-2A

qui a pour racines A; = 0 et la racine double Ay = A3 = —2. Donc p(G) =2 > 1 et la méthode

de Gauss-Seidel diverge.
5/6




b) Pour la matrice B on a

FE = 2 0 0 JF = 00 =3 et D= 010

e La matrice itérative de Jacobi associée est

J=I-D'B=1I-B=]|92 (0 -3

0 -2 0
Le polynome caractéristique de la matrice J est
-2 1 2
-2 =3 1 2
det(J—=A)=| 2 —)\ —3|=-X\ _9
-2 = -2 =
0 -2 =X

= AN =6) —2(-A+4) = -2 +81-38

=—(A=2) (N +2x-4),

dont les racines A\; = 2, = V5 — 1l et A3 = —v/5 — 1. On a donc p(J) = 1+v5>1etla

méthode de Jacobi diverge.

e La matrice itérative de Gauss-Seidel associée est

1 00 01 2
G=D-E)"'F=| 21 0 00 —3
0 21 00 0

1 0 0 01 2 0 1 2

=1 2 1 0 00 -3|=]l0 2 1

-4 -2 1 0 0 O 0 —4 -2

det (G-=A)=] 0 2—-X 1 = A((2=N) (2= X)) +4) = =)\

0 -4 —-2-A

Il existe une racine triple Ay = Ay = A3 = 0. On a donc p (G) = 0 et par conséquent la méthode

de Gauss-Seidel converge.
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