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2.1. Introduction

2.1 Introduction

Les fonctions les plus faciles a évaluer numériquement sont les fonctions polynomes. Il est donc

important de savoir approximer une fonction arbitraire par des polynomes.

L’interpolation polynomiale est I'une des méthodes d’approximation d’une fonction ou d’un
ensemble de données par un polynome. En d’autres termes, étant donné un ensemble de n + 1
points {(x;,y;),i =0,--- ,n} (obtenu, par exemple, a la suite d'une expérience), on cherche un
polynéme p qui passe par tous ces points, c’est-a~dire p (x;) = y;,i = 0,- -+ , n, et éventuellement
vérifie d’autres conditions, de degré si possible le plus bas.

Y p(z)

(Tn,yn)

(z0,y0)
(Tn—1,Yn—1)

I
I
I
I
I
|
|
I
I
I
I
I
I
I
T

Si un tel polynome existe, il est appelé polynome d’interpolation ou polynome interpolant.

Les abscisses x; sont appelés noeuds d’interpolation tandis que les couples (x;,y;) sont appelés

points d’interpolation, ou points de collocation.
2.2 Existence et unicité du polynome d’interpolation

On se donne un ensemble de n + 1 points {(x;,y;),i=0,--- ,n}. Existe-t-il un polynéme p,

de degré inférieur ou égal a n vérifiant le probleme d’interpolation

Pn (%) =¥i,i =0, n? (2.1)

{Théoréme 7 (Existence et unicite du polynome d’intrpolation)}

Siles x;,i =0,---,n sont deux a deux distincts, non nécessairement rangés par ordre crois-

sant, alors il existe un unique polynome p,, de degré inférieur ou égal a n tel que

pn(xz) :y27Z:07 y 1.
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2.2. Existence et unicité du polynome d’interpolation

Démonstration. Une maniere de résoudre ce probleme est une méthode directe basée sur la

résolution d’un systeme linéaire. Posons
-1
P () = 2™ + ap 12"+ @z + ag.

Ecrivons explicitement p,, (z;) = y;,i =0, ,n.
(
n n—1 o
An T + Ap—-1T + -+ a129 + ag = Yo,

n—1
anx} + apary 4+ arr + ag =y,

| @y, + Up 1T+ -+ a1, + ag = Yn.

Puisque les valeurs x;,y;,7 = 0,--- ,n sont connues, ces relations forment un systeme linéaire
de n + 1 équations en les n + 1 inconnues a;,7 = 0,--- ,n qu’on peut le mettre sous la forme
matricielle
Iz T ao Yo
1 = z? a
1 1 hn
= (2.2)
1z, -0 2y n Un
~~ >
1%

La matrice de ce systeme s’appelle la matrice de Vandermonde. Le déterminant de la matrice
V est non nul si les z;,7 = 0,--- ,n sont distincts deux a deux. Donc on obtient I'existence et
I'unicité du polynome d’interpolation.

En effet, le déterminant det V' de la matrice est clairement un polynéme en xg,--- ,z,. De
plus ce déterminant s’annule lorsque 2 des nombres x;, x; sont égaux (puisqu’il y alors 2 lignes

identiques). Par suite

detV=Q x PouP = H (xj — ;)
0<i<j<n
et o @) est lui-méme un polynome.
Cependant, le polynome det V' est homogene, de degré 0+1+---+(n—1) = @ Puisqu’il
en est de méme de P, le polynome () est en fait une constante. Enfin, cette constante vaut 1
puisque dans les développements de det V et de P, le coefficient du monome z72" "1 --- 2! a la

méme valeur non nulle (égale a 1). =

Ainsi, le probleme consistant a chercher le polynéme d’interpolation p, peut se réduire a
résoudre le systéme linéaire (2.2). Cependant, résoudre un systeéme linéaire de n + 1 équations

a n + 1 inconnues n’est pas une tache triviale, c¢’est un calcul lourd en nombre d’opérations.
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2.3. Interpolation de Lagrange

Cette méthode pour trouver le polynome p,, n’est donc pas une bonne méthode en pratique.

Dans la suite on va étudier une méthode plus astucieuse pour construire le polynome p,.

2.3 Interpolation de Lagrange

L’approche de Lagrange pour construire le polynéme d’interpolation est simple, systématique

et sans passer par la résolution du systeme linéaire (2.2).

On se donne n + 1 points (o, Yo) , - , (ZTn, Yn), avec les x; distincts deux & deux. Le polynéme

d’interpolation sous la forme de Lagrange est une combinaison linéaire
L (x) = yolo (x) + y1ly (&) + -+ + gl (2) = > wili ()
i=0

de polynomes de base de Lagrange

l; () = ﬁ el R (r—wo)  (w—wia) (£—mig1) (l‘—xn)’
gt (wmw)  (wmma) (T zen) (- )
ot i =0,--,n. Noter comment, étant donné I'hypothese initiale qu’il n’y a pas de deux x;

identiques, alors lorsque ¢ # j, x; — x; # 0, cette expression est toujours bien définie.

Pour tout j # i, ¢; (x) inclut le terme (x — ;) dans le numérateur, donc le produit entier sera
nul a x = z; c’est-a-dire

?; (z;) = 0 pour tout j # i.

D’autre part,

j=ogzi 1T
Il s’ensuit que y;¢; (x;) = y;, donc & chaque point z;, L (z;) = 0+---+0+y;+0+- - -4+0 = y;, ceci
montrant que L interpole exactement les points (2o, vo), -+ , (Tn, ¥n). Il est donc important de

remarquer que le probleme d’interpolation (2.1) a une unique solution explicite L.

n
De plus, les polynémes 4y, - - - , £,, sont linéairement indépendants car si I’équation »  y;¢; (z) = 0
i=0
n
doit étre satisfaite pour tout € R alors > o;¢; (z;) = 0 doit étre vraie pour tout j =0,--- ,n
i=0

n
et puisque ) a;¢; (xj) = «;, on conclut que tous les «; sont nuls. Par conséquent, la famille
i=0

{lo, -+ ,L,} forme une nouvelle base de P, 1'espace vectoriel des fonctions polynomes sur R a

coefficients réels, de degré inférieur ou égal a n.
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2.3. Interpolation de Lagrange

De tout ce qui précede, nous avons le théoreme suivant.

{Théor‘eme 8 (Interpolation de Lagrange)]

Etant donné n + 1 points (x0,%0), ", (Tn,yn). Siles x; sont distincts deux a deux, alors il
existe un unique polynéme p,, de degré inférieur ou égal a n tel que p, (x;) = y;,i =0,--- | n

qu’on peut écrire sous la forme dite de Lagrange

- \, - xr —XI;
pn(x) = Zyi& () ou ¢ (x)= H — xJ'
=0 j=0i "t
Exemple 9
Pour n =1 le polynome de Lagrange s’écrit p; (z) = yo 2 T~ Zo
Ty — X1 1 — 2o

Y

Y1

Yo

C’est I’équation de la droite qui passe par les points (2o, o) et (z1,y1). =
Exemple 10
Pour n = 2 le polynome de Lagrange s’écrit

(v =) (2 — x0) (x — ) (z — x2) (x — x0) (x — 1)
P2 ) = 0y ) (m— ) T — o) (w1 — 0] 2 — o) (w3 — 1)

Y

Y2

Y1

Yo

C’est I’équation de parabole qui passe par les points (zg,vo), (z1,41) et (z2,92). =

14



2.3. Interpolation de Lagrange

Exemple 11

Déterminons le polynéme d’interpolation ps qui interpole les points (x;,y;) suivantes :
(0,1),(1,3),(3,0) et (4,5).

Le polynome de Lagrange s’écrit sous la forme

3

ps (@) = wili (x) = Lo (x) + 301 (x) + 545 () ,

1=0

Y
ol
ly (x) = (x —21) (& — x9) (¥ — 3)
(w0 — 21) (20 — 72) (W0 — T3)
-1
0 (2) = (x — xp) (x — x2) (x — x3)
(!101 - fo) (!101 - $2) (xl - $3)
1
= 6x(x—3)(x—4),
0y (x) = (x — ) (x — x1) (x — 29)
(903 - xo) (903 - xl) (I3 - xz)
1
:Ex(x—l)(x—?)).
Donc
ps(z) =7 @-D@E-3)(z-4)+52@-3)(r—4)+Hz(@-1)(z-3)
= %:p?’ 9:102 + 1 a: + 1. =
Soit f : R — R une fonction continue et soit xg, 1, ,x,, (n+ 1) points distincts deux a
deux. Interpoler la fonction f aux points z;,i = 0,--- | n signifie chercher un polynéme p,, de

degré < n tel que
DPn (xl) = f(xz) pour 9, = O7 , T

La solution de ce probleme est donc donnée par

n
. r—x;
:Zf(%')fi(x) ou /;(x) = x—:v]
=0 7=0,j7#1 J
et le polynome p,, est appelé interpolant de f de degré n aux points xg, 1, -+, T,.
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2.3. Interpolation de Lagrange

Exemple 12
Soit f : R — R la fonction définie par f (z) = e”.

Cherchons l'interpolant de f aux points —1,0,1. On a

_ gy ) (@ =)
b2 (l’) - f( O> (xo —ZCl> (xo _x2>

Lqr(z—1) (z+1)(x—1) (r+1)x
=e 5 + 1 +e 5

e 1 e 1
= (- —14+—)22 - = 1
(2 +2e)x +<2 26)I+

Remarque 9 }

En pratique, on utilise I'interpolation polynomiale avec des polynomes de degré n assez grand

ou l'interpolation polynomiale par morceaux.

La méthode d’interpolation de Lagrange présente un inconvénient majeur, elle n’est pas récursive.
En effet, si 'on souhaite passer d’'un polynome p, de degré n a un polynome p, ., de degré
(n + 1), en ajoutant un point de collocation, on doit reprendre pratiquement tout le processus a
zéro. Il est intéressant donc de mettre p,, sous une forme récurrente qui permet de compléter les
valeurs déja obtenues sans refaire tous les calculs. On arrive donc au polynome d’interpolation

de Newton.
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2.3. Interpolation de Lagrange

Algorithme 2 : Polynome d’interpolation par la méthode de Lagrange

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

Données : 1. Les (n + 1) points {(x;,v;),i=0,--- ,n}.

2. Un point x en lequel a évaluer le polynome d’interpolation p,,.
début
n := degré du polynome p,,

pour i < 0 a n faire

six=ux; /* Vérifier si x =ux;,,1=0,1,--- ,n.
alors
P=1Y
écrire p /* La valeur du polyndme de Lagrange en .
stop

pour ¢ < 0 a n faire

d;i =1

pour j < 0 a n faire
si i # j alors

L d; = d; x (z; — x;) /* Calcul des dénominateurs de /;.

num = 1
pour i < 0 a n faire
L num = num x (x — x;) /* Calcul de ﬁo(:p —x;).
i
p=20
pour ¢ < 0 a n faire
q=num/(x — x;) /* Evaluation de p,(z).

p=p+Yy*q/d;

écrire p. /* La valeur du polyndéme de Lagrange en z.

Résultat : La valeur du polynome de Lagrange en x.

*/
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2.3. Interpolation de Lagrange

Code Matlab 2: Polynome d’interpolation de Lagrange

1

2

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

function p = polynome_lagrange (xi, fxi, x)

Q

% Polyndme d'interpolation de Lagrange

o\

Entrée:

o

l)xi: Un vecteur ligne contenant les abscisses xi.

o\°

2)fxi: Un vecteur ligne contenant les valeurs f (xi)

o\

de la fonction a interpoler pour les xi correspondants.

o\

3)x : Un point en lequel a évaluer le polynéme d'interpolation.

o

Sortie:

o\

1) p : La valeur du polynbme de Lagrange en x.

o\

Exemple d'appel:

o

>> xi=[-1 0 1 2 3]

o\°

>> fxi=[-2 -1 0 3 2]

o\

>> p = polynome_lagrange (xi, fxi, 2.5)

n = length(xi);

for i =1 : n
if x==xi(i) %Vérifier si x est égal a 1l'un des xi.
p=£fxi (1)
return
end
end
d = zeros(l,n);

for i=1:n

d(i)=1;
for j=1:n

if i3
d(i) = d(i)*(xi(i)-xi(j)); %Calcul des dénominateurs de L_i.
end

end

end
num=1;

for i=1:n
num = num* (x — xi(1)); $Calcul du produit de (x-x_i).
end
p=0;
for i=1:n
g=num/ (x—x1 (1)) ;
p = pt+tfxi(i)*qgq/d(i); $Evaluation de p_n (x).

end

18



http://perso.usthb.dz/~tlaadj/Teaching/NAf2020_files/Matlab/polynome_lagrange.m

2.4. Interpolation de Newton

2.4 Interpolation de Newton

L’interpolation de Newton est une méthode ne differe de I'interpolation lagrangienne que par
la fagon dont le polynome est calculé, le polynéme d’interpolation qui en résulte est le méme.

Pour cette raison on parle aussi plutot de la forme de Newton du polynome de Lagrange.

Soit f : R — R une fonction continue et soit xg, 1, ,x,, (n+ 1) points distincts deux a

deux. Posons y; = f (x;),i=0,--- ,n.

L’interpolation de Newton est un procédé itératif qui permet de calculer le polynome d’interpolation
de Lagrange p,, de degré n basé sur (n + 1) points {(x;,y;),i =0,--- ,n} a partir du polynéme

d’interpolation p,,_; de degré n — 1 basé sur n points {(z;,y;),i =0, -+ ,n — 1}, en posant

Pn () = pnoi (x) + Cp (2) .

Ce procédé permet de construire le polynome d’interpolation sous la forme de Newton comme

une combinaison linéaire
N (z) = aoNo () + a1 Ny () + -+ + an Ny () = > a;N; ()
i=0
de polynomes de base de Newton

Ni(x)=(z—xo)(x —21) - (x —x;_1) = H (x —z;) pouri=0,---,n.
0<;i<i
Il est facile de vérifier que la famille {IV;,;i =0,--- ,n} forme une base de P, l'espace des

polynomes de degré inférieur ou égal a n. Le probleme du calcul du polynome d’interpolation

n

pn est alors ramené au calcul des coefficients {a;,i = 0,--- ,n} tels que p, () = > a;N; (x).
i=0

Noter que si on calcule les n + 1 coefficients {a;,i =0,--- ,n} et aprés on ajoute un point

d’interpolation, il n’y a plus a calculer que le coefficient a, 1 car la nouvelle base est déduite

de I'autre base en ajoutant le polynome N, ;.

Pour calculer les coefficients {a;,7 = 0,--- ,n} on doit donc s’assurer que

pn (i) = f(x;), i=0,--- n.

Le polynome d’interpolation dans la base de Newton évalué en xy donne
Pn (20) = Z%Ni (z0) = ao = f (o).
=0
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2.4. Interpolation de Newton

Le premier coefficient est donc
ag = f (.Z‘O) .

On doit ensuite s’assurer que p, (x1) = f (x1), c’est-a-dire
ao + ay (r1 — o) = f (1)

ce qui permet d’isoler a; pour obtenir

ay = f (1) — f(on)'
1 — 2o

Le troisieme coefficient as est a son tour déterminé par

P (2) = ag + aq (2 — o) + ag (xe — o) (xg — 1) = f(22) .

En isolant as, on obtient

f (1'2) — 0y — ($2 - 350)

= (z9 — x0) (22 — 1) N

[ (@1) — [ (@o) _

f(@2) = f (wo) — LE=LE0) () — a)
(z2 — wo) (v2 — 1)

/ (xl) —f (xo)

1 <f($2) — [ (z1) +
_LUQ—.TO To — X1 To — X1
[ (@2) — [ (21) _ [ (@1) — [ (@o)
_ To — T 1 — Zo
N To — T

Ty — X

=

Avant de calculer les autres coefficients on va introduire la notion de différences divisées.

2.4.1 Différences divisées

Définition 10 (Différences divisées)

x;,t =0,--- ,n par les relations de récurrences suivantes.

Ordre 0 : f[x;] = f (24) .
f(@iva) = f (@)

Ordre 1: f [z, x;0q] =

On définit les différences divisées d’ordres successifs 0,1, 2, - - -

,n de la fonction f aux points

Tit1 — T4
Ordre 2 : f [, Tiy1, Tivo) = flZig1, T — f [xiaxi—i—l].
Tito — X5
Ordre k : f [T, Zig1, -+, Tign] = floivr, - s migk) — flza, - Tigr]
Titk — T4
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2.4. Interpolation de Newton

Pour expliciter le processus récursif, les différences divisées peuvent étre calculées en les dis-

posant de la maniere suivante dans un tableau.

Table de différences divisées

zi | f(24) fleo,via]  f o, Ty, o) Flea igr, Tigo, wigs] -+ floo,xr, -+
zo | | f (o)

zy | f(x1) | f [zo, 1]

Ty | [(x2) [ w1, 2] flzo, @1, 2]

w3 | f(23) [z, x3) [y, @2, 23] [ [0, 1, 22, 23]

Ty f(xn) f[a:nflaxn] f[$n72>wnflaxn] f[$n,3,$n,2,$n,1,l’n] f[x07$17"' y Ty

La construction de cette table est simple.

Pour obtenir par exemple f [zg, z1, 22, il suffit de soustraire les 2 termes adjacents f [x1, xo] —

f lxo, z1] et de diviser le résultat par (o — x).

De méme, pour obtenir f [xg, 21, o, x3], on soustrait f [xg, z1, ] de f |1, zo, 23] et on divise le

résultat par (z3 — xo).

Suivant cette notation, on a

ap = f [IO] )
o = flx1) = f (o) _ £ lz0,21].
1 — 2o
f(@2) — [ (21) _ [ (@1) — [ (@o)
— T2 — Ty T1— o ~ flry @] = flre, ]
Ao = - _f[x07x17$2]»

To — X To — X

et les polynomes d’interpolation p; et ps sous la forme de Newton sont

p1(x) = f[zo] + f [0, 71] (T — 70) ,

P2 (x) =f [xo] +f [%71’1] (CU - xo) + f [$0,$1,$2] (x - $0) (I - l‘l) .

Nous remarquons que la forme de Newton utilise la diagonale principale de la table de différences

divisées ci-dessus. Dans le cas général, on obtient la formule d’interpolation de Newton.
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2.4. Interpolation de Newton

2.4.2 Formule d’interpolation de Newton

{Théoréme 11 (Formule de Newton)]

Le polynome d’interpolation sous la forme de Newton passant par les points

{(zs, f(z;)),1=0,--- ,n} peut s’écrire

pn () = flxo] + f 2o, 21] (x — 0) + [ [0, 21, 2] (x — x0) (. — 21)

ot flro,zn, o wn] (T —wo) (T — 1) - (0 — 1)
ou bien . 1
o (x) = Zf[xo,x1,~~ , ] (x —x;), (2.3)
i=0 Jj=0

ou encore sous la forme récursive

po (z) = f (o)

po0) = pos (@) + F oo 1T (@), L

Démonstration. On démontre le résultat par induction.

Pour n = 0, 1, 2 le résultat correspond aux calculs ci-dessus.

Supposons que la formule de Newton soit vraie au rang n — 1. Il s’agit de montrer qu’il est
également vrai pour les polynomes de degré n. Pour ce faire, on introduit les polynomes p,,_1 ()
et ¢,—1 (z) de degré (n — 1) et passant respectivement par les points {(x;, f (x;)),i =0,--- ,n — 1}
et {(z;, f (z;)),i=1,--- ,n}. On pose

ai:f[x07xl7'”7xi]7 i:0,~~-,n—l,
bi:f[l'l,ﬂfg,“',l'prl], Z:Lan_l
Les a; et les b; sont les différences divisées relatives aux n premiers et aux n derniers points,

respectivement. Suivant la définition des différences divisées, on observe que

an:f[l'o,xl,... ,l‘n]:f[xh”' 7:Cn]_f[l'0’~~- 71.7171}’
Tn — Lo

c’est-a-dire
bn— 1= ap-

(2.4)

Ay =
ITn — o

L’hypothese d’induction permet d’affirmer que
Pn-1 (,I) = Pn—2 (IL’) + ap-1 (I - xO) (l‘ - xl) T (I - xn—?) )

In-1(2) = qn2 () + by (@ — 1) (T — 22) -+ (2 — @p) -
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2.4. Interpolation de Newton

Par soustraction on obtient

Gn-1 () = Pn1(T) = Gu2(T) = pu2 ()

(2.5)
+ (bn,l (x —xp_1) — Ay (x — xo)) (x—21) - (z — xH_2)
On remarque qu’on a
r — T
Pn (%) = pp—1 (7) + —— . (¢n-1 (2) = pn-1(2)) - (2.6)
En effet, suivant la définition des polynomes p,,_1 et ¢,_1, on a
Pr (o) = pn-1 (z0) + 0 = f (o)
et a 'autre extrémité on a
Pn (xn) = Pn—1 (xn) + Gn-1 (In) — Pn—-1 (xn) = (gn—1 <J7n) = f (In> .
Aux points intermédiaires correspondant aui=1,--- ,n—1, on a
Ly — Zo
Pn (25) = Pt (25) + (@n—1(2i) = pn—1 (7))
Tn — X
T; — X
= f (@) + (f (z:) = f (@) = [ (33) -
Tn — X
Ce qui montre que p,, interpole les points {(z;, f (z;)),2 =0,--- ,n}. Donc d’apres 'unicité du

polynome d’interpolation, et comme le polynome p,, est de degré au plus n, on a bien le résultat

T—
Pn (iIZ’) — Pn—1 (iL‘) = ° <Qn71 (Q?) — Pn—1 (l’)) : (27)
Tp — X
Ceci permet de trouver les racines de p, () — p,—1 (z), qui sont xg, 1, -, Z,_1. Ce polynéme
s’écrit donc
Pn (@) —pn1 () =ay (. —x0) (. — 1) - (¥ — Tp1) , 0 ERL (2.8)

Selon I'équation (2.6) et (2.5), le coefficient de la puissance 2™ de p,, est

bn—l — Up—1
Qp = ———.
Tn — o

En comparant avec (2.8), on trouve que

Pn (2) = po1 (@) +an (. — 20) (T —21) -+ (¥ — 21),

ou
b 1 — Qp—1
ap = = - :f[xl);mla"'?xn]-
Tn — X

Ce qui établit le résultat par récurrence sur n. m
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2.4. Interpolation de Newton

Exemple 13
Déterminons p3 le polynome d’interpolation de la fonction f qui passe par les points (—1, —2),

(0,—1), (1,0) et (2,3). La table de différences divisées pour ces points est

Table de différences divisées

T; f(l'z) f[xuﬂiiﬂ] f[$i>$i+1,9€i+2] f[$i735¢+1,$¢+2,37i+3]

1
3

Suivant la formule de Newton, le polynome interpolant les points (—1,—2), (0,—1), (1,0) et
(2,3) est

pg(x):—2—|—1><(x+1)+0><(x+1)(x—0)+%(x+1)(x—0)(x—1):%xg—i-gx—l.

Si 'on souhaite ajouter un point d’interpolation et calculer un polynoéme de degré 4, il n’est
pas nécessaire de tout recommencer. Par exemple, si I'on veut inclure le point (3,2), on peut
compléter la table de différences divisées déja utilisée.

Table de différences divisées

z; | f(z;) DDl DD2 DD3 DDA

p3()

-1 (2.3)

0 | -1

1 0 1 0] 1%
2 |3 3 1 3

3 |2 -1 -2 -1 -1 o

Ce polynome de degré 4 est alors / “
(0, -1

pi(0) = ps (1)~ 5 e+ 1) (0= 0) (0 = 1) (e~ 2)

1 1 .
=2t 48+ 22— L e

3 3

qui est tout simplement le polynome de degré 3 déja calculé auquel on a ajouté une correction

de degré 4. =
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2.4. Interpolation de Newton

Algorithme 3 : Polynome d’interpolation sous la forme de Newton
Données : 1. Les (n + 1) points {(x;, f (z;)),i=0,--- ,n}.

2. Un point x en lequel a évaluer le polynome d’interpolation p,,.

1 début

2 n := degré du polynome p,,

3 pour ¢ < 0 a n faire

4 dio := f(x;) /* La colonne 0 iéme de la matrice de */

/* différences divisées d. */

5 pour i < 1 a n faire

6 pour j < 1 a ¢ faire

7 L dij = Gij=1 ~ di-1,j1 /* La table des différences divisées. */
Ti — Tj—j4+1

8 écrire dyy, d11, -, dpn /* Noter que d;; = f|xo,x1, -+ ,x;]. */

9 définir p = d,,,, pour i < n — 1 a 0 faire

10 L p=px*(x—x;)+dy; /* p,(r) en utilisant le polyndme de Newton. */

11 écrire p. /* La valeur du polyndéme de Newton en x. */

I{ésultat : 1. La matrice contenant la table de différences divisées.
2. Les coefficients du polynome de Newton.

3. La valeur du polynome de Newton en x.

Code Matlab 3: Polynome d’interpolation en utilisant la méthode des différences divisées

1 function [d, a, pl] = polynome_newton (xi, fxi, x)

o

2 Polyndéme d'interpolation de Newton

3 % Entrée:

4 % l)xi: Un vecteur ligne contenant les abscisses xi.

5 % 2)fxi: Un vecteur ligne contenant les valeurs f (xi)

6 % de la fonction a interpoler pour les xi correspondants.
7% 3)x : Un point en lequel a évaluer le polyndme d'interpolation.
8 % Sortie:

9 % 1) d : Matrice contenant la table de différences divisées.

o\°

10 2) a : Vecteur contenant les coefficients du polynéme de Newton.

o\

11 3) p : La valeur du polyndme de Newton en x.

\o

12 % Exemple d'appel:

o\

13 >> xi=[-1 0 1 2 3]
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2.4. Interpolation de Newton

o\

14 >> fxi=[-2 -1 0 3 2]

15 % >> [d, a, pl] = polynome newton (xi, fxi, 2.5)
16 n = length(xi);

17 d = zeros(n,n);

18 a = zeros(l,n);

19 d(:,1) = fxi;

20 a(l) = d(1,1);

21 for i=2:n

22 for j=2:1

23 d(i,3j) = (d(i,3-1)-d(i-1,3-1))/(xi(1)-xi(i-3+1));
24 end

25 a(i) = d(i,i);

26 end

27 p=a(n);

28 for i=n-1:-1:1
29 P = px(x — xi(i))+a(i);
30 end

2.4.3 Cas ou les points d’interpolation sont équidistants

Il arrive parfois que la fonction a interpoler soit donnée en des points équidistants x; dans
I'intervalle [a, b] avec le pas h = b_T“ qui est appelé le pas d’interpolation ou

h—
ri=a+1ih=a+1 a) 1=0,1,--- ,n.
n

Différences finies progressives

On définit la différence finie progressive d’ordre 1 par
Af(zi) = f (i) = f (@), 1=0,1,--- ,n—1,
et d’ordre k = 2,--- ,n par la formule de récurrence
AR () = A (AM) () = A f (i) = A f (), i=0,1,--- ,n—k,

ot l'on convient que A°f (z;) = f(x;), 1 =0,1,--- ,n.
Les coefficients A¥ f (x;) se calculent suivant le processus décrit comme dans la table de différences

divisées, voir page 21.
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2.4. Interpolation de Newton

Table de différences finies progressives

zi | f(r)  Af (i) A*f () A f (i) o A™f(24)
Zo f(ffo)

x| f(x1)  |Af(20)

zy | f(z2)  Af (1) A?f (z0)

zg | f(xs)  Af(za)  A%f (1) A® f ()

To | frn)  Af(vaa) A%f(va-2) APf(va-3) - [A"f (20)

{Proposition 12 (Relation avec différences divisées)

f [$i,$i+17 T

’ xi—i—k] -

Les différences divisées sont données par

AR f ()

T

1,

Démonstration. On montre cette relation par récurrence sur k. Pour £ =1, on a

flwi, wip] =

fxivn) = f(x:)  Af ()

Tiv1 — X4

h

Donc la relation est vérifiée pour kK = 1. Maintenant, supposons que la relation est vérifiée a

lUordre k. On a

/ [Iiaxi-i-la T

7$i+k+1] =

Ce qui montre qu’elle I'est encore vérifiée a l'ordre £+ 1. =

Formule de Newton progressive

flosa, - Tna] = flas - wign] _ A (@) — AP ()
Tivkhe1 — T (k+1)h
1 Ak+1f (xz) B Ak+1f (%)
(k+1)h  khk (k4 1)Ipk+L

D’apres la formule (2.3), le polynome d’interpolation sous la forme de Newton devient alors, ce

qu’on appelle la formule de Newton progressive

En écrivant = = o + sh, s € [0,n] et en utilisant la notation

(1)

s(s=1)--(s—k+1)

k!
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2.4. Interpolation de Newton

on obtient

Exemple 14
Déterminons la formule de Newton progressive associé a la fonction f passant par les points
(0,—1), (1,0), (2,3) et (3,2). Onan=3,20=0et h=1doncx; =0+7=14,i=0,1,2,3.

La table de différences finies progressives pour ces points est

Table de différences finies progressives

Z; (zi) Af (73) A?f () A’ f ()
0 y
110 Af(zg) =1
2 (3 Af(e)=3 [Af(z) =2 )
3|2 Af(z2) =—1 A%f(21)=—4 |A°f(29) = —6 2T
Alors la formule de Newton progressive est donnée par N
2
pa (@) = £ ao) + 2L (o gy BT oy )
3 -1 1 2 x
%(fo)(a:—xo) (x — x1) (& — x9) 0 1)
=—l+zs4+z(xz—-1)+—2z(x—1)(x—2)

= 2% +42% — 22 — 1. .

Différences finies régressives

On définit la différence finie régressives d’ordre 1 par
V(@) = f(0:) — [ (wi1), i=1,-n,
et d’ordre k = 2,--- ,n par la formule de récurrence
V() = V (V) () = VI f (20) = VM f (), i= koo,

ot 'on convient que VOf (x;) = f(x;), 1 =0,1,--- ,n.
Comme dans le cas progressive, les coefficients V¥ f (z;) se calculent suivant le processus décrit

comme dans la table de différences divisées, voir page 21.
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Table de différences finies régressives

vi | flo) V() Vf(x)  Vif(x) - V'f(2)
zo | f (o)

ry | f(z1)  Vf(x)

Ty | fz2)  Vf(za)  VAf(22)

xy | fxs)  Vf(xs) V?f(xs) V°f(x3)

Ty || f(2n) Vf(zn) Vi f (7) Vi f (@n) | V" f (20)

{Proposition 13 (Relation avec différences divisées)

Les différences divisées sont données par

ka (Titr)

T k=L i=0, =k

f[xiami-&-la"' ,$i+k] =

Démonstration. On montre cette relation par récurrence sur k. Pour £ =1, on a

flow o) = L) = 6 V)

Donc la relation est vérifiée pour k = 1. Maintenant, supposons que la relation est vérifiée a

l'ordre k. On a

L2, Tign, -+ Tigp] = floien, @] = flai o v VP @iinen) — VS (@)
iy Li41, y Vitk+1 Tiiril — Ts (k} T 1) A
1 VM (Tigrin) _ VR (Zik41)
k+Dh Kk (b + DR+

Ce qui montre qu’elle I'est encore vérifiée a 'ordre k£ + 1. m

Formule de Newton régressive

Formule de Newton régressive est donnée par

n

k(e )R
pl) = f o)+ S VL I T

k=1 ’ j=0

En écrivant @ = x,, — th, t € [0,n] et en utilisant la notation

(/i) _t(t—1)..l.€!(t—k=+1) G k> 0ot (é) 1,
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2.5. Erreur d’interpolation

on obtient
n

) = o = t1) = 3 () 941 ).

k=0
Exemple 15
On reprend 'exemple 14. Déterminons le polynome d’interpolation sous la forme de Newton
régressive de la fonction f passant par les points (0, —1), (1,0), (2,3) et (3,2). Onan =3,z =
0Oet h=1donc x; =1,1=0,1,2,3.

La table de différences finies régressives pour ces points est

Table de différences finies régressives

zi | f(z:) V(i) V2 f () Ve f ()

0| -1

110 Vf(r)=1

2 |3 Vi) =3  V2f(x2) =2

3 Vf(xs)=—1] |V2f(x3)=—4] |V3f(x3)=—6

Alors la formule de Newton régressive est donnée par

ps3(x) = f(x3) + %@:3) (z — x3) + \ ;h(Qm)

(x — x3) (x — x2)

(x —x3) (x — x2) (x — 1)
=2—(x—-3)-2(@x—-3)(z—-2)—(z—3)(x—2)(x—1)

= 2% +42% — 22 — 1.

2.5 Erreur d’interpolation

L’interpolation polynomiale permet d’approximer une fonction donnée f : [a,b] — R par un
polynéme p,, qui interpole les valeurs de f aux points zg, x1, - , 2, € [a,b]. Cette approxima-

tion entraine une erreur d’interpolation en tout point = # x;,1 =0,1,--- | n,

Ey(z) = f(z) = pn(2).
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2.5. Erreur d’interpolation

2.5.1 Formule d’erreur d’interpolation

Un avantage de la forme d’interpolation de Newton est qu’elle fournit également une formule

pour 'erreur d’interpolation

f(@)—pn(x) = flro,z1,  ,xp,x] (x —20) (2 —21) -+ - (T — ) . (2.10)

En effet, si p,y1 est le polynéme qui interpole f aux points xg,z1,- -+ ,x,, & € [a,b], alors

d’apres le théoreme 11,

[ (@) =pnp1 () = pn (@) + flro, 21, 20, 2] (. — 20) (T — 1) - (7 — 2p) .

Cette formule d’erreur peut étre reformulée lorsque la fonction f est (n + 1) fois contintiment

dérivable sur l'intervalle [a, b], comme le montre le théoréme suivant.

{Théoréme 14 (Erreur d’interpolation)}

Soient zg, 1, ,x, € [a,b],n+ 1 points distincts et soit f une fonction continue sur [a, b] et

(n + 1) fois continiment dérivable sur |a,b[, o @ = min z; et b = max z;. Alors pour tout
0<i<n 0<i<n

x € |a, b], il existe un point &, € |a, b[ tel que

(n+1)
En<x>:f<x>—pn<x>:ﬂTﬁ@—xo)(m—xn--«x—xn).

De plus si f"*V) est continue sur [a, b], alors

M, \ n
|En (2)] < (nTJrll)' [(x — o) (x —21) - (x — @) | O Mpyq = ;g[i};] |f( ! ($)|

Pour démontrer ce théoreme on a besoin du lemme suivant, qui découle du théoreme de Rolle.
Lemme 1

Soit g une fonction continue sur [a,b] et m fois dérivable sur |a,b[. On suppose qu’il existe
m + 1 points ¢y < ¢1 < -+ < ¢, de [a,b] tels que g (¢;) = 0. Alors il existe £ € |cg, ¢, tel que
9™ (&) =0.

Démonstration du lemme. Le lemme se démontre par récurrence sur m. Pour m = 1, c’est
le théoreme de Rolle. Supposons le lemme démontré pour m — 1. Le théoréeme de Rolle donne
des points ag € Jeg, 1,y Qune1 € |Cm—1, cm] tels que ¢’ (o;) = 0. Par hypothese de récurrence,

il existe donc & € Jag, tm_1] C Jco, cm] tel que (¢/) ™ (&) = g™ () =0. m
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2.5. Erreur d’interpolation

n

Démonstration du théoréme. Si xz = z;, on a [[ (z — ;) = 0, donc tout point &, convient.
i=0

Supposons maintenant z distinct des points z;. Considérons la fonction g définie sur [a, b] par

g(t) = f(t) = pn(t) = flzo, 21, ,xmx]H(t—afi).

La fonction g est C"*! ([a, b]) et s’annule au moins en les (n + 2) points t = xg, 1, - , Ty, T €

[a, b] donc d’apres le lemme précédent il existe &, € ]a, b[ tel que g™+ (&,) = 0. Or py (1) (t)=0
n+1 n
et Ty H (t —x;) = (n+1)!, on a par conséquent

=0

£ (&)

flxo,z1, - xp, 2] = (n+1)

Donc d’apres la formule (2.10), il existe &, € |a, b| tel que
n+1

B = (0) - i) = T ) [[6-=.

1=

De plus si f"*1) est continue sur [a,b], qui est un compact, alors f"*1 est bornée et atteint

ses bornes et donc | " (&,)| < m[ax] | [ (2)]. =
z€|a,

{Remarque 15 } N

e L’erreur d’interpolation est nulle aux points de collocation, c¢’est-a-dire F,, (z;) = 0,1 =

0,1’...771

T (z—:)
e L’erreur est composée de deux termes, le terme Z:(OHT), qui dépend du choix des points

x; et le terme max ’f (n+1) x)! lié a la régularité de f.

z€la,b]
Exemple 16
Soit f (xz) = e a interpoler aux points 0, }1, %,% et 1. Calculons l'erreur d’approximation en
1
xr =

§.
Cinq points d’interpolation donnent n = 4. Donc f"*V (z) = f©) (z) = e®. Il existe alors une

valeur ¢ € ]0, 1] telle que

3 ¢t ¢€ 320
den) =5 E-0G-HE-DE-DE-) -5
_ 320 et _ 320¢!

= —— =0.0000291.
125 ge[o 1] 5! 125 5!
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2.5. Erreur d’interpolation

2.5.2 Erreur pour le cas des points d’interpolation équidistants

Lorsque les points d’interpolation sont équidistants, une majoration de |E, (x)| un peu plus

fine conduit au résultat suivant.

{Corollaire 16 (Points d’interpolation équidistants)} S
Soient xg, 1, ,x, € [a,b],n+ 1 points équidistants (ou équirépartis) avec x; = a + ih,i =
0,1,---,n ot h = =% On suppose que f € C"™! ([a,b]). L’erreur d’interpolation pour tout

x € |a, b] est estimée par

hn+1

En @l = 705 m[abl\ Fo (@)

Démonstration. Le théoreme 14 nous donne déja que

B @) < o +1 5 o ill(x )| mas [+ @) (2.11)
Il reste a estimer wrg[fi}g} zf[o (x — x;)|. Soit x € [a,b] avec  # x;,i =0,1,--- ;n. Onaz € [} =
|1, xx[ pour un certain k € {1,--- ,n}. Comme les points x; sont équidistants, nous avons
zr = a+ kh. On obtient alors
2
max |(z — xp-1) (¢ — 2)| =

de plus on peut estimer |(x — zx_2)| par 2h, |(z — xk_3)| par 3h etc. D’ou

n

max H (x — ;)

xz€la,b] |- 0
1=

< <T) (h"~'nl) = 4!h”+1. (2.12)

En substituant (2.12) dans (2.11) on obtient |E, ()] < 2 max | f+1) (z)]. m

‘ — 4(n+1)' lab]

Il est clair que 4}(‘:—111) — 0 quand n — 400 et cette convergence vers 0 est méme tres rapide.
On serait donc tenté de penser que l'erreur tend vers 0 quand n — 4o00. Mais attention car
la (n + 1)iéme dérivée de f dépend de n et en fait peut croitre tres rapidement avec n et pour
certaines fonctions, p, ne converge pas vers f lorsque n tend vers 4+oo. L’exemple suivant

illustre une telle situation de non-convergence.

Exemple 17 (Phénomeéne de Runge)

On considere la fonction définie par f(z) = sur l'intervalle [—=5,5]. On note p, le

1+ a2
polynome d’interpolation de f aux (n + 1) points équidistants dans l'intervalle [—5,5]. On

observe alors, comme le montre la figure ci-dessous, quand n augmente, des problemes aux

33
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extrémités de l'intervalle. En fait } f (5)‘ devient rapidement grand avec n.
Yy

P14

2.6 Interpolation de Tchebychev

Contrairement aux interpolations précédentes dans lesquelles I'utilisateur peut choisir sa subdi-
vision, I'interpolation de Tchebychev impose une subdivision g, x1, - - , z,, de 'intervalle [a, b]
en des points appelés points de Tchebychev. L’interpolation utilise les polynomes de Tcheby-
chev dont les racines sont connus explicitement. L’interpolation de Tchebychev est encore
appelée interpolation de Lagrange aux points de Tchebychev, car il s’agit d’une interpolation

de Lagrange réalisée en des points particuliers.

2.6.1 Choix des points d’interpolation de Tchebychev

On se demande si, indépendamment de la fonction f, on peut réduire I’erreur en jouant sur le
choix des (n + 1) points d’interpolation. On va donc s’intéresser aux choix des z; qui rendent

minimale la quantité

nax |f (x) = pn ()]

D’apres le théoreme 14, pour obtenir la meilleure estimation possible de I'erreur, il faut choisir

les (n + 1) points d’interpolation xg, 1, - ,z, de maniére & minimiser
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2.6. Interpolation de T'chebychev

{Théor‘eme 17 (Points d’interpolation de Tchebytchev)}

Soit n € N* et soit f : [a,b] — R une fonction de classe C"™!. La meilleure borne supérieure
pour l'erreur d’interpolation de f que nous pouvons atteindre en faisant varier le choix des
x; est

1
1B @) = 1 (@) = pu )| € gy e [0 (2],

qui s’obtient en choisissant les points d’interpolation

b+a b—a 21 +1 ,
Tp = + coS , 1=0,1,---,n,

2 9 mt 2"

qui sont appelés les points d’interpolation de Tchebychev.

Exemple 18

Soit la fonction f définie par f(z) = sinz a interpoler avec un polynome de degré 2 sur
Pintervalle [0, 7] en utilisant les trois points (0,0), (3,1), (r,0) et puis en utilisant les points
d’interpolation de Tchebychev.

Les abscisses de Tchebychev sont
T T s T m T 5%
Ty = 5 + 5 coS i 2.931146, 1 = 5 + 5 coS 5= 1.570796, x5 = 5 + 5 coS 5 = 0.210447.

En utilisant les points 0, 7,7 : ps (z) = ;—ﬁxQ + %x ~ —0.40528522 + 1.273239x.

En utilisant les points de Tchebychev : pry (7) ~ —0.42749622 + 1.343018z — 0.0548042.
y — y — f

P2

-

[N
0
@
3

La démonstration du théoreme 17 fait appel a I’étude des polynomes de Tchebychev.
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2.6. Interpolation de T'chebychev

2.6.2 Polynomes de Tchebychev

Il existe plusieurs possibilités pour définir la famille des polynomes de Tchebychev. La plus

simple est par la relation de récurrence suivante.
Toi1 () =22T, (x) = Thoq (x), n=1,2,3,--- avec Ty (z) =1 et T3 (z) = x.

Par récurrence, T), est un polynome de degré n et le coefficient du terme en 2™ de T, est 2771,
A Taide de I'identité trigonométrique cos (a +b) 4 cos(a —b) = 2cosacosb, on démontre par

récurrence que pour tout x € [—1,1],
T, (x) = cos (n Arccosz), n=1,2,3,--,

ce qui peut servir de définition alternative des polynomes 7;,, vus comme fonctions polynomiales
définies sur l'intervalle [—1, 1] méme si elles ne montrent pas clairement les polynomes.
En effet, I'équation T, (z) = cos (n Arccos x) est vérifiée pour n = 0 et pour n = 1.

Pour tout n > 1, on suppose qu’elle est vérifiée aux ordres n — 1 et n. On a

Tos1 (z) = 22T, (x) — T,,—1 (x) = 22 cos (n Arccos x) — cos ((n — 1) Arccos )
= 2 cos (Arccos z) cos (n Arccos x) — cos ((n — 1) Arccos )

=cos((n+ 1) Arccosz).

On en déduire qu’elle I'est encore a ’ordre n + 1.

On observe immédiatement les propriétés suivantes

T, (x)] <1, z€[-1,1].

Notation 2
On note P, ([a,b]) I'ensemble des polynémes de degré n admettant n racines distinctes dans

Iintervalle [a, b] et dont le coefficient du monéme de degré n est égal a 1 (unitaire).

Théoréme 18 |
SipelP,([-1,1]) alors

ma x)| > 2t ",
max o (x)
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Démonstration. Supposons que p € P, ([—1,1]) et que |p (z)] < 27" pour tout = € [—1,1].
Posons Q,, (z) = 2'""T,, (z) et z; = cos (%) ,i=0,1,---,n. Alors par construction (), est un

polynome de P, ([—1, 1]) et nous aurons

<_1)Z Qn (Zz) = <—1)Z 217nTn (COS (’l)) — (_1)1 217n (_1)1 _ 217n'

n

Puisque p et ), sont tous les deux unitaires, leur différence @),, — p sera un polynome de degré

<n —1. D’autre part

(_1)ip(zi) < |p (Zz)| <27 = (_1)i Qn (Zz>> 1=0,1,---,n.

Par conséquent,
(1)’ (Qn (2:) —p(zi)) >0, i=0,1,--,n.

Ainsi, la fonction @),, — p doit changer le signe au moins n + 1 fois sur Uintervalle [—1, 1]. Mais
ceci n’est pas possible puisque @), — p est un polynome de degré au plus n — 1. Par conséquent,

nous avons une contradiction si |p (z)| < 27" pour tout z € [-1,1]. =

Lemme 3

Si @, est le polynéme unitaire défini sur [—1,1] par

Qu(z) =2"7"T, (2),

alors la valeur maximale de |Q,, (x)| sur I'intervalle [—1,1] est 2'™.

Démonstration. La démonstration est facile puisque sur 'intervalle [—1, 1],
Qn (z) = 2", (x) = 2" cos (n Arccos )

et |cos | < cos(0) = 1 pour tout . =

Lemme 4
Soit
20+1
i = y ) — O7 1’ e, M.
T; = COS (Qn n 27?) ) n
Alors

(@ = i) = Qi1 (x) = 27" (2).

()

Démonstration. Cela découle du théoreme fondamental de I’algebre.

Par construction, chacun des x; est une racine distincte du polynome unitaire ), 11, qui est
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2.7. Interpolation d’Hermite

de degré n + 1. Le théoreme fondamental de I'algebre affirme que @, 1 doit donc se factoriser

comme Qni1 (2) =(x —z9) (x —21) - (x —2p,). W

Maintenant, on a le théoreme suivant.

{Théoréme 19 )

Soit f une fonction dans C™™ ([—1,1]). Si les points x; de l'intervalle [—1,1] sont choisis

comme racines du polynome de Tchebychev T}, .1,

20+ 1
xizcos( Lt 7r), 1=0,1,--- n,

2n + 2

alors le terme d’erreur pour l'interpolation polynomiale utilisant les points x; est

1
|En ()] = |f (z) = pn (2)] < mwg@ﬁ} ’f(nﬂ) (w)’ .

De plus, c’est la meilleure borne supérieure que nous pouvons atteindre en faisant varier le

choix des z;.

Démonstration. La démonstration est un résultat immédiat du théoréme 18 et des lemmes

3, 4 et du fait que |E, (2)] < 5 |[(x — m0) (x — 21) -+ (v — x,)| max [fTD (z)|. m
(n+1)! ze[—1,1]

Démonstration du théoréme 17. Si [a,b] = [—1, 1], nous sommes dans le cas du théoréeme
19. Si l'intervalle [a,b] # [—1, 1], pour trouver un ensemble optimal de n + 1 points x; dans
I'intervalle [a, b], nous redimensionnons simplement les n + 1 racines de T),;; en points dans
[a,b]. Plus précisément, soit s I’application linéaire (bijective) qui associe un point z € [—1, 1]
a un point s (z) € [a,b], tel que s(—1) = a et s(1) = b. Cela détermine s en fait de maniere

unique en fonction de z,
_b+a+b—a
2 2

L’ensemble optimal de n 4+ 1 points z; pour interpoler la fonction f sur Uintervalle [a,b] sera

S x.

alors 'image sous s des n + 1 racines de T}, :

b+a b—a 2t +1 ,
T = + coS , 1=0,1,--- n.

2 9 mt 2"

2.7 Interpolation d’Hermite

L’interpolation d’Hermite est une extension de l'interpolation de Lagrange, qui consiste, pour

une fonction donnée f dérivable et un nombre fini de points donnés z;,7 = 0, - - - , n, a construire
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2.7. Interpolation d’Hermite

un polynome p en faisant coincider non seulement les fonctions f et p aux points x;, mais aussi
leurs dérivées aux points x;. Cette méthode d’interpolation permet d’éviter les phénomenes de
Runge dans l'interpolation numérique ou, plus simplement, de manipuler des polynomes ayant

des propriétés proches de celles de la fonction interpolée.

Soit f une fonction de classe C! ([a, b]). Supposons que nous connaissons la fonction f et f’ en
n + 1 points, on cherche un polynéme p qui interpole ces n + 1 points. On peut écrire au plus
n+1 équations passant par ces n+1 points et vérifiant p (x;) = f (z;) et n+1 équations vérifiant
P (x;) = f'(x;), il y a donc lieu de déterminer 2n + 2 coefficients, on doit alors rechercher un

polynome de degré au plus égal 2n + 1.

Définition 20 (Polynéme d’interpolation d’Hermite)

On appelle polynome d’interpolation d’Hermite de f aux points deux a deux distincts z;,¢ =

0,1,---,n, un polynome p de degré au plus 2n + 1 satisfaisant

p(x;)=f(x;)) et p'(x;)=f (x;) pour i=0,1,--- n. (2.13)

Une méthode pour construire de tels polynomes est de prendre le carré des polynomes de

Lagrange

n 2
r—x;
o)== [ (2=2)
J=0,j#1
qui sont de degré 2n et qui vérifient

n

g (x;) =1, ¢ (r;) = et pour tout j #1i, ¢ (x;) = (x;) =0.

j=04#i "

Un polynome p de la forme
p(z) = Z%’ () pi (x)
i=0
satisfait donc les 2n + 2 conditions si et seulement si les polynomes p; vérifient
flr) =pi(zi) et f(zi) = p; (x:) + ¢ (w5) pi (1),
ce qui équivaut a
pi () = f(z) et pilx)=f(2:) —q () f(2:).

Puisque le polynome p est de degré au plus égal a 2n + 1, donc la solution la plus simple est

de choisir les p; des polynomes de degré 1 sous la forme
pi(a) = f (w) + (=) (f (@) = g} (@) f ().
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2.7. Interpolation d’Hermite

Dans ce cas le polynome p s’écrit sous la forme

P ( Zqz ) (1= (=2 g (@) @)+ D0 (@) (0 =) f (@),

On a alors le théoreme suivant.

{Théoréme 21 (Existence et unicité du polynéme d’interpolation d’Hermite)]:-

Le polynome ps, 1 donné sous la forme

P ZH )+ S K@) f (22).

H,(x) = (1 —2(x -] <xi>) 2 (),
K;(z) = (x —z;) € (),

= I1 7= hey= >

J=0,j7#i §=0,j7i

est I'unique polynome d’interpolation d’Hermite de f aux points deux a deux distincts z;,7 =

0’17...771

Démonstration. Il reste a montrer I'unicité puisque le polyndéme p,,, 1 satisfait aux conditions
(2.13). Supposons qu'il existe deux polynomes p et ¢ de degré au plus 2n + 1 vérifiant (2.13).
Le polynome r = p — ¢, qui est aussi de degré au plus 2n + 1, admet chaque x; comme racine
double car r (x;) = 7’ (x;) = 0. Il possede donc au moins 2n + 2 racines, r est donc forcément

le polynome nul. m

{Théoréme 22 (Erreur dans linterpolation d’Hermite)]

Si f est une fonction de classe C*"*2 ([a,b]), a = Orglj<n 2, b= ax ;, alors pour tout z dans
<i<n <i<n

[a, b], il existe &, dans |a, b| tel que

f(2n+2 n

(2n + 2)! H z— )’

1=

f (@) = ponia () = = ——5

Démonstration. Si x est un des points zg, z1, - -+, x,, le résultat est évident. Sinon, posons

0= 10 s 0~ (1)~ @) T (22) 214)

T —x;
1=0
On a alors g (x) = 0 et pour tout entier ¢ entre 0 et n, g (z;) = 0.

En appliquant le théoreme de Rolle a g, on montre 'existence de ¢y < ¢; < -+ < ¢, avec

¢; différent de z; pour tout ¢ # j tels que ¢’ (¢;) = 0 pour tout . De plus, on a ¢’ (z;) = 0
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2.7. Interpolation d’Hermite

pour tout ¢. Il existe donc 2n + 1 points de [a, b] deux a deux distincts annulant ¢’. Alors en
appliquant le lemme 1 & ¢/, il existe & € ]a, b tel que (¢")*" Y (&) = ¢@*2) (&) = 0. Donc il
existe £ € |a, b[ tel que

£ (€) — 0 — (f () = Panir (x)) @i _ o g

(asfxi)z
1=0

{Remarque 23 ] N

e Nous pouvons définir des formules d’interpolation mixte Lagrange-Hermite ou les
valeurs des dérivées ne sont utilisées que pour certains points.

e Nous pouvons également faire intervenir des dérivées d’ordre plus élevée.

|\ J

Exemple 19
Construisons un polynéme de degré < 3 tel que p(0) =1,p'(0) =2,p(1) =0,p' (1) = 1.
Onan=1,20=0, f(zo) =1, f'(x0) =2, 21 =1, f(x1) =0, f'(x;) =1etona

. r — I _ . _ T — X _
@) = =L = —@=1), b) ==
1 1
! = = —1 ! = = 1
lo (o) To— T3 , 4y (1) T — To y
Donc 1 D3
Hy (2) = (1 —2(zx —0) (—1)) (= (z—1))*=24% — 322 + 1,
H () = (1 2z — 1) (1)) 2? = —22° + 322, -
Alors

ps(2) = (22° = 32 + 1) (1) + (=22° + 32%) (0) + (2 — 0) (— (z = 1))* (2) + (z — 1) (2)" (1)

=523 — 822 +2r+ 1. a
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2.7. Interpolation d’Hermite

Algorithme 4 : Polynome d’interpolation d’Hermite
Données : 1. Les (n + 1) points {(z;, f (z;)),i =0,--- ,n} et les valeurs f’(x;).

2. Un point x en lequel a évaluer le polynome d’interpolation d’Hermite

Pon+1.

1 début

2 n + 1 := nombre de points d’interpolation

3 pour i < 0 a n faire

4 siz=ux; /* Vérifier si x=ux;,1=0,1,--- ,n. */
5 alors

6 p=f(z:)

7 écrire p /* La valeur du polyndéme d’Hermite en x. */
8 stop

9 p=20
10 pour i < 0 a n faire
11 l; =1
12 pour j < 0 a n faire
13 si i # j alors
14 U=l (x —x;)/(x; — ) /* Calcul des ¢;(z). */
15 ¢ =c¢+1/(x; —xj) /* Calcul des /(x;). */
16 p=p+((1—2(x —z;)¢) f(z;) + (x —x;) f' (z;)) * £? /* Calcul de p(x). */
17 écrire p. /* La valeur du polyndéme d’interpolation d’Hermite en z. */

Résultat : La valeur du polynome d’interpolation d’Hermite en x.

Code Matlab 4: Polynome d’interpolation d’Hermite

1 function p = polynome_hermite(xi, fxi, fpxi, x)

o\

2 Polyndéme d'interpolation d'Hermite

3 % Entrée:

4 % 1)xi: Un vecteur ligne contenant les abscisses xi.

5 % 2)fxi: Un vecteur ligne contenant les valeurs f (xi)

6 % de la fonction a interpoler pour les xi correspondants.
7% 3)fpxi: Un vecteur ligne contenant les valeurs f' (xi).

8 % 3)x : Un point en lequel a évaluer le polyndme d'Hermite.

9 % Sortie:
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2.8. Approximation au sens des moindres carrés discrets

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

oe o\

o\

o\

=)

p=
L

C

1) p : La valeur du polyndme d'interpolation d'Hermite en x.
Exemple d'appel:
>> xi=[-1 0 1 2 3]
>> fxi=[-2 -1 0 3 2]
>> fpxi=[1 2 1 4 -2]
>> p = polynome_hermite(xi, fxi, fpxi, 2.5)
= length (xi);
for i =1 : n
if x==xi (i) %Vérifier si x est égal a l'un des xi.
p=fxi (1)
return
end
end
0;
= zeros(l,n);
= zeros(l,n);

for i=1l:n

L(i)=1;
for j=1:n

if i#j
L(i) = L(i)*(x-xi(j))/(xi(i)-xi(j)); %Calcul de L_i(x).
c(i) = c(i)+1/(x1i(i)-x1(3)); %Calcul de L'_i(x_i).
end

end

P =p +t ( (1-2%(x—-xi(i))+*c(i))~fxi (i) + (x-xi(i))*fpxi(i)

)*L (i) "2; S$Evaluation de p_{2n+1}(x).

end

2.8 Approximation au sens des moindres carrés discrets

Si on se donne une famille de points du plan {(x;,y;),7 = 0,--- ,n}, les x; étant distincts, alors

il existe un unique polynoéme p (x) de degré inférieur ou égal a n tel que

P(xz):yzﬂ:o’ y 1y

qui est le polynéme d’interpolation des points (z;, y;).

Si le nombre de points n est trop grand, ou si les ordonnées sont bruitées, on préfere en général
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2.8. Approximation au sens des moindres carrés discrets

chercher une fonction ¢ (x) qui, dans une classe donnée (polynomes, fractions rationnelles,
. : o . “ C .
polynomes trigonométriques, exponentielles, ...), approche “au mieux” les points (x;,y;), on

parle alors d’approximation, de lissage ou bien de régression.
Y

X
Soit donc une famille de fonctions
90 (@), g1(2), -+, gm (x), m<n,
linéairement indépendantes. Etant donné m+ 1 nombres réels ag, a1, ,Qy, on peut introduire

le nombre F (a),

E(a) = Z lg (z;) — yi|27

n

avec g () = Y a;g; (x). La quantité F (a) représente la somme des erreurs quadratiques entre
i=0

les valeurs données et celles prises par g aux points x;. Le probleme d’approximation se formule

alors de la fagon suivante :
Trouver a* € R™"! tel que E (a*) < E (a) pour tout a dans R™ ",

La méthode des moindres carrés consiste a trouver les valeurs optimales des parametres ag, ay,- - -,
a,, en minimisant la somme, E (a) des erreurs quadratiques.
Par exemple si I'on désire faire de la régression polynomiale, c¢’est-a-dire prendre pour g (z) =

p (x) un polynéome de degré < m, on a
g’L(I,):Il? 7':07 U g(x)Zp(x):a0+a1:(:+-~~+amxm,

ou les coefficients a;, © =0, -+, m sont les inconnues du probleme de moindres carrés, on doit

minimiser la fonction

n

E(a) =) lao+aix;+ - + ama}® — yil*.

=0

Pour minimiser £ (a) on cherche d’abord les points stationnaires, i.e. les points a qui vérifient

OF (a) _OF (a) OF (a)

— .. ==\

8&0 8(11 aam
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Puisque
n
OF
ol =23 (a0 + arzi + - + amal — yi).
OE(a) oy
a
e = 20 (a0 + a1z + -+ ana — yi) i,
i=0
dE(a) -
a
Dan, ZQZ(CLQ‘{‘alZBZ‘F‘FCmeET—yl)IT,
i=0
OE(a) _ 0E(a) __ .. _ O0E(@) _ ( A~qei N
alors Bay. = da; = =Za-=0 équivalent a
n n n
n+l Yx - Yar . Yi
i=0 i=0 aop i=0
n n n n
2 m—+1
POE D DE -SRI OF a > Vil
i=0 i=0 i=0 = i=0 ,
n n 1 n n
oy apt e Yaim tm > iy
i=0 i=0 i=0 S—— i=0
N - 7 a
A b
soit encore
Aa=1>

Ce systeme a une solution unique a condition que les x; soient distincts.

Par exemple pour m = 1, ol on parle d’ajustement ou de régression linéaire
n n
n+l Y ao > Vi
i=0 =0
n n 9 n
> T DT a1 > i
1=0 =0 i=0

La solution de ce systeme est

_(En) ()~ (Br) ()

: (n+1) 2 a? (im> |

i= =0

(i) (59) (2

) St z) |

=0 =0

a1 =

Exemple 20

Déterminons la ligne des moindres carrés approximant les données du tableau suivant.

‘3.5‘4 ‘4‘4.5‘4.75‘5.5‘6‘6 ‘6.5

‘1‘1.25‘1‘1 ‘1.5‘1.5‘1.5‘2‘2 ‘1.75‘2 ‘2‘2.5‘2.25
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Onan+1=16, > x; =55.75, > y; =24.75,> xf = 254.5625, > x;y; = 101.8125.
i=0 = i=0 =0
Alors

() (E2)-(Ewe)(£=)  24.75 x 2545625 — 101.8125 x 55.75
_ 1=

ap = - > = (.647 06,
(n+1) z 22 (gox) 16 x 254.5625 — (55.75)
<n+1><2 w)*(gy ( Owi) 16 x 101.8125 — 55.75 x 24.75 _ 0o,
a = = — . ,
' e 32 (5 ) 16 x 254.5625 — (55.75)2
=0 =0
et donc

p(x) = 0.258 24x + 0.647 06.

p(z) = 0.25824x + 0.64706

2.9 Exercices

En rédaction!
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