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Série d’exercices n° 3 : Dérivation numérique

Exercice 1 :

Approcher f' (1) et f” (1) pour le tableau suivant :

T 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2

yi = f(x;) [ 0.995 | 0.999 | 1.000 | 1.003 | 1.008

en utilisant les formules de différences progressives, régressives et centrées.

Exercice 2 :

a) Approcher f’(4) en utilisant les formules de différences progressives, régressives et centrées pour

le tableau suivant :

T 01141916

yi=f(z)=yx |[0|1|23]| 4

puis calculer 'erreur relative dans chaque cas.

b) Méme questions pour g” (2) avec le tableau suivant :

T 0(1]2(3] 4

yi=g(x)=2210[1,14]9]16

]

Exercice 3 :
Soit f : [a,b] — R une fonction de classe au moins C® sur l'intervalle [a, b].
On se fixe un nombre h > 0 petit, ainsi qu'un point quelconque z € a, b|.

Montrer que le rapport

_ —2f (x+2h)+32f (x+h) —60f (x) +32f (x — h) — 2f (x — 2h)

A 24h?

approche une dérivée de f que ’on déterminera, et donner I’ordre de précision de cette approximation.
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Solution de ’exercice 1 :

T 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2

yi = f(z;) | 0.995 | 0.999 | 1.000 | 1.003 | 1.008

Calcule de 'approximation de f' (1) et f”(1).

Formule de différences progressives :

f; (z;) = f(@ir) = f (2:) SN f;zla (1) = FOD=F(1) _ 1.003-1.000 _ () 3.

Tir1 — T T1-1 01
f(x+2h)=2f(x+h)+ [ (x) FOL2)-2f(LD)+/(1) _ 1.008-2.
fy (@) = 52 — f () = 0.12 = MO =02,

Formule de différences régressives :

Po) 2 f ) _ prpy)_ sgon _ sgn g

fr (@) =

f(x—=2h)—2f(x—h)+ f(2) (1) = L0829+ _ 0995190541

i (@) = 2 r 0.12 0.12 = —0.3.
Formule de différences centrées :
f (@i — [ (zie .1)—f(0. —
fé (xl) - ( x—:j — .Tz'(_l 1) — fé <1> - f(1127£'(§ D = 1'0030,20'999 = 0.02.
—h)—2 h
(@) = f(z—h) fh(zm) tfth) | f7 (1) = L0201 _ pom-21005 _ g 9
Solution de ’exercice 2 :
T 0]11419]16

a) Approximation de f’(4).

Formule de différences progressives :

! _f($i+1)_f(xi) / f(9)—f(4)_3—2_1_
fp(f)fz)— Tip — T —>fp(4>_ 9_ 4 = 5 —5—02
Formule de différences régressives :
/ _f(xz’)_f(xi—l) / _f<4)_f(1)_2_1_1N
Formule de différences centrées :
/ _f(xz%l)_f(xifl) / _f<9>_f(1)_3_1_1_
felws) = Tiy1 — Ti—1 — fed) = 9-1 8 4 0.25.
d 1 1

La dérivée de f est f'(z) = £ (/z) =

- , alors la valeur exacte de f’(4) est —.

2z
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Pour 'erreur relative commise, on a

-8 |i-3 1
E,. (prog.) = b =151l =2 =20%,
|/ (4)] R 5
@ -F@_li-3 1
E, (reg.) = L = = - ~ 33.33%,
/" (4)] il 3
TR A C N a1
E, (cent.) = X = =0=0%
/" (4)] R
b) Approximation de g” (2).
Formule de différences progressives :
gl (z) = g (z+2h) — 2Z§x +h) + g (x) gl (2) = 9(4)—291(23)+g(2) 161844 —2.
Formule de différences régressives :
—2h) —2 —h
g () = L2 ‘Zz(x V29, gy o) = s g _p g,
Formule de différences centrées :
—h)—2 h
gé/ (ZE) _ g (iU ) gh(2$) +9 (33 + ) . gé/ (2) _ g(l)—2gl(22)+g(3) —1-849=2
La dérivée seconde de g est ¢” (x) = % (2?) = 2, alors la valeur exacte de g” (2) est 2.

Pour l'erreur relative commise, on a E, (prog.) = E, (reg.) = E, (cent.) = 0.

Solution de ’exercice 3 :

Effectuons les développements de Taylor de f au voisinage de z jusqu’a l’ordre 5.
flath)=f(@)+hf @+ %" () + 55 1" () + 519 (@) + 15559 (2) + O (r°)
flo—h)=f @ =hf @)+ 5 @) = 5" @)+ 509 @) = 5/ (@) + 0 (1),

fx+2h) = f(z) + 2hf (x) + 207 f" () + 2= " (2) + 2= f O (2) + 22 fO) (2) + O (),
f(x—=2h) = f(x) = 2hf' (x) + 207 f" (&) = 41" (2) + 25 fO (2) = 42 £ O (@) + O (1)
En combinant ces développements de Taylor on obtient les formules
32 (f (w4 )+ f (z = ) ) = 64f (2) + 3202 f" (2) + %82 F9 (2) + O (1),
=2 (f (z+20) + f (z = 20) ) = —4f (&) = 8K2f" (2) = 829 (2) 4 O (1),
ou encore
) <f(:v+2h)+f(:v—2h)> +32 (f(x+h) +f(9:—h)> = 60/ (x) + 24h2f" () + O (h) .

D’ou
4 —2f (x+2h)+32f (x+h) —60f (x) +32f (x — h) — 2f (x — 2h) _

2412 f"(x) + 0 (h%).

Donc A est une formule d’approximation de la dérivée seconde f” (x), qui est d’ordre 4.
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