USTHB 2014-2015 Semestre 2 Analyse numérique élémentaire
ey 90 Laalp

Faculté de Mathématiques LnslailLl  ppkl Deuxiéme année Lic. Ing. Stat.

Examen final - 30 mai 2015. Durée : 1 heure 30 minutes

INOINL €6 PTEIIOIIY .o et

Matricule ... Groupe ...

1
1422

a) Déterminer le polynéme d’interpolation de f aux points 0,% et 1 sur [0, 1] en utilisant

Exercice 1 (5 points) : Soit f : R — R la fonction définie par f (z) =

(1) la formule de Lagrange (2) la formule de Newton.
b) Donner une approximation de f (}L) Calculer l'erreur relative pour cette approximation.

Réponse.
a) Les points d’interpolation sont les points (z;,y;) avec y; = f (z;), i =0,1,2.

On obtient alors le tableau de données suivantes

1

N =
[

(S
N |

Il y a trois points, donc n = 2 et le polynome d’interpolation est de degré 2.

(1) Le polynéme d’interpolation par la formule de Lagrange
2 —

On a Py () = yoLo (z) + y1 L1 (x) + y2 Lo (x), o L; () = ][] :
k=0k#i Ti — Tk

Calculons les polynomes L; : On a Ly (z) = (ﬁ) <ﬁ> =2(z-3)(z-1),
i = (222) (522) = - De L) = (22) (22) =200 4),
Alors le polynome d’interpolation sous forme de Lagrange est

P =2@-@@-1)-Lz@-1)+z(z—-1).

(2) Le polynéme d’interpolation par la formule de Newton

Le polynome de Newton est P, (z) = f (z0) + 6 [xo, x1] (x — x0) + 62 [20, 71, 22] (x — 20) (T — 71) .

Les coefficients du polynome de Newton sont obtenus a partir du tableau 2; | y; | DD1 | DD2
des différences divisées ci-contre. Alors le polynome d’interpolation sous 011
forme de Newton est Py (x) =1 — %x — %93 (x — %) 1] 4| -2
2 | 5 5
Et sous forme de Horner est P (z) =1+ 2 (=% — 1 (z — 1)). 11| =3 -1
5 5
b) Approximation de f (}l) :
1\ ~ 1y _ 1(_2 1(1_ 1\\_ 7 _
F(R)=PR(3)=1+5(-3-5(;-3) =% =09125.
; 1y _ GE)-RG)] %?—% _ T _ 39 2 o
Pour l'erreur relative on a ep (4) O =3.0469 x 107 ~ 3.05%.
1 1
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Exercice 2 (4 points) : )

a) Déterminer par la méthode des trapezes puis par celle de Simpson / f (z) dz pour tableau suivant :

0

1
vi = f (i) = 1 4 a2

2

[E—
ol [ ol
Gl e
(S

N |—=

b) Calculer 'erreur relative dans chaque cas.

Réponse.

b~ 1
a) Onaa=0,b=2h= na:%an=4etf(z):1+a:2.

2
Calculons Arctg2 = / f () dx par les méthodes des trapezes et de Simpson.

0

On a
h > % 4,1, 4 1
TN =5 (F@+22 @)+ 10) =2 (1420 + 3+ +3)
1 209 1 287
=7 (1 + e + 3) = %60 ~ 1.103846154 ,
et 3 3
Si(f) = (f @+2 > f@)+d X fla)+f <b>>

S~ W= w| >

(1+2@) +4G+i)+ )

288 1 431
(1+1+——|——) — =~ 1.105128205 .

65 ' 5) 390

b) Pour l'erreur relative, on a

en (T)) = |1(f) = Tu(f)] _ |Arctg(2) — 1.103846154| _ [1.107148718 — 1.103846154]

s 11(f)| |Arctg 2| 1.107148718
~0.003302564
~ 1.107148718

~ 0.00298 ~ 0.30%

et

en(Sh) = |7(f) = Sa(f) _ |Arctg (2) — 1105128205 _ [1.107148718 — 1.105128205|

friod 11 (f)] |Arctg 2| 1.107148718
~0.002020513
~ 1.107148718

~ 0.00182 ~ 0.18% .
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a) Approcher f’ (%) en utilisant les formules de différences progressives, régressives et centrées.

Exercice 3 (4 points) : Soit f : R — R la fonction définie par f (z) On choisit le pas h = %

Calculer I'erreur relative dans chaque cas.

b) Approcher f” (1) en utilisant la formule d’approximation f” (z) ~ Hath)=2/(@)+f(z=h)

h2 :
Réponse.
a) Approximation de f’ (%)
Formule de différences progressives :
flath) - f(= FW-fGE _3-5_ 3
f;(x): ( n <>—>f;(%)= 1 (2):215:_5
2 2
Formule de différences régressives :
, flx) = f(z—h) vy _JG)—f0) -1 2
fr () h I (5) = 1 -1 T 5
2 2
Formule de différences centrées :
fx+h)—f(z—h) f@)—f@) 1 1
felzx) = o — fo(3) = ] =5 l=-3
La dérivée de f est f'(z) = < ! = o alors la valeur exacte de f’ (l) est 16
de \ 1 4 g2 (1+a2)% 2 25°

Pour 'erreur commise, on a

e L6 -]
er (DP) = O — p == 6.25%,
G -H6)] [-#-(3)] 3
DR) = : = = == =37.5%,
ez (DR) 1 (3)] — 8
O A ) e
er (DC) = O = 5‘_% =3 = 21.875%.

b) Approximation de f” (%)

Ona f"(3) ~ f(é+%)2é()%2)+f<%;) = f(l)Qfgf)H(o) =4(3-2(3)+1) =
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Exercice 4 (4 points) : On considere la fonction f définie par f (z) =2° +2— 1,z € R.

a) Montrer que f (z) = 0 admet une racine réelle unique « € ]0, 1.
b) Déterminer, par la méthode de dichotomie, une approximation de av & 10~* prés en utilisant le test
d’arrét |z, — z,| <e.  Comparer le nombre d’itérations effectif pour avoir cette précision avec le

Log b=

nombre N = [ Togd } +1=4.

c) Effectuer deux itérations avec la méthode de Newton en démarrant de zg = %

Réponse.

a) La fonction polynomiale f est continue sur R et on a f'(z) = 322 +1 > 1 > 0 sur R. Donc f est
strictement croissante sur R. D’autre part, on a f(0) f(1) = (=1) (1) = —1 < 0. Alors, d’apres le
théoreme des valeurs intermédiaires, il existe une seule racine a € |0, 1] telle que f () = 0.

b) Posons ag =a=0,bp =b=1et zyg = % (ap + bp). En utilisant 1’algorithme de dichotomie on obtient

le tableau suivant :

n| a, by | x, = 2tbe f (an) I () fan) f(x,) | ©p — xpq | Test d’arrét
0 0 1 0.5 -1 —0.375 +

11 05 1 0.75 —0.375 0.171875 — 0.25 continuer
21 05 |0.75 0.625 —0.375 —0.130859375 + —0.125 continuer
3 10.625 | 0.75 0.6875 —0.130859375 | 0.012451172 — 0.0625 stop

Alors 'approximation de « par la méthode de dichotomie est 0.6875.
Nous constatons que 3 le nombre d’itérations effectif pour avoir la précision |z, 11 — z,| < 0.1 est

e . Log 10
inférieur a N = [%] +1=4.

3
n— 1
c) En utilisant 1’algorithme de Newton z¢ = 0.5, 2,41 = x, — J{,((Z’:l)) =X, — % on obtient le
tableau suivant :
n Tn f ($n> f/ (xn> Tnt1
0 0.5 —0.375 1.75 0.7142857143

11 0.7142857143 | 0.078717201 | 2.530612245 | 0.6831797236

Alors 'approximation de « par la méthode de Newton avec deux itérations est 0.6831797236.
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Suite de ’exercice 4 (3 points)

Montrer que

(1) f2)=0&z=9(z),Vze [11],(2) ¢([3,1]) C [3,1] et (3) [slup]|g0’| =k<1.

1
d) Soit ¢ : R — R la fonction définie par ¢ (z) = =
x

e En déduire la convergence de l'itération z,11 = ¢ (z,), 20 € [i, 1] vers .

e Calculer x5 en démarrant de xy = %

e) Calculer 'erreur absolue commise lors du calcul de @ dans les questions précédentes, sachant que la

valeur exacte de o avec dix chiffres significatifs est 0.6823278038 .

Réponse.

d)

(1) Pour z € [}, 1] on;x3+x—1=0@x(x2+1)=1<:>l“=x2+1
ﬁsowe [5:1], alors o ([3,1]) = [¢ (1), (
%, donc ¢” (z) =0 on [+ 1] siz =

(2) Ona ¢’ (z) =

-

(3) Ona ¢" (z) =
Alors

¢ (&)| ¢ 1}

— max {25, 22,11 = 28 ~ 065 < 1.

A Gl

e D’apres le théoreme de convergence du point fixe, 'itération z,,11 = ¢ (x,), 29 € [}l, 1} converge

vers la racine de I'équation f (z) = 0.
5 = 0.6097560976 .

. 1
e Si g = 05, alors Ty = @(05) = m =0.8 et To = @ (08) = m

e) On a
ea (dichotomie) = |0.6823278038 — 0.6875| = 0.0051721962 ,

ea (Newton) = |0.6823278038 — 0.6831797236| = 0.0008519198 ,
ea (point fixe) = |0.6823278038 — 0.6097560976| = 0.0725717062 .
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